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Введение: синтез систем стабилизации программных движений объектов является актуальной задачей теории управления. 
Проекционно-операторные методы математического программирования служат адекватными методами синтеза управлений 
для указанного класса задач. Цель: развитие методов синтеза локально допустимых управлений для стабилизации програм-
мных движений линейных и нелинейных динамических объектов сǡограничениями. Результаты: линейный стационарный объект 
управления задан вǡвиде разностного, управляемого по Р. Калману, оператора. Для указанного объекта управления выполнены 
преобразования проекционного оператора решения задач стабилизации программных движений сǡограничениями и синтези-
рованы уравнения переходных и стационарного состояний исследуемой системы. Условие сжатия получено из оценки нормы 
отклонения фазовых координат системы от стационарного состояния. На основе принципа сжимающих отображений получено 
достаточное условие устойчивости проекционно-операторной динамической системы сǡограничениями на фазовые координа-
ты и управления. Вывод достаточного условия устойчивости позволил определить параметр проекционно-операторной обрат-
ной связи и обеспечить устойчивость проекционного оператора динамической системы, полученного ранее. Вǡкачестве объекта 
управления для вычислительного эксперимента использована векторно-матричная модель синхронного генератора вǡформе 
Коши. Вычислительный эксперимент подтвердил теоретические результаты, полученные вǡработе. Практическая значимость: 
выполнение условия неравенства для определения параметра обратной связи гарантирует устойчивость исследуемой вǡработе 
проекционно-операторной динамической системы.
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Введение

Актуальность задач стабилизации програм-
мных движений динамических объектов под-
тверждена большим количеством публикаций. 
Например, в работе [1] решается задача посадки 
летательного аппарата без шасси на подвижную 
платформу. В [2] осуществляется координация 
движений модулей механизмов относительного 
манипулирования с тремя степенями свободы. 
В работе [3] исследуется развитие алгоритма по-
строения уравнений движения материальной си-
стемы по заданной программе. В [4] решается за-
дача синтеза программных движений квадрокоп-
тера с тросовой подвеской переменной длины для 
транспортировки грузов. В работе [5] приведены 
результаты вычислительного эксперимента по 
стабилизации программных движений электро-
энергетической системы. Многообразие методов, 

применяемых для решения задач программных 
движений, представлено в работах [6–14]. 
Исследование устойчивости динамических 

систем, рассмотренных в качестве примера вы-
ше, как правило, связано с построением функ-
ции Ляпунова [15–19] и требует дополнительно-
го анализа. В данной статье предлагается вывод 
д остаточного условия устойчивости проекци-
онно-операторной динамической системы, син-
тезированной в работе [5], на основе принципа 
сжимающих отображений [20].

Оператор решения задач стабилизации 
программных движений  линейного 
объекта с ограничениями 

Ранее авторами синтезирован проекционный 
оператор динамической системы для задач ста-
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билизации программных движений линейного 
объекта с ограничениями на векторы фазовых 
координат и управлений [5]. 
Пусть линейный стационарный управляе-

мый по Р. Калману объект управления опреде-
лен разностным оператором 
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где D ⊂ Rn  область притяжения. Векторы и 
матрицы разностного оператора (1) имеют вид 
xk+1Rn, xkRn, FRnm, ukRm, ykRj, 
cyRjn; HRnn  линейный матричный опе-
ратор размера n n.
З адача вычисления локально допустимых 

управлений имеет вид: вычислить вектор с осто-
яний-управлений
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где    
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k xk ukС С С  вектор допустимых про-
граммных движений координат-управлений ли-
нейного объекта.
Опе  ратор динамической системы с про-

екционно-операторной обратной связью для 
задач стабилизации программных движений 
линейного объекта с ограничениями на век-
торы фазовых координат и управлений имеет 
вид
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где R  параметр проекционно-оператор-
ной обратной связи; P0 и P+ — проекцион-
ные операторы;    1 1 ,g     2 1 ,g  

   T TT T
k k k k k

    b P С b P P b + T
k k

 С P b
 T 0 T 2 ,k k k k r  С P С С С

 
 T 0 ,g С P С;  — пара-

метр «допустимости»; cy — матрица связи меж-
ду выходными координатами yk и координатами 
состояния xk.

Достаточные условия устойчивости 
системы с ограничениями на векторы 
фазовых координат и управлений

Для формулировки достаточных условий 
устойчивости динамической системы (3) исполь-
зован принцип сжимающих отображений [20]. 
Указанный принцип использует понятие непод-
вижной точки оператора x*, удовлетворяющей 
условию x* = A(x*). 
Единственная неподвижная точка сжима-

ющего оператора в соответствии с теоремой 
С. Банаха является пределом последовательно-
сти приближений, определенной равенством [20]

xk+1 = A(xk), k = 1, 2…

Уравнение динамической системы с проекци-
онно-операторной динамической обратной свя-
зью (3) определено уравнением 
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В результате преобразований уравнения пе-
реходных и стационарного состояний примут 
вид
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Отклонения координат от стационарного со-
стояния определяются разностью уравнений 
переходного и стационарного состояний системы 
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Вычисление евклидовых норм правой и левой 
частей равенства с последующей оценкой нормы 
правой части уравнения приводит к неравенству 
вида
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Далее выполним оценку нормы разности ра-
дикалов правой части неравенства (6)
Лемма 1. Имеет место следующая оценка: 
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где постоянные Липшица имеют вид
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Доказательство:  Оценка модуля разности 
двух радикалов выполнена в [21] и имеет вид

            1 2 1 2
1 2 22

* * ,k kL xx x x x   (7)

где L1 /2 = 1 — постоянная Липшица для функ-
ции разности «квадратных корней».
Рассмотрим норму разности, стоящую в пра-

вой части неравенства (7). Запишем функции 
(xk) и (x*) в явном виде: 
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Подстановка (xk) и (x*) в норму правой ча-
сти неравенства (7) определяет равенство
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После преобразований оценка нормы разно-
сти правой части неравенства (7) примет вид

    2 22 2
2*k k

      x x P H С

2 2
2 2 2 22* * * .k k k

       x x P H x x x x

Оценку нормы суммы ф азовых координат 
в правой части неравенства с учетом условий за-
дачи проекционной операторной оптимизации 

2 2k kr x С  и 2 2* kr x С  [5] можно за-
писать в виде

 
     2 2 2 22 2k k krx x x x С .  (9)

С учетом (9)  искомая оценка нормы разности 
двух радикалов примет вид

    22* * ,k kL     x x x x

где
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После подстановки полученной оценки в (7) 
получим 
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2 2krH С  постоянные Липшица для 

функции «квадратного корня» и проекционного 
оператора.
Лемма 1 доказана.
Лемма 2. Справедлив следующий резуль-

тат: 

     1 2 2* * ,k P kx x x x   (10)

где
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— коэффициент сжа тия.
Доказательство: В силу неравенства (7) и 

результатов леммы 1 справедлива следующая 
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Полученные выше оценки норм разностей вида  1 2*kx x  и  2*kx x  определяют достаточное 
условие сжатия в виде 

    1 2 2* * ,k P kx x x x

где коэффициент сжатия определен равенством


          2 2 2 22

1 2 .P u LН F T P Н

Лемма 2 доказана.
Из леммы 2 следует условие сжатия для оператора динамической системы (3). По определению сжи-

мающего оператора [20], коэффициент сжатия должен быть меньше единицы:


           2 2 2 22

1 2 1.P u LН F T P Н                                          (11)

Тогда, при выполнении ус ловия (11), условие устойчивости примет вид
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Условие (12) является достаточным условием устойчивости оператора (3).

Вычислительный эксперимент

Далее продемонстрированы результаты решения задачи стабилизации программных движений син-
хронного генератора с допустимыми ограничениями на частоту , напряжение обмотки воз буждения 
uf и механический момент Mmx. Указанные ограничения заданы обобщенным вектором программных 
движений 

   
T 140 0 0 0 0 1 002 0 0 0 0 5 0 0 0 035 0, , , .kС R

Для вычислительного эксперимента выбрана математическая модель турбогенератора ТВВ-200-2 
с техническими характеристиками, описанными в [22], представленная в векторно-матричной форме: 
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Дискретизация векторно-матричной модели (13) осуществлена разностными операторами, соответ-
ствующими неявному методу Эйлера [23], реализованными в среде SimInTech (https://simintech.ru/). 
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Упрощенная математическая модель нагрузки 
имеет вид [24]
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Параметры динамической системы (3) 
 = 0,5017 и r = 1 подобраны экспериментально.
Изменение мощности синхронного генерато-

ра задано кусочно-постоянной функцией и пока-
зано на рис. 1.

  Рис. 2. Схема вычисления параметра обратной связи  в SimInTech
  Fig. 2. Scheme for calculating the feedback parameter  in SimInTech 

  Рис. 1. Мощность синхронного генератора, задан-
ная в виде кусочно-постоянной функции 

  Fig. 1. Synchronous generator power, specified as a 
piecewise constant function

Схема, реализующая вычисление параметра 
обратной связи , приведена на рис. 2. Для обе-
спечения устойчивости динамической систе-
мы (3) достаточно выполнения неравенства (12), 
ограничивающего параметр проекционно-опе-
раторной обратной связи. Для выполнения не-
равенства (12) параметр  можно умножить на 
константу, равную 0,9999. При нарушении усло-
вия (12), например, при умножении вычисленно-
го параметра обратной связи  на константу 1,25, 
происходит быстрый рост значений фазовых ко-
ординат динамической системы.
С учетом изменения мощности синхронного 

генератора динамика параметра проекционно-
операторной обратной связи  для системы (13) 
иллюстрируется на рис. 3. 
На основе данных рис. 1 и 3 можно сделать 

следующий вывод: кусочно-постоянное изме-
нение нагрузки (см. рис. 2) приводит к соответ-
ствующему кусочно-постоянному изменению ам-
плитуды параметра проекционно-операторной 
обратной связи  (см. рис. 3). Указанное соответ-
ствие графика нагрузки также имеет место для 
фазовых координат и управлений исследуемой 
динамической системы. Объяснение сущности 
физических процессов, происходящих в син-
хронных генераторах, приведено, например, 
в работе [25].
Ограниченные вектором допустимых про-

граммных управлений Cuk локально допустимые 
управляющие воздействия uf и Mmx с учетом из-
менения нагрузки (см. рис. 1) и динамики пара-
метра проекционно-операторной обратной связи  
(см. рис. 3) имеют вид, показанный на рис. 4. 
Динамика токов синхронного генератора п о-

казана на рис. 5. Временная зависимость про-
граммно-ограниченной «частоты» синхронного 
генератора, учитывающая изменение мощности 
(см. рис. 1) и параметр обратной связи , изобра-
жена на рис. 6.
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Из рис. 4 и 6 видно, что при изменении мощ-
ности (см. рис. 1) значения синтезированных 
управляющих воз действий uf и Mmx, а также 
стабилизируемой фазовой координаты  не пре-
вышают ограничений, заданных вектором допу-
стимых программных движений Ck. 

Выводы

Синтезировано достаточное условие устойчи-
вости динамической системы (3) и определен па-
раметр проекционно-операторной обратной связи, 
уточняющий результаты, полученные в работе [5]. 

Вычислительные эксперименты подтвердили 
достаточность синтезированного условия устой-
чивости исследуемой динамической системы.
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Introduction: The synthesis of systems for the stabilization of program motions of objects is an urgent task of control theory. 
Projection operator methods of mathematical programming are adequate methods of control synthesis for this class of problems. Purpose: 
To develop the methods for synthesizing locally admissible controls for stabilizing programmed motions of linear and nonlinear dynamic 
objects with restrictions. Results: The linear stationary control object is specified in the form of a difference operator controlled according 
to Kalman criterion. For the specified control object, transformations of the projection operator for solving problems of stabilization of 
program movements with restrictions have been carried out and equations for the transition and stationary states of the system under 
study have been synthesized. The compression condition is obtained from an estimate of the norm of deviation of the phase coordinates 
of the system from the stationary state. Based on the principle of compressive mappings, a sufficient condition for the stability of a 
projection-operator dynamic system with restrictions on phase coordinates and controls is obtained. The derivation of a sufficient stability 
condition made it possible to determine the projection operator feedback parameter and ensure the stability of the projection operator of 
the dynamic system obtained earlier. As a control object, a vector-matrix model of a synchronous generator in the Cauchy form was used 
for the computational experiment. A computational experiment confirmed the theoretical generalizations obtained in the study. Practical 
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