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Введение: решение многих фундаментальных задач асимптотической комбинаторики зачастую оказывается невозможным 
без проведения массивных компьютерных экспериментов, требующих, как правило, существенных вычислительных затрат. 
Вǡэтой связи актуальна задача разработки эффективного программного инструментария. Цель: создать программный пакет 
для работы сǡдиаграммами и таблицами Юнга. Результаты: реализован программный пакет на языке C++, позволяющий рабо-
тать сǡдвумерными и трехмерными диаграммами и таблицами Юнга, а также моделировать различные марковские процессы 
на градуированных графах. Реализованы различные операции над таблицами Юнга, вǡчастности алгоритм Робинсонаǡ— Шенсте-
даǡ— Кнута и преобразование Шютценберже. Программный инструментарий вǡтом числе включает вǡсебя богатый функционал 
для визуализации различных комбинаторных объектов. Практическая значимость: то, что программный пакет написан на язы-
ке C++, дает преимущество вǡэффективности над традиционными подходами сǡиспользованием систем компьютерной алгебры, 
учитывая специфику многих задач асимптотической комбинаторики. Разработанный программный пакет использовался для 
проведения многочисленных компьютерных экспериментов вǡпроцессе моделирования динамики поведения разнообразных 
объектов асимптотической комбинаторики. Результаты моделирования легли вǡоснову ряда научных публикаций.
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Введение

Асимптотическая комбинаторика — совре-
менный, динамично развивающийся раздел 
математики, в котором изучаются предельные 
свойства комбинаторных объектов. Решение 
многих задач асимптотической комбинаторики 
зачастую оказывается невозможным без прове-
дения массивных компьютерных экспериментов. 
При этом проведение таких экспериментов, как 
правило, сопряжено с существенными вычисли-
тельными затратами. В этой связи разработка 
эффективного программного инструментария 
становится актуальной задачей. Настоящая ра-
бота посвящена описанию программного пакета, 
включающего в себя многочисленные функции 
для работы с диаграммами и таблицами Юнга.
Диаграммы Юнга и таблицы Юнга [1] явля-

ются популярными комбинаторными объекта-
ми, имеющими приложения в том числе в асим-
птотической теории представлений [2, 3], теории 
базисов Гребнера [4], построении точных реше-
ний интегрируемых гамильтоновых систем [5], 
в статистической физике [6] и квантовой меха-
нике [7, 8].

Одной из открытых задач асимптотической 
комбинаторики является поиск диаграмм Юнга 
с наибольшими размерностями среди всех диа-
грамм некоторого фиксированного размера [9]. 
Известно [10], что в пределе форма этих диаграмм 
описывается кривой Вершика — Керова, однако 
до сих пор неизвестен непереборный алгоритм 
для построения таких диаграмм. Аналогичная 
задача на графе плоских разбиений (трехмерном 
графе Юнга) оказывается еще более сложной, 
поскольку в этом случае неизвестен даже аналог 
формулы крюков: не существует эффективного 
алгоритма вычисления размерности трехмерной 
диаграммы Юнга. Поэтому поиск трехмерных 
диаграмм Юнга с максимальными размерностя-
ми подразумевает перебор как форм диаграмм, 
так и таблиц, которые могут быть вписаны в эти 
формы. Соответственно, становится актуальной 
задача разработки эвристических алгоритмов по-
иска двумерных и трехмерных диаграмм Юнга 
с большими и максимальными размерностями.
На градуированных графах, в том числе на 

графе Юнга, графе Шура, а также их обобщени-
ях, можно построить марковские процессы, если 
назначить каждому ребру положительные веса 
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(вероятности) таким образом, чтобы для каж-
дой фиксированной вершины сумма исходящих 
вероятностей была равна единице. Изучение 
предельных свойств таких процессов является 
актуальной задачей асимптотической комбина-
торики, которую можно исследовать с помощью 
компьютерного моделирования. Здесь можно вы-
делить такие задачи, как исследование асимпто-
тического поведения функции нормализованной 
размерности в различных последовательностях 
диаграмм Юнга, исследование свойств последо-
вательностей диаграмм Юнга, полученных с по-
мощью жадного ветвления, изучение геометри-
ческих свойств трехмерных диаграмм Юнга при 
построении их различными случайными про-
цессами и др.
Описание центральных мер на градуирован-

ных графах — открытая задача асимптотиче-
ской комбинаторики [11]. На двумерном графе 
Юнга особое место занимает центральная мера 
Планшереля [10], соответствующая марковскому 
процессу с медленным ростом диаграмм Юнга 
вдоль координатных осей. На трехмерном графе 
Юнга аналог центральной меры Планшереля не-
известен. Тем не менее был предложен [12] так 
называемый псевдопланшерелевский марков-
ский процесс на трехмерном графе Юнга. Для 
исследования его свойств необходимо проведе-
ние массивных вычислительных экспериментов. 
Также интерес представляет разработка эф-

фективного алгоритма, генерирующего случай-
ные трехмерные таблицы Юнга заданной формы 
с равной вероятностью. Поскольку количество 
таблиц с ростом их размера увеличивается экс-
поненциально, их перечисление оказывается не-
возможным, и требуется разработка эффектив-
ного алгоритмического решения. В двумерном 
случае существует алгоритм hook walk [13], но 
его трехмерное обобщение не дает равномерной 
меры на таблицах.
В работе [14] были получены точные форму-

лы, описывающие форму путей выталкиваний 
в записывающих таблицах Юнга в алгоритме 
Робинсона — Шенстеда — Кнута (RSK). Однако 
открытой проблемой остается характер стрем-
ления путей выталкиваний к данным кривым. 
К другим задачам, связанным с алгоритмом RSK, 
можно отнести исследование динамики значений, 
перемещаемых в записывающей таблице, изуче-
ние свойств деревьев выталкиваний, исследова-
ние распределения концов путей выталкиваний 
на фронте записывающей таблицы и др.
Другая важная задача, связанная с алго-

ритмом RSK, состоит в исследовании классов 
перестановок, эквивалентных (двойственно 
эквивалентных) по Кнуту, т. е. таких, которым 
соответствует одинаковая записывающая (нуме-
рующая) таблица Юнга [1]. Это включает в себя 

в том числе изучение распределения значений 
первого элемента перестановки от угла наклона 
пути Шютценберже нумерующей таблицы.

Алгоритмы, реализованные 
в программном пакете

В разработанном программном пакете были 
реализованы как базовые функции для работы 
с диаграммами и таблицами Юнга, так и боль-
шое количество различных программ для прове-
дения вычислительных экспериментов. 
Каждая диаграмма Юнга представлена в ви-

де массивов длин строк (rows), длин столбцов 
(cols), а также координат внутренних (icorners) и 
внешних (ocorners) угловых клеток (рисунок, а).
В классе трехмерных диаграмм Юнга допол-

нительно также хранятся высоты столбцов, ори-
ентированных вдоль оси z (bars). Пример трех-
мерной диаграммы Юнга приведен на рисунке, б. 
Заметим, что любого из вышеперечисленных спо-
собов хватило бы, чтобы однозначно определить 
диаграмму Юнга, однако такая избыточность 
позволяет эффективно выполнять различные 
операции над диаграммами. Двумерные (трех-

а)

б)

  Пример диаграммы Юнга: а — двумерной; б — трех-
мерной. Синие клетки — внешние угловые; зеленые 
клетки — внутренние угловые

  An example of a Young diagram: a — two-dimension-
al; б — three-dimensional. Outer corner boxes are marked 
in blue; inner corner boxes are marked in green
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мерные) таблицы Юнга хранятся в памяти в виде 
двумерного (трехмерного) массива целых чисел, а 
также в виде одномерного списка координат кле-
ток в порядке возрастания их значений.
В качестве примера приведем описание не-

скольких функций, реализованных в программ-
ном пакете.

Вычисление переходной вероятности 
в процессе Планшереля 
Процесс Планшереля [15] — единственный 

центральный марковский процесс на графе 
Юнга с медленным ростом размеров диаграмм 
вдоль координатных осей. Свойство централь-
ности состоит в том, что вероятности путей, со-
единяющих произвольную фиксированную пару 
диаграмм, одинаковы.
Для вычисления планшерелевских переход-

ных вероятностей необходимо эффективно вы-
числять длины крюков клеток, т. е. подсчиты-
вать количество клеток, расположенных выше 
в той же строке и правее в том же столбце. Эта 
операция имеет константную сложность благо-
даря хранению избыточной информации о диа-
грамме (листинг 1).

Листинг 1. Вычисление длины крюка 
клетки двумерной диаграммы Юнга

Listing 1. Calculating the hook length 
of a 2D Young diagram box

hook2D(x, y) {
 return rows[y] + cols[x] — x — y — 1;
}

Переходная вероятность или, другими слова-
ми, вероятность добавления клетки (x, y) в про-
цессе Планшереля вычисляется как произведе-
ние длин крюков всех клеток, лежащих на об-
ратном крюке клетки (x, y), деленное на произ-
ведение этих же длин крюков, увеличенных на 
единицу (листинг 2).

Листинг 2. Вычисление планшерелевской 
переходной вероятности

Listing 2. Calculating the Plancherel 
transition probability

pprob(x, y) {
  prob = 1;
  for (i = 1; i < x; ++i) {
    hook = hook2D(i, y);
    prob *= hook / (hook + 1);
  }
  for (i = 1; i < y; ++i) {
    hook = hook2D(x, i);
    prob *= hook / (hook + 1);
  }
  return prob;
}

Вычисление переходной вероятности 
в псевдопланшерелевском процессе 
Псевдопланшерелевский процесс случайного 

блуждания на трехмерном графе Юнга, предло-
женный в работе [12], является обобщением про-
цесса Планшереля на двумерном графе Юнга. 
Псевдопланшерелевский процесс не обладает 
свойством центральности, однако, по всей види-
мости, является асимптотически центральным 
[12]. 
При вычислении переходных вероятностей 

вычисляются длины крюков клеток в трех-
мерной диаграмме Юнга, являющиеся есте-
ственным обобщением двумерных крюков (лис-
тинг 3).

Листинг 3. Вычисление длины крюка 
клетки трехмерной диаграммы Юнга

Listing 3. Calculating the hook length 
of a 3D Young diagram box

  hook3D(x, y, z) {
    return rows[z][y] + 
           cols[z][x] + 
           bars[x][y] — x — y — z — 2;
  }

Перед вычислением переходной вероятности 
добавления новой клетки в псевдопланшерелев-
ском процессе необходимо вычислить сумму зна-
чений функции весов во всех внешних угловых 
клетках диаграммы. В листинге 4 приведен код 
функции вычисления веса в одной конкретной 
клетке. Вес клетки равен произведению длин 
трехмерных крюков, лежащих на трех лучах об-
ратного трехмерного крюка с вершиной в данной 
клетке, деленному на произведение этих же длин 
крюков, увеличенных на единицу.

Листинг 4. Вычисление значения псевдо-
планшерелевской весовой функции

Listing 4. Calculating the value of 
the pseudo-Plancherel weighting function

pweight(x, y, z) {
  w = 1;
  for (i = 1; i < x; ++i) {
    hook = hook3D(i, y, z);
    w *= hook / (hook + 1);
  }
  for (i = 1; i < y; ++i) {
    hook = hook3D(x, i, z);
    w *= hook / (hook + 1);
  }
  for (i = 1; i < z; ++i) {
    hook = hook3D(x, y, i);
    w *= hook / (hook + 1);
  }
  return w;
}
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Сначала вычисляется сумма псевдопланше-
релевских весов всех внешних угловых клеток 
трехмерной диаграммы (листинг 5).

Листинг 5. Вычисление суммы псевдо-
планшерелевских весов

Listing 5. Calculating the sum of 
pseudo-Plancherel weights

psum() {
  sum = 0;
  for each (x, y, z) from ocorners {
    sum += pweight(x, y, z);
  }
  return sum;
}

Затем каждая псевдопланшерелевская ве-
роятность клетки вычисляется как отношение 
псевдопланшерелевского веса в этой клетке 
к сумме весов (листинг 6).

Листинг 6. Вычисления псевдопланшере-
левских вероятностей

Listing 6. Calculating pseudo-
Plancherel probabilities

pprobs3D() {
  sum = psum();
  for each (x, y, z) from ocorners {
    probs[x, y, z] = pweight(x, y, z) / sum;
  }
}

Сравнение размерностей двумерных 
диаграмм Юнга 
Вычисление точных размерностей диаграмм 

Юнга — чрезвычайно трудоемкий процесс. 
Однако в некоторых случаях возникает необ-
ходимость лишь сравнить размерности двух 
диаграмм, не вычисляя их точные значения. 
Например, это необходимо при работе алгорит-
мов поиска диаграмм с большими размерностя-
ми. Для того чтобы сравнить размерности, доста-
точно вычислить их отношение. В данной работе 
сравнение размерностей диаграмм diag1 и diag2 
реализовано следующим образом (листинг 7):

1) вычисляется диаграмма-пересечение 
cross_diag, все клетки которой принадлежат как 
diag1, так и diag2;

2) из полученной диаграммы строятся пути 
в diag1 и diag2;

3) вычисляется отношение планшерелевских 
вероятностей данных путей, которое равно от-
ношению размерностей диаграмм diag1 и diag2.

Листинг 7. Сравнение размерностей диа-
грамм Юнга

Listing 7. Comparing the dimensions of 
Young diagrams

comp _ dim(diag1, diag2) {
  diag = cross _ diag; i = 1;
  while (diag != diag1) {
    diag += (x, y);
    ratios[i++] = pprob(x, y);
  }
  diag = cross _ diag; i = 1; ratio = 1;
  while (diag != diag2) {
    diag += (x, y);
    ratio *= ratios[i++] / pprob(x, y);
  }
  return ratio;
}

Преобразование Шютценберже  
 Преобразование Шютценберже преобразует 

таблицу Юнга размера n в другую таблицу раз-
мера n – 1 [16]. В предлагаемой реализации алго-
ритма таблица Юнга представлена в виде одно-
мерного списка tab координат клеток в порядке 
возрастания их значений. Эти координаты об-
рабатываются последовательно. Вначале первая 
клетка с координатами (1, 1) удаляется из табли-
цы. Координаты клетки сохраняются в перемен-
ных delX, delY. Удаленная клетка будет возвра-
щена в таблицу сразу после обработки соседней 
клетки, примыкающей к удаленной сверху или 
справа. В этот момент из таблицы удаляется эта 
соседняя клетка. Она будет возвращена в табли-
цу при обработке клетки, примыкающей к ней 
сверху или справа, и т. д. При этом все осталь-
ные клетки таблицы не удаляются и никак не 
изменяются. Алгоритм завершает работу после 
обработки всех клеток таблицы. Псевдокод алго-
ритма представлен в листинге 8.

Листинг 8. Преобразование Шютценберже
Listing 8. Schützenberger’s jeu de 

taquin
schutz(tab) {
  tab.remove (1, 1);
  delX = 1; delY = 1;
  for each (x,y) from tab {
    if ((x == delX) AND (y == delY + 1)) OR
        ((x == delX + 1) AND (y == delY)) {
          tab.remove(x, y);
          tab.insert(delX, delY);
          delX = x; delY = y;
    }
  }
}

Преимуществом такой реализации является 
то, что при работе алгоритма большинство эле-
ментов списка не меняется, а количество изме-
нений равно длине пути Шютценберже. Такой 
подход позволяет легко реализовать преобразо-
вание Шютценберже на произвольном градуи-
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рованном графе. Также были представлены две 
модификации классического преобразования 
Шютценберже: преобразование с сохранением 
формы и рандомизированное преобразование.
Преобразование с сохранением формы отли-

чается от классического лишь тем, что в конце 
работы алгоритма в таблицу добавляется послед-
няя удаленная клетка. Благодаря этому форма 
таблицы не меняется после итерации преобразо-
вания Шютценберже, что делает его обратимым.
В рандомизированном преобразовании 

Шютценберже последняя удаленная клетка так-
же добавляется в таблицу. Кроме того, в случае, 
если начало таблицы равно (1, 1), (1, 2), (2, 1) или 
(1, 1), (2, 1), (1, 2), с вероятностью ½ таблица либо 
остается неизменной, либо ее клетки (1, 2) и (2, 1) 
меняются местами. 

Преобразование Робинсона — Шенстеда — 
Кнута  
Преобразование RSK задает биекцию между 

численными последовательностями и парами 
таблиц Юнга одинаковой формы [17]: записы-
вающими P и нумерующими Q. В рамках на-
стоящей работы было разработано несколько 
реализаций алгоритма RSK. Скорость работы 
алгоритма RSK в значительной степени опре-
деляется способом поиска ближайшего больше-
го значения в столбце записывающей таблицы. 
Поиск проводится в диапазоне от первой строки 
до строки, из которой было вытолкнуто значе-
ние в соседнем столбце. Были реализованы три 
варианта поиска: линейный, двоичный и поиск 
с удвоением [18], являющийся гибридом первых 
двух подходов. 
В листинге 9 приведен псевдокод алгоритма 

RSK с линейным поиском. Значения s последова-
тельности sequence обрабатываются по очереди. 
Вначале выполняется бинарный поиск ближай-
шего к s значения в первом столбце таблицы P 
(функция nearest_greater). Если s оказывается 
больше всех значений, то s помещается сверху 
первого столбца. Иначе s записывается на место 
ближайшего большего значения, которое поме-
щается в буфер buf. Если buf оказывается боль-
ше всех значений следующего столбца, то buf за-
писывается сверху этого столбца. В противном 
случае buf записывается на место ближайшего 
большего значения в соседнем столбце, которое 
в свою очередь помещается в buf. Поиск такого 
значения начинается с той же строки, из которой 
было вытолкнуто значение в предыдущем столб-
це, и продолжается вниз, вплоть до первой стро-
ки: перебирать значения выше не имеет смыс-
ла, так как они заведомо не будут ближайшими 
большими к вытолкнутому. Процесс продолжа-
ется, пока очередное вытолкнутое значение не 
запишется сверху какого-либо столбца.

Листинг 9. Алгоритм RSK с линейным по-
иском

Listing 9. RSK algorithm with linear 
search

for each s from sequence {  
  buf = s;
  j = nearest _ greater(P[1]);  
  P[1,j]  buf;
  if (j == height(P[1]) + 1)    
    continue;
  col = 2;
  while (buf < max(P[col])) {    
    while(buf >= P[col,j])        
      j--;
    j++; 
    P[col,j]  buf;
    col++;
  }
  P[col, height(P[col]) + 1] = buf;
}

Также был разработан вариант алгоритма 
RSK, основанный на так называемом лесе вы-
талкиваний. Лес выталкиваний — объединение 
путей выталкиваний в записывающей таблице 
Юнга, т. е. последовательностей клеток записы-
вающей таблицы, участвующих в выталкива-
нии при обработке очередного значения последо-
вательности. При такой реализации алгоритма 
отпадает необходимость в поиске позиции для 
выталкивания очередного значения в записыва-
ющей таблице. С другой стороны, нужно посто-
янно поддерживать корректную структуру леса 
выталкиваний. Данный подход востребован 
в том числе потому, что такой комбинаторный 
объект, как лес выталкиваний, представляет 
самостоятельный исследовательский интерес. 
Помимо стандартного алгоритма RSK, был так-
же реализован алгоритм обратного преобразо-
вания RSK, в котором по заданной паре таблиц 
Юнга восстанавливается соответствующая им 
числовая последовательность. 

Программная реализация

В качестве языка разработки программного 
инструментария был выбран C++, средства ко-
торого позволяют эффективно реализовывать 
сложные операции над двумерными и трехмер-
ными диаграммами и таблицами Юнга, а также 
моделировать различные марковские процессы 
на градуированных графах. Программный па-
кет включает в себя функции, которые позволя-
ют добавлять и удалять клетки диаграмм, вы-
числять пересечения пары диаграмм, вычислять 
переходные вероятности в используемых мар-
ковских процессах и т. д. Для выполнения не-
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которых сложных задач были реализованы па-
раллельные вычисления с помощью технологии 
OpenMP. Визуализация графиков, анимаций 
и пр. для наглядной демонстрации результатов 
вычислений выполнялась с помощью утилиты 
gnuplot.
Программный пакет активно использовался 

в ходе работы над проектом по исследованию 
комбинаторики двумерных и трехмерных диа-
грамм Юнга с помощью компьютерного модели-
рования, что способствовало постоянному уве-
личению его функциональности. В настоящее 
время пакет включает в себя реализацию не-
скольких сотен методов, содержит более 20 ты-
сяч строк кода. Ниже приведено краткое описа-
ние самых основных классов.

Diagram — двумерная диаграмма Юнга.
Основные функции: добавление/удаление 

клеток, вычисление планшерелевских вероят-
ностей, вычисление точных и нормализован-
ных размерностей, сравнение размерностей 
диаграмм, вычисление расстояния от кривой 
Вершика — Керова, визуализация диаграмм 
и др.

StrictDiagram — двумерная строгая диа-
грамма Юнга.
Функционал, близкий к классу Diagram, но 

адаптированный для строгих диаграмм Юнга, 
т. е. диаграмм, все столбцы которых имеют раз-
ную высоту.

Diagram3D — трехмерная диаграмма Юнга.
Основные функции: добавление/удаление 

клеток, вычисление псевдопланшерелевских 
вероятностей, перебор всех трехмерных таблиц 
Юнга заданной формы (вычисление размерно-
сти), вычисление расстояния между трехмер-
ными диаграммами, вычисление расстояния до 
усредненной формы псевдопланшерелевского 
процесса, функции для визуализации диаграмм 
и др.

Process — марковский процесс.
Реализованы марковские процессы случайно-

го блуждания на графе Юнга, графе Шура и на 
трехмерном графе Юнга: процесс Ричардсона, 
процесс Планшереля, псевдопланшерелев-
ский процесс, семейство обобщенных процессов 
Ричардсона. Также реализованы версии этих 
процессов с фиксированной целевой формой 
диаграммы Юнга. Реализовано лексикографи-
ческое заполнение формы диаграммы.

RSK — алгоритм Робинсона — Шенстеда — 
Кнута.
Представлены три варианта реализации ал-

горитма RSK с различными методами поиска 
мест вставляемых и выталкиваемых элементов 
(линейный, бинарный и поиск с удвоением), об-
ратный RSK, вычисление предельных путей вы-
талкиваний, вычисление различных статистик 

для путей выталкиваний, быстрая генерация 
случайных планшерелевских таблиц Юнга за-
данной формы и др.

Schutzenberger — алгоритм Шютценберже.
Реализованы классический алгоритм 

Шютценберже, алгоритм с сохранением формы 
и рандомизированный алгоритм, функции по-
иска длин циклов Шютценберже, а также функ-
ции вычисления копереходных вероятностей на 
трехмерном графе Юнга.
Также реализован ряд отдельно компилируе-

мых консольных утилит, использующих методы 
вышеперечисленных классов. Среди разрабо-
танных утилит можно выделить в том числе сле-
дующие.

exhaustive — переборные алгоритмы на дву-
мерном графе Юнга.
Перебор всех двумерных диаграмм на первых 

n этажах графа Юнга, поиск среди них диаграмм 
с максимальной размерностью, вычисление ко-
личества таблиц Юнга размера n.

merging — утилита для проверки гипотезы о 
слиянии жадных планшерелевских последова-
тельностей.
От пары двумерных (трехмерных) диа-

грамм Юнга строятся жадные планшерелевские 
(псевдопланшерелевские) последовательности. 
Программа завершает работу при слиянии по-
следовательностей. Есть возможность выбрать 
различные начальные формы диаграмм.

tab_generator — генератор случайных та-
блиц Юнга с помощью марковских процессов.
Параметры: тип диаграмм (двумерные или 

трехмерные), тип марковского процесса (процесс 
Планшереля: случайная или жадная последо-
вательности, процесс Ричардсона, обобщенный 
процесс Ричардсона), целевой размер таблиц, 
количество таблиц. Таблицы генерируются без 
ограничения на форму, с произвольной одинако-
вой формой или с заданной пользователем фор-
мой. Для ускорения процесса генерации таблиц 
применяются параллельные вычисления.

RSKgen — алгоритм RSK (линейный поиск).
Генерация случайной равномерно распре-

деленной последовательности чисел заданной 
длины, обработка ее с помощью алгоритма RSK. 
Записывающая и нумерующая таблицы сохра-
няются в файлы. Реализована возможность ге-
нерации таблиц Юнга заданной формы.

RSKForest — алгоритм RSK (основан на лесе 
выталкиваний).
Интерфейс аналогичен RSKgen, но алгоритм 

основан на использовании леса выталкиваний, 
корректная структура которого поддерживается 
во время итераций алгоритма.

invRSK — обратный алгоритм RSK.
На вход подаются два файла (с записыва-

ющей и нумерующей таблицами Юнга). В вы-
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ходной файл записывается соответствующая 
им числовая последовательность. Опционально 
можно выводить только первые k элементов по-
следовательности.

antichains — построение антицепей для за-
данной перестановки.
На вход подается файл с целочисленной пере-

становкой. Вычисляется структура антицепей, 
выводится в текстовом формате, а также в виде 
изображения (файл в формате PNG).

schutzenberger — преобразование Шютцен-
берже.
Заданная пользователем таблица преобразу-

ется в другую таблицу с помощью преобразова-
ния Шютценберже и записывается в файл. Есть 
возможность выбора типа преобразования (клас-
сическое или с сохранением формы), вывода про-
межуточных таблиц, получаемых в течение од-
ной итерации, а также вывода координат концов 
путей Шютценберже.

sch_invol — утилита, поддерживающая раз-
нообразные компьютерные эксперименты для 
исследования инволюции Шютценберже.
Итеративно генерируются пары случайных 

таблиц (двумерных или трехмерных), у кото-
рых совпадают k последних элементов. К табли-
цам применяется инволюция Шютценберже. 
Полученные таблицы сохраняются в файл.

diag2img — визуализатор двумерных диа-
грамм Юнга.
Заданное пользователем в виде текстового 

файла целочисленное разбиение сохраняется 
в виде файла изображения (в формате PNG или 
EPS) двумерной диаграммы Юнга. Возможна 
также визуализация кривой Вершика — Керова, 
выбор цвета фона, толщины линий и т. д.

3Ddiag2img — визуализатор трехмерных ди-
аграмм Юнга.
По заданному текстовому файлу с плоским 

разбиением генерируется изображение трехмер-
ной диаграммы Юнга. Есть возможность вывода 
угловых клеток диаграммы, псевдопланшере-
левской формы и др.

tab2img — визуализатор двумерных таблиц 
Юнга.
На вход подается таблица Юнга в текстовом 

виде. Генерируется файл изображения таблицы 
(в формате PNG или EPS). Возможна визуализа-
ция как стандартных, так и полустандартных 
таблиц. Реализован вывод пути Шютценберже, 
пути выталкиваний RSK, леса выталкиваний, 
длин крюков клеток, планшерелевских вероят-
ностей, нормированной предельной формы про-
цесса Планшереля. Можно выбирать размер 
шрифта, толщину линий, цвета различных эле-
ментов таблицы и др.

3Dtab2img — визуализатор трехмерных 
таблиц Юнга.

На вход подается трехмерная таблица Юнга 
в текстовом виде. Генерируется файл изобра-
жения таблицы (в формате PNG или EPS). 
Трехмерную таблицу можно выводить в том чис-
ле в виде последовательности изображений дву-
мерных таблиц (для каждого значения коорди-
наты z). Возможна визуализация внешних и вну-
тренних угловых клеток, путей Шютценберже, 
псевдопланшерелевских вероятностей и др.

2Dgraph2img — визуализатор начала дву-
мерного графа Юнга. 
Изображение первых k уровней графа сохра-

няется в виде векторного изображения (в форма-
те PDF). Реализовано выделение различными 
цветами размерностей диаграмм (в рамках одно-
го уровня графа). Можно задавать толщину ли-
ний, ребер, выбирать различные цвета. 

Применение программного 
инструментария для компьютерного 
исследования динамики объектов 
асимптотической комбинаторики 

С помощью разработанного программного па-
кета проведены многочисленные компьютерные 
эксперименты, в которых были задействованы 
диаграммы и таблицы Юнга, состоящие из мил-
лионов клеток. Результаты экспериментов легли 
в основу ряда публикаций.
Исследовалась задача поиска диаграмм Юнга 

с максимальными размерностями, т. е. диаграмм, 
содержащих наибольшее количество таблиц 
Юнга (при фиксированном количестве клеток). 
С помощью переборных алгоритмов были полу-
чены первые 170 диаграмм с максимальными 
размерностями на графе Юнга и первые 250 на 
графе Шура. Перебор диаграмм Юнга боáльших 
размеров осложнен из-за экспоненциального ро-
ста их количества. Благодаря стратегиям поиска, 
реализованным в настоящем программном па-
кете, построены последовательности двумерных 
диаграмм Юнга с большими и максимальными 
размерностями на графах Юнга [19] и Шура [20]. 
Анализ полученных данных позволил выска-
зать предположения о геометрических свойствах 
стандартных [21] и строгих [20] диаграмм Юнга 
с максимальными размерностями. Переборным 
алгоритмом получены трехмерные диаграммы 
Юнга с максимальными размерностями с разме-
рами до 25 клеток включительно [22].
Отдельно исследовались свойства жадных 

планшерелевских последовательностей диа-
грамм Юнга [20]. На основе проведенных чис-
ленных экспериментов сформулирована гипо-
теза о слиянии жадных последовательностей, 
построенных от произвольной пары диаграмм 
Юнга. Также были обнаружены любопытные 
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свойства первого ряда разностей нормализован-
ных размерностей диаграмм Юнга в жадных по-
следовательностях.
Проведена серия компьютерных экспери-

ментов на трехмерном обобщении графа Юнга 
[23]. Предложена формула для нормализован-
ной размерности трехмерных диаграмм Юнга. 
Исследовались асимптотические свойства диа-
грамм из случайной и жадной псевдопланшере-
левских последовательностей. Изучалось асим-
птотическое поведение их нормализованных 
размерностей, количества угловых клеток, длин 
поперечников и пр. Аналогично двумерному слу-
чаю, обнаружены интересные закономерности 
в первом ряде разностей нормализованных раз-
мерностей. Экспериментально получены оценки 
предельных распределений планшерелевских и 
псевдопланшерелевских вероятностей на фрон-
те двумерной и трехмерной диаграмм Юнга соот-
ветственно. В результате проведенной компью-
терной симуляции было обнаружено, что формы 
трехмерных диаграмм в жадных и случайных 
псевдопланшерелевских последовательностях 
сходятся с ростом размера диаграмм.
В работе [22] приведены результаты моде-

лирования рандомизированной версии преоб-
разования Шютценберже над трехмерными та-
блицами Юнга. Экспериментально установлено, 
что такой алгоритм позволяет получать близкое 
к равномерному случайное распределение трех-
мерных таблиц заданной формы. С помощью 
этого генератора были получены оценки для 
копереходных вероятностей неизвестного цен-
трального процесса на трехмерном графе Юнга.
В работе [24] доказано, что при стремлении 

размера нумерующей таблицы Юнга, распреде-
ленной по мере Планшереля, к бесконечности, 
угол  наклона ее пути Шютценберже стремится 
к некоторому пределу. Другим результатом ста-
тьи является то, что по значению  однозначно 
восстанавливается первый элемент последова-
тельности случайных равномерно распределен-
ных чисел. С использованием представленного 
в настоящей статье программного инструмента-
рия изучался характер зависимости между коор-
динатами концов путей выталкиваний нумеру-
ющих таблиц, состоящих из миллионов клеток, и 
соответствующих им первых значений числовых 
последовательностей. Обнаружено [25], что «при 
фиксированной записывающей таблице зна-
чение первого элемента перестановки зависит 
только от координат конца нерва нумерующей 
таблицы».
Характер сходимости путей выталкиваний 

алгоритма RSK к их предельным формам иссле-

довался с помощью компьютерной симуляции 
в работах [26, 27]. Было получено близкое соот-
ветствие теоретическому результату из статьи 
[14]. Получена оценка для скорости сходимости, 
которая оказалась достаточно медленной, с глав-
ным членом, пропорциональным n–1/4. Также 
в [27] подробно изучалось распределение коорди-
нат концов путей выталкиваний: было установ-
лено, что оно хорошо согласуется с нормальным 
распределением. Заметим, что при проведении 
вычислительных экспериментов выяснилось, 
что наибольшую скорость при работе с планше-
релевскими таблицами Юнга показала реализа-
ция алгоритма RSK с линейным поиском, что, 
однако, не исключает применимость других раз-
работанных в данном пакете подходов при ис-
следовании таблиц Юнга, типичных для других 
случайных распределений.

Заключение

Приведено краткое описание разработанного 
программного пакета для работы с диаграмма-
ми и таблицами Юнга. Востребованность данно-
го пакета продиктована спецификой задач асим-
птотической комбинаторики, многие из которых 
могут быть решены лишь с помощью компьютер-
ной симуляции. Пакет состоит из нескольких со-
тен методов, включает в себя более 20 тысяч строк 
исходного кода. Реализованы многие функции 
для работы с диаграммами и таблицами Юнга 
(добавление/удаление клеток, сравнение размер-
ностей, вычисление нормализованных размер-
ностей и пр.), марковские процессы на градуи-
рованных графах (процесс Планшереля, про-
цесс Ричардсона и др.), операции над таблицами 
Юнга (преобразование RSK, преобразование 
Шютценберже и т. д.), инструменты для визуали-
зации различных комбинаторных объектов и пр. 
В статье для примера приведено лишь краткое 
описание нескольких реализованных функций.
С помощью разработанного программного ин-

струментария проведены многочисленные ком-
пьютерные эксперименты, в результате которых 
получены новые научные результаты [19–23, 
25–27], что подтверждает эффективность данно-
го инструментария.
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