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Введение: целочисленная постановка задачи поиска экстремальных по детерминанту матриц Адамара оставляет в не-
определенности вопрос о том, завершаются ли итерации, которыми обычно ищется экстремум, целочисленными матрицами. 
Успешность разрешимости гипотезы Адамара о существовании всех таких матриц переборными методами малоэффективна  
в сравнении с методами некомбинаторной математики. Цель: показать разрешимость задачи поиска матриц семейства Ада-
мара через срезы ортогонального гиперобъекта на смежных порядках, отвечающих последовательности натуральных чисел t.  
Результаты: выявлено, что, поскольку матрицы семейства Адамара определены инвариантами вложенных в их структуру ма-
триц меньшего порядка, гиперобъект является универсальной основой для их совместного нахождения. Открытие феномена 
ортогонального гиперобъекта позволило уменьшить размер шага по порядкам порождаемых на его основе ортогональных ма-
триц с 4t (для матриц Адамара) до t. Практическая значимость: ортогональные матрицы как результаты срезов ортогонального 
гиперобъекта существенно расширяют семейство матриц Адамара, имеющих большое практическое значение для задач орто-
гональных преобразований информации.
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Введение

Теория ортогональных матриц Адамара как 
математических объектов принесла ощутимые 
практические результаты после успешных мис
сий нескольких космических автоматических 
станций к Марсу и к пределам Cолнечной систе
мы при кодировании передаваемых на Землю 
изображений [1, 2]. Ввиду помех в космическом 
канале связи именно использование ортогональ
ных матриц Адамара Hn [1, 2] порядка n с двумя 
значениями элементов 1 и –1, для которых вы
полняется Hn

THn = nIn, где In — единичная ма
трица, позволило получить первые изображения 
из далекого космоса. 

Для совершенствования методов преобразо
вания информации, помехоустойчивого кодиро
вания данных, защищенной передачи визуаль
ных и аудиоданных по беспроводным каналам 
связи и др. [3–7] сегодня требуется широкое 
предложение ортогональных (квазиортогональ
ных) матриц различных порядков и структур.

Развитие теории ортогональных матриц и 
совершенствование ее в части установления 

фундаментальных связей порядков матриц и их 
структур можно рассматривать в связи с ортого
нальным гиперобъектом [8]. Причины, по кото
рым гиперобъект становится основой для про
ведения научных и практических исследований, 
состоят в следующем: открытие феномена орто
гонального гиперобъекта позволяет уменьшить 
размер шага по порядкам порождаемых на его 
основе ортогональных матриц с ограниченным 
количеством значений элементов с 4t (для ма
триц Адамара) до t, обеспечив связь их порядков 
со всеми числами t натурального ряда.

В работе [8] показано, что целочисленные ма
трицы Адамара являются всего лишь срезом бо
лее крупного математического объекта, который 
проявляет себя как иррациональная матрица. 
Можно отследить блочную структуру, симме
трии, узоры из знаков элементов на портретах 
порождаемых матриц по мере формирования ее 
слоев по возрастанию порядков. 

Отметим, что матрицы Адамара в классиче
ском изложении никогда не увязывались ранее 
с такой широкой их трактовкой, как частный 
срез ортогонального гиперобъекта. 
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Цель настоящей статьи — показать, что про
екциями гиперобъекта являются квазиортого
нальные матрицы с ограниченным числом значе
ний элементов, обобщающие матрицы Адамара 
и существующие на смежных порядках.

Перспективы изучения ортогонального 
гиперобъекта

Для поиска ортогональных иррациональных 
матриц применимы не переборные, а совершен
но иные методы исследования [9], включая ал
горитмы поиска условных экстремумов и точек 
типа «седло», теоремы о неподвижной точке ото
бражения и др. Они же позволяют находить и 
сложные матрицы Адамара, какими являются 
матрицы Адамара типа Буша [10, 11] — сложней
ший тестовый объект, исследуемый основателем 
теории спорадических групп З. Янко [12]. 

Например, комбинаторный алгоритм (пере
борного) поиска матрицы Адамара типа Буша 
порядка 100 [13] сопровождается примером с до
садной опечаткой в кодовой последовательности 
1 и –1, вследствие чего матрица теряет ортого
нальность. Найти, где именно допущена опе
чатка, означает программирование алгоритма 
вновь по поверхностному его описанию, причем 
переборные процедуры на таких порядках тре
буют недель, а то и месяцев работы высокопро
изводительного компьютера. 

Использованная оптимизационная процеду
ра [9, 14] на основе алгоритма Прокруста [8], уве
личивая детерминант этой дефектной матрицы, 
исправила ее до верного решения (рис. 1). Здесь 

единичные элементы представлены белым цве
том, элементы со значениями –1 — красным. 
Такая возможность, вытекающая из экстремаль
ных свойств матриц Адамара, принципиально 
нова и позволяет избежать длительных и мало
успешных переборов. 

Это относится как к матрицам Адамара поряд
ков 4t, так и к матрицам их семейства на четных 
4t – 2 и нечетных 4t – 1 и 4t + 1 порядках. Таким 
способом они и были обнаружены, позволив сфор
мулировать их общность идеей параллельных 
срезов одного единого ортогонального гиперобъ
екта. Более того, благодаря особенностям выяв
ленного гиперобъекта появилась возможность не 
только исправлять дефектные матрицы Адамара, 
столь популярные в научных и прикладных ис
следованиях, но и получать новые ортогональные 
матрицы промежуточных порядков [8]. 

Понятно, что ранее не известный феномен 
требует тщательного исследования, обещающе
го, в частности, строгое научное доказательство 
гипотезы Адамара о существовании матриц на 
порядках 4t. 

В самом деле, целочисленная математика 
в этом случае, как и теория решений целочислен
ных уравнений Диофанта, упирается в неогра
ниченную сложность узоров на портретах матриц 
Адамара. Подобная проблема стояла перед мате
матикой при невозможности описать диагональ 
равнобедренного прямоугольного треугольника 
отношением двух целых величин. Потребовалась 
итерация Герона, и именно ее использует алго
ритм Прокруста, которым осуществляется поиск 
иррациональных матриц как срезов гиперобъекта. 

Цель и задачи исследования 
ортогонального гиперобъекта

Основная цель развития и совершенствова
ния теории ортогональных и экстремальных 
матриц сегодня состоит в установлении фунда
ментальных связей их существования, порядков 
и структурных инвариантов с помощью ортого
нального гиперобъекта. Это открывает возмож
ность формирования библиотеки уникальных 
ортогональных и экстремальных матриц для 
совершенствования существующих [4, 5] и раз
работки новых методов преобразования цифро
вой информации с использованием новых ориги
нальных матриц, сходных с адамаровыми [15].

Содержание научных и научнотехнических 
задач, подлежащих решению при изучении ги
перобъекта, следует формировать как изучение 
его проекций на соответствующие базисы. 

Вопервых, стоит задача исследования приме
нения ортогонального гиперобъекта как основы 
поиска очень разных групп ортогональных ма

 � Рис. 1. Портрет исправленной матрицы Адамара 
типа Буша

 � Fig. 1. Portrait of a corrected Hadamard matrix of the 
Bush type
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триц и последовательностей порядков, на кото
рых они существуют. 

Вовторых, стоит задача изучения тактики ис
пользования гиперобъекта и другой абстрактной 
математики для поиска ортогональных матриц 
с симметриями, а также выхода за пределы их 
применимости — на составные порядки матриц и 
длины порождающих их последовательностей [16]. 

Единство дискретной и континуальной мате
матики как нельзя лучше демонстрируют крит
ские матрицы, в частности, иррациональные 
матрицы Мерсенна Mn такие, что Мn

TMn = ω(n)In, 
где ω(n) — функция, определяющая эти матрицы 
с вещественными элементами 1 и –b в них или 
образующих их блоках. В современной литерату
ре принято называть эти и подобные им матри
цы критскими (горными), подчеркивая нецело
численность значений их элементов [3].

В отличие от матриц Адамара они заданы ус
ловием локального оптимума детерминанта на 
множестве матриц порядка n = 4t – 1 с элемен
тами, не превышающими по модулю единицу. 
Локальный максимум означает, что при малой 
вариации элементов матрицы Mn детерминант 
будет только уменьшаться. На третьем порядке 
экстремум к тому же глобален, но уже на порядке 7  
есть решения лучшие по детерминанту (абсо
лютные экстремумы), но они стоят особняком. 
От прочих таких оптимумов матрицы Мерсенна 
отличает функция значения их элементов  
b = t/(t + sqrt(t)), входящая в их определение: ес
ли значение иное, то это не матрица Мерсенна. 
Относительно слабый оптимум гарантирует 
этим ортогональным матрицам существование 
на всех порядках n = 4t – 1. 

Гиперобъект в виде бициклической матрицы 
Эйлера порядка 14 E14, матриц М15 и Н16 показан 
последовательными срезами порядков n = 4t – 2, 
n = 4t – 1, n = 4t на рис. 2 для t = 4.

Бициклические матрицы Эйлера на поряд
ках n = 4t – 2 отличает функция значения эле
ментов b = t/(t + sqrt(2t)) двух циклических бло

ков. Удвоив, например, матрицу М3 по формуле 
Сильвестра без изменения значения b, получим 
матрицу Эйлера четного порядка E6, а добавив 
бинарную кайму, как на рис. 2 из элементов 1  
и –b, вновь получим матрицу Мерсенна следую
щего порядка M7. Еще одна кайма из 1 для –M7 
порождает матрицу Адамара с элементами 1 и –1. 

Этот алгоритм можно продолжить, получив, 
например, стартовую матрицу Е14 и далее М15 и 
Н16, представленные на рис. 2. 

Обратим внимание, что появился выбор ис
пользовать срез гиперобъекта как:

– бициклическую матрицу, получая малый 
уровень дублирования блоков;

– матрицу, сформированную из матрицы 
Мерсенна М3. 

Различие узоров матриц можно использовать 
при обмене кодированной (маскированной) ин
формацией с ключом, соответствующим уровню 
вложенности структуры матрицы. 

Можно ли матрицу Н16 нарастить каймой до 
порядка 17? 

Можно, и это будет еще одним срезом гипер
объекта, но порядком выше. Особенность среза выше 
состоит в том, что он реализуем только для регуляр
ных матриц Адамара с равными суммами элементов 
строк и столбцов — родственников магических ква
дратов. Главная последовательность порядков при 
этом равна числам Ферма 3, 5, 17, …. Такие матрицы 
получили название матриц Ферма [8]. 

Указанные срезы можно использовать и для 
матриц Белевича четных порядков 2t. Таким об
разом, порядки совокупности ортогональных ир
рациональных матриц покрывают натуральные 
числа. Причем структура этих матриц отвечает ха
рактеру и особенностям чисел. Так, существует ма
трица золотого сечения [13] со значением элемента 
b = 0,618…, и это единственная матрица поряд 
ка 10, не входящего в числовые последовательно
сти, как у матриц Адамара, Мерсенна или Ферма. 

Исследование гиперобъекта показывает, что 
последовательности натуральных чисел отве

 � Рис. 2. Портреты срезов гиперобъекта порядков 14, 15 и 16 
 � Fig. 2. Portraits of slices of orders 14, 15 and 16 of the hyperobject
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чает строение ортогональных базисов соответ
ствующих порядков. Простым числам отвечают 
простые ортогональные матрицы с признака
ми явной симметрии, а составным — матрицы 
сложных структур [16]. Есть и особые матрицы 
на порядках, равных знаменитым в истории ма
тематики числам. Например, открытый Гауссом 
правильный семнадцатиугольник — это не 
единственный объект, сопровождающий число 
Ферма 17. Найдена взаимно однозначно отве
чающая ему ортогональная матрица Ферма — 
объект совершенно иной природы, не геометри
ческий, а малоизвестный в научной литературе 
матричный объект [8]. 

Свойства гиперобъекта

Поскольку гиперобъект представлен не од
ним, а серией порядков, среди которых выделя
ется нечетный между парой четных порядков, то 
очевидно, что его свойства отражают то, к каким 
множествам чисел относится этот нечетный по
рядок n = 4t – 1.

Так, например, кососимметрическая с точ
ностью до диагонали циклическая матрица 
Мерсенна порядка 7 (рис. 3) отражает струк
туры всех таких матриц простого порядка, не
зависимо от величины числа. Обнаружение  
М. Холлом [3] циклической матрицы Мерсенна по
рядка 15 (см. рис. 3), казалось бы, нарушает стро
гость следования числовой системе. На самом деле, 
вторая матрица и все такие матрицы, порядок кото
рых равен произведению двух соседних нечетных 
значений n = 3 × 5, серьезно отличается от матриц 
первого типа тем, что они не кососимметричны. 

Таким образом, случайностей в типах симме
трии срезов гиперобъекта нет. Матрица не может 

приобрести или потерять без причины опреде
ленный тип симметрии. Речь не идет об эквива
лентных структурах, получаемых перестановка
ми строк и столбцов или инверсией знаков строк 
и столбцов. На этом может быть построен путь 
для следующего доказательства существования 
всех симметричных матриц Адамара.

Дело в том, что числовая система, которой сле
дуют свойства срезов гиперобъекта, относитель
но бедна в главном своем качестве. Все числа де
лятся на простые и составные. Какоголибо тре
тьего вида чисел, отличающегося от этих двух, 
не существует. Этим можно воспользоваться. 

Так, например, еще до того, как началась исто
рия исследования матриц Адамара, их основные 
типы симметрии не были известны. Специалист 
по теории чисел У. Скарпи еще в конце XIX сто
летия опубликовал статью, в которой показал, 
что, помимо матриц Адамара порядков n = q + 1, 
где q — простое число, всегда может быть постро
ена матрица порядка q(q + 1) [1]. 

Поскольку Адамар сумел найти всего две но
вые матрицы порядков 12 и 20, отличающихся от 
последовательности Сильвестра, Скарпи нашел 
новую ортогональную матрицу заметно больше
го порядка 56 (7 × 8). Кроме того, его метод по
зволяет находить бесконечное число таких ма
триц, образующих отличное отдельными своими 
представителями семейство. Позднее Пэли [1, 
3, 4] расширил область существования матриц 
порядков q(q + 1) на случаи, когда q — степень 
простого числа. Расширенный алгоритм Скарпи, 
впрочем, настолько мало известен, что его пере
открывают заново в настоящее время.

Таким образом, складывается впечатление, 
что порядки q(q + 1) однозначно связаны с систе
мой простых чисел. Причем это убеждение, пом
ноженное на авторитет алгебраистов, занимав
шихся данной проблемой, распространено на
столько широко, что попало в справочники [3, 4]. 
Это впечатление ошибочно, оно легко разруша
ется контрпримерами блочных матриц порядка 
q(q + 1), для которых простота числа q не играет 
той роли, которую придавали ей основоположни
ки теории блочных матриц Скарпи и Пэли.

Оказывается, и в этом состоит смысл наше
го нового предложения, секрет более быстрого 
и более универсального алгоритма заключается 
в перестановке сомножителей с модификацией 
не каймы (как у Скарпи [1]), а диагонали:

12 1

21 2

1 2
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... ... ...
...

n

n

n n

h h
h h

h h

 
 
 × =  
  
 

J M M
M J M
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M M J


где J — матрица из единиц (рис. 4).

 � Рис. 3. Портреты срезов порядков 7 и 15 в сопостав
лении

 � Fig. 3. Portraits of slices of orders 7 and 15 in compar
ison
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Заметим, что основа (core) матрицы Адамара 
порядка 8 совпадает, с точностью до знака, с ко
сосимметричной матрицей Мерсенна, приведен
ной на рис. 3. Этот алгоритм фундаментально 
отличен от предлагаемого Скарпи тем, что в нем 
нет циклических сдвигов вставляемых блоков, 
есть только следование знакам. 

Кососимметричность матриц Адамара 

В числовой системе, как мы ранее отмечали, 
ничего случайного не бывает, поэтому все ма
трицы Адамара порядков q(q + 1) разлагаются 
на кососимметричные (с точностью до диагона
ли) сомножители простых или составных поряд 
ков q. Множество порядков q накрывает все ма
трицы Мерсенна n = 4t – 1, и, следовательно, то 
же самое относится и к матрицам Адамара по
рядков n = 4t. 

Приведенный контрпример не единствен
ный, однако даже его достаточно для разруше
ния тезиса о необходимости простоты значе  
ния q. Кососимметричный сомножитель состав
ного порядка q = 3 × 13 = 39 не только существу
ет, но и несложно найти матрицы двух видов узо
ра на портретах, приведенных на рис. 5, а и б. 

С одной стороны, матрица Мерсенна M39 со
стоит из матрицы Эйлера E38 с каймой. Плечами 
E38 является кососимметричная матрица М19, а 
19 — простое число. С другой стороны, можно 
опираться на кососимметричную матрицу Н20 из 
блоков A, B, C и D конструкции Себерри [3], уд
воить ее алгоритмом Сильвестра [1, 3] до поряд 
ка 40 и выделить из нее отсечением каймы необ
ходимую для построения матрицу M39. 

Последний путь не нуждается в предполо
жениях о простоте блоков, что усложняет вид 
портрета матрицы Мерсенна, но не отменяет 
факта ее существования. Такие кососимме
тричные сомножители позволяют в рамках на

шего контрпримера построить не одну, а две 
матрицы Адамара отмеченной конструкции, 
не разрешимой методом Скарпи для порядка 
q(q + 1) = 39 × 40 = 1560.

Таким образом, наше доказательство дополни
тельно к доказательству, приведенному в работе 
[6], опирается на фундаментальный факт: виды 
портретов ортогональных матриц Адамара жест
ко связаны с числовой системой. Кососимметрия 
множителей q(q + 1), как видно, не зависит от то
го, простое число q или составное. Таким образом, 
кососимметричные матрицы Адамара определен
но существуют как члены таких разложений. 

Нет оснований полагать, что деление на сим
метричные и кососимметричные конструкции 
матриц выделяет второй вид какимлибо особым 
фактом ее существования. Разумеется, суще
ствуют симметричные матрицы Адамара всех 
выделенных Адамаром порядков 4t, в частно
сти, блочной конструкции Пропус [3, 6]. Это кон
струкция из блоков A, B = C и D, альтернатив
ная кососимметричной. Равенство двух блоков 
В и С позволяет построить симметричные матри
цы, получившие в научной литературе название 
матриц Балонина — Себерри. 

Существование обоих видов блочных матриц 
тесно связано с фундаментальной теоремой 
Гаусса о разложимости любого целого числа на 
сумму не более трех треугольных чисел. Эти три 
числа косвенно определяют количество элемен
тов со значением –1 в строках трех циклических 
блоков A, B (C), D [3, 6]. У кососимметричных 
конструкций начальный блок, в силу кососимме
трии, состоит из равного количества элементов 
со значениями 1 и –1, за исключением диагональ
ного элемента. То есть блоков, инварианты кото
рых определяет теорема Гаусса, тоже три: B, C и 
D. 

В конечном итоге задача о нахождении тре
угольных чисел (а значит, и матриц Адамара) сво
дится к классической задаче об определении числа 
точек Гаусса на поверхности сферы или сфероида 

 � Рис. 4. Портреты матриц Адамара порядков 8 и 56
 � Fig. 4. Portraits of Hadamard matrices of orders 8 

and 56

 � Рис. 5. Портреты матриц Мерсенна порядка 39 (а) и 
Адамара порядка 40 (б)

 � Fig. 5. Portraits of the Mersenne matrix of order  
39 (а) and Hadamard matrix of order 40 (б)

а) б)
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для конструкции Пропус [6]. Основной результат 
Гаусса состоит в том, что все интересные для на
шей задачи порядки разрешимы. Именно эта те
орема совместно с массивами составляет (помимо 
факта их существования) основу симметричных 
или кососимметричных матриц Адамара, присо
единяя к ним прочие срезы гиперобъекта. 

Все это в совокупности отвечает положитель
но на центральный для теории ортогональных 
матриц с малым числом элементов вопрос о раз
решимости опорных порядков, кратных четырем. 
Отрицать этот факт — значит идти вразрез с ут
верждениями о строении числовой системы и со
держании теоремы Гаусса, поскольку матрицы для 
нее — не более чем иллюстративный материал.

Заключение

Феномен ортогонального гиперобъекта был 
обнаружен в 2022 г. Это достаточно поздно, если 
считать, что поиск матриц Адамара — классиче
ская область приложения методов комбинатори
ки, где отсутствует понятие экстремума. 

Исследование ортогонального гиперобъекта 
как иррациональной матрицы направлено на 
поиск путей получения через его проекции экс
тремальных и ортогональных матриц семей
ства Адамара. Результаты исследования заклю
чаются в ответах на вопросы об особенностях 

взаимосвязи через гиперобъект разных групп 
матриц: целочисленных, рациональных и ирра
циональных, обладающих ортогональностью и 
(или) различными экстремальными свойствами. 

Идея срезов гиперобъекта сильна тем, что за
трагивает основы континуальной и дискретной 
математик. Целочисленные матрицы с их спе
цифичным поиском комбинаторными алгорит
мами поставлены во взаимно однозначное соот
ветствие иррациональным матрицам, для поис
ка которых есть оптимизационные методы. Если 
иррациональная матрица может быть найдена, 
то найдется и целочисленная. 

Формирование разнообразия экстремальных 
и ортогональных матриц семейства Адамара по 
порядкам и структурам является стимулом для 
пересмотра существующих и разработки новых 
методов ортогональных преобразований.
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Introduction: The integer formulation of the problem of finding Hadamard matrices that are extreme in terms of the determinant 
leaves in uncertainty the question of whether the iterations that usually search for the extremum end with integer matrices. From the 
point of view of the success the solvability of Hadamard’s hypothesis about the existence of all such matrices, enumeration methods for 
finding them are not very effective in comparison with the methods of noncombinatorial mathematics. Purpose: To show the solvability 
of the problem of searching for the matrices of the Hadamard family through the slices of an orthogonal hyperobject on adjacent orders 
corresponding to a sequence of natural numbers t. Results: We have ascertained that since the matrices of the Hadamard family are 
defined by the invariants of lowerorder matrices embedded in their structure, the hyperobject turns out to be a universal basis for their 
joint location. The discovery of the phenomenon of an orthogonal hyperobject has made it possible to reduce the step size in the orders of 
orthogonal matrices generated on its basis from 4t (for Hadamard matrices) to t. Practical relevance: Orthogonal matrices as the results 
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