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Введение: актуальной задачей для реплицируемых систем хранения данных на основе ведущих и ведомых узлов является 
обеспечение баланса согласованности и доступности. Общепринятого количественного показателя, характеризующего такой 
баланс, не существует, однако при достижении баланса обеспечивается актуальность данных, которую количественно можно 
оценить сǡпомощью среднего возраста информации. Цель: разработать модель, которая будет отражать основные особенности 
реплицируемых систем хранения данных и позволит сформулировать и решить задачу минимизации возраста информации за 
счет распределения узлов системы на ведущие и ведомые. Результаты: предложена модель реплицируемой системы хранения 
данных на основе ведущих и ведомых узлов сǡиспользованием среднего возраста информации вǡкачестве показателя актуаль-
ности данных. Вǡрамках модели сформулирована оптимизационная задача по распределению узлов на ведомые и ведущие, при 
котором минимизируется средний возраст информации сǡучетом показателей надежности доставки данных при перезаписи 
уже имеющегося фрагмента данных вǡхранилище и получено ее приближенное решение. Практическая значимость: представ-
ленная модель отражает общие особенности реплицируемых систем хранения данных и может быть использована вǡреальных 
системах при решении задачи соблюдения баланса согласованности и доступности. Обсуждение: ключевой особенностью 
предложенной модели является допущение о независимости события успешной доставки обновления данных для разных ведо-
мых узлов. Если эти события будут зависимыми, то можно высказать гипотезу, что решение рассмотренной оптимизационной 
задачи дает не точное значение, а оценку снизу для среднего возраста информации. Подтверждение или опровержение данной 
гипотезы является предметом дальнейших исследований.
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Введение

В современных сервисах широко используют-
ся распределенные системы хранения данных, 
обеспечивающие высокую доступность инфор-
мации, дробя ее на фрагменты (реплики) и со-
храняя их на некотором множестве узлов, кото-
рые могут находиться в разных географических 
точках [1]. Таким образом, даже при выходе из 
строя одного из узлов данные не теряются и си-
стема может поддерживать свою работоспособ-
ность, так как реплика содержится и на других 
узлах [2]. Также в таких системах важна со-
гласованность данных, при которой есть воз-
можность считывать или записывать самую 
последнюю версию данных. Этот принцип по-
зволяет избегать конфликтов при выполнении 
параллельных операций. Согласно теореме CAP 
(Consistency, Availability, Partition — согласован-

ность, доступность, распределенность) [3], в рас-
пределенной системе невозможно одновременно 
достичь полного соблюдения согласованности и 
доступности, так как больший приоритет в поль-
зу одного из принципов будет оказывать влия-
ние на другой. Например, при наличии большо-
го числа реплик, дающих высокую доступность, 
нужно обновлять каждую реплику при каждой 
перезаписи для получения согласованности, что 
по многим причинам в реальных условиях невоз-
можно [4]. Соответственно, в таких системах дол-
жен быть соблюден баланс между доступностью 
и согласованностью.
Как известно, основными операциями, кото-

рые происходят в системах хранения данных со-
временных сервисов, являются запись и чтение 
данных. Однако самая распространенная опе-
рация — это перезапись уже имеющейся инфор-
мации на более новую [5]. С обновлением акту-
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ализируется версия информации и сохраняется 
момент времени, в который произошло данное 
обновление.
Для обеспечения согласованности и под-

держки высокой доступности данных использу-
ются особенности таких реплицируемых систем 
хранения данных, которые в англоязычной 
литературе называются “leader-based systems”, 
узлы в таких системах называются “leaders” и 
“followers”. В отечественной литературе нет со-
ответствующей устоявшейся терминологии, по-
этому в настоящей работе эти системы будем 
называть системами на основе ведущих (leader) 
и ведомых (follower) узлов. Такие системы при-
меняются в современных крупномасштабных 
хранилищах, таких как Google Spanner, Amazon 
DynamoDB, Apple Foundation, где использует-
ся алгоритм Paxos, а его альтернатива Raft — 
в MongoDB и InfluxDB, которые позволяют вы-
бирать из множества узлов некоторое подмно-
жество в качестве ведущих [6–12]. Суть подхода 
заключается в том, чтобы ведущие узлы, вы-
бранные для некоторого определенного фраг-
мента данных, гарантированно получали по-
следнюю версию обновления этого фрагмента, а 
остальные, ведомые узлы, тоже могли получить 
его последнюю версию, но уже без каких-либо 
гарантий. Гарантии стабильной записи на ве-
дущие узлы достигаются последовательной за-
писью, в то время как запись на ведомые узлы 
происходит после ведущих через многоадрес-
ную рассылку. Чтение становится возможным 
только после обновления всех ведущих узлов, 
а доступность достигается наличием их реплик 
[13].
Для отслеживания актуальности данных и 

оценки эффективности работы системы в на-
стоящем исследовании использован такой по-
казатель, как возраст информации (Age of 
Information, AoI) [14–16], широко применяемый 
в работах, связанных с системами массового об-
служивания [17–21]. Использование данной ме-
трики целесообразно при наличии временных 
меток обновлений у данных, относительно ко-
торых можно проследить устаревание информа-
ции с течением времени.
Проводилось мало исследований, связанных 

с системами хранения данных, имеющих веду-
щие и ведомые узлы, с использованием такой 
метрики, как возраст информации, для ана-
лиза эффективности работы подобных систем. 
Например, в работе [22] изучалось влияние ко-
личества ведущих узлов по отношению к ведо-
мым на актуальность информации внутри си-
стемы. В указанной работе также были приведе-
ны результаты, свидетельствующие о наличии 
оптимального состояния системы, при котором 
возраст информации минимизируется. В работе 

[23] продолжены исследования из работы [22] 
в направлении разработки метода с динамиче-
ской периодической синхронизацией, который 
позволяет устанавливать оптимальный период 
синхронизации в соответствии с переменной на-
грузкой.
На данный момент проводятся исследования 

в области влияния ведущих узлов на старение 
информации в системе, а также динамического 
управления возрастом информации в этих систе-
мах [22, 23]. С увеличением числа ведущих узлов 
увеличивается задержка последующих обновле-
ний, в связи с чем информация будет устаревать. 
Однако при низком числе ведущих узлов возраст 
информации также будет увеличиваться, так 
как они гарантированно выдают самую послед-
нюю версию информации. Следовательно, в ра-
боте системы существуют оптимальные наборы 
параметров, при которых будет соблюдаться ба-
ланс между согласованностью и доступностью 
данных.
В работе [22] интервалы между моментами 

обновления на ведомых узлах распределены по 
экспоненциальному закону и отсутствуют обо-
снования связи данного допущения с использо-
ванием многоадресной рассылки. В настоящем 
исследовании удалось приблизиться к принци-
пу работы реальных систем, где в канале пере-
дачи могли бы случиться потери пакетов или их 
повреждения, а также другие непредвиденные 
обстоятельства, из-за чего доставка могла бы 
быть не выполнена. Для учета специфики много-
адресной рассылки предполагается, что одно и 
то же обновление успешно передается всем ве-
домым узлам только с некоторой вероятностью. 
Данная вероятность является параметром моде-
ли. Также из недостатков [22] стоит выделить до-
пущение о зависимости процесса чтения от про-
цесса записи обновления. В нашем исследовании 
момент прибытия запроса на чтение не зависит 
от других процессов, протекающих в системе, 
что в большей мере, по сравнению с работой [22], 
отражает особенности реальных систем.
В настоящей статье исследуется влияние 

количества ведущих узлов на возраст ин-
формации, полученной запросом на чтение. 
Рассматривается два принципа записи на уз-
лы: для ведущих узлов обновление происходит 
гарантированно и последовательно, а новая 
информация становится доступной для чтения 
только после обновления всех ведущих узлов. 
Для ведомых узлов обновление происходит 
с некоторой вероятностью и при успешной за-
писи становится доступно для чтения сразу. 
Полученная с некоторых случайно выбранных 
узлов информация по запросу на чтение дает 
результат, по которому можно судить о среднем 
возрасте информации.
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Описание модели системы

Рассмотрим систему хранения данных на осно-
ве ведущих и ведомых узлов. Всего в системе на-
ходится n узлов, все они содержат один и тот же 
фрагмент данных, который представляет из себя 
реплику. Некоторые из этих узлов объявляются ве-
дущими. Количество ведущих узлов обозначим l. 
Остальные узлы называются ведомыми, их коли-
чество обозначим f. Ключевое отличие ведущего 
узла от ведомого состоит в том, что ведущий га-
рантированно получает самую последнюю версию 
обновления, тем самым обеспечивая согласован-
ные запись и чтение. Такие гарантии достигаются 
за счет последовательной записи обновления для 
ведущих узлов. Для ведомых узлов обновление от-
правляется с помощью многоадресной рассылки 
без гарантии успешной доставки, что обусловлено 
возможными ошибками в канале, потерями паке-
тов данных и другими причинами, следующими 
из реальных условий работы систем [24]. Если узел 
хранит в себе последнюю версию данных, то он на-
зывается согласованным.
Время работы системы делится на кадры, ко-

торые в свою очередь делятся на слоты (рис. 1). 
Слот берется за единицу времени. Каждый кадр 
имеет некоторый номер, который обозначим k. 
Число слотов внутри кадра соответствует числу 
ведущих узлов l.
В начале каждого кадра происходит инициа-

лизация нового обновления, которое поступает 
в систему для дальнейшей записи на узлы. Однако 
чтение данного обновления становится возмож-
ным только после его фиксации в системе. В пер-
вую очередь обновление записывается на ведущие 
узлы, а только потом на ведомые узлы. После за-
писи на ведущие узлы обновление фиксируется и 
становится доступным для чтения. Процесс запи-
си на ведущие и ведомые узлы различается.
Ведущие узлы. Обновление на ведущих узлах 

происходит последовательно, в связи с чем на за-
пись требуется фиксированное количество време-
ни. Будем считать, что на полное обновление одно-

го ведущего узла требуется ровно один слот, а так 
как за кадр все они должны провести операцию 
записи, то в каждом кадре должно быть l слотов. 
Поскольку фиксация произойдет только в начале 
следующего кадра, версия, на которую обновля-
ются ведущие узлы, для чтения не доступна.
Ведомые узлы. После обновления всех веду-

щих узлов в предыдущем кадре и фиксации об-
новления в начале текущего процесс записи на-
чинается на ведомых узлах. Так как процесс за-
писи в данном случае осуществляется с помощью 
многоадресной рассылки, данные отправляются 
одновременно на все ведомые узлы. Запись в та-
ком случае не гарантирована и проходит успеш-
но только с некоторой вероятностью p. События 
успешной доставки обновления данных для раз-
ных ведомых узлов независимы. В каждом слоте 
повторяется попытка записи для каждого ведо-
мого узла. 
Запись каждого нового обновления на веду-

щие и ведомые узлы в системе занимает два кад-
ра (рис. 2). Рассмотрим запись обновления под 
номером m в кадрах k – 1 и k. В кадре k – 1 про-
исходит запись на ведущие узлы. Обновление m 
инициализируется в момент времени (k – 1)l, где 
l — число слотов внутри кадра, и при инициа-
лизации в обновлении указывается временная 
метка. Обновление доставляется на узлы вместе 
с данной временной меткой (k – 1)l и сохраняется 
в узле при успешной записи до следующего об-
новления. Временные метки последнего обновле-
ния у ведущих и ведомых узлов на рис. 2 обозна-
чены как Li и Fj соответственно, где i{1, 2, …, 
l} — номер ведущего узла, а j{1, 2, …, n – l} — 
номер ведомого узла. Так как момент фиксации 
обновления происходит только в следующем 
кадре после инициализации (в данном случае 
фиксация будет в k-м кадре), то пользователь, 
запрашивающий информацию с ведущих узлов, 
может получить только предыдущую версию 
данных с временной меткой (k – 2)l.
С наступлением следующего кадра под номе-

ром k происходит фиксация версии обновления m, 

  Рис. 1. Разделение кадра на слоты
  Fig. 1. Frame segmentation into slots
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что позволяет получать ее запросом на чтение. 
Также стоит отметить, что в этом кадре парал-
лельно происходит инициализация (m + 1)-го 
обновления и запись на ведущие узлы (m + 1)-й 
версии данных. В начале данного кадра на всех 
ведущих узлах уже доступна m-я версия инфор-
мации с ее временной меткой (k – 1)l. Однако 
процесс записи m-й версии на ведомые узлы про-
исходит только в данном кадре, после фиксации. 
Успешная запись обновления (обозначена «» 
на рис. 2) для каждого ведомого узла происхо-
дит c некоторой вероятностью p в каждом слоте. 
В случае неудачного исхода записи (обозначен 
«» на рис. 2) для ведомого узла предпринимает-
ся еще одна попытка записи в следующем слоте. 
Значение вероятности p является показателем 
надежности доставки данных при перезаписи 
уже имеющегося фрагмента данных в хранили-
ще. Максимальное количество попыток обновле-
ния ведомого узла равняется числу слотов l вну-
три кадра. В случае успешного обновления узла 
версия данных на нем актуализируется и сохра-
няется временная метка данного обновления. 
В начале кадра с номером k временная метка на 
ведомых узлах не может быть новее, чем (k – 2)l, 
но может быть старее.
Для получения информации используются 

запросы на чтение, которые отправляются на r 
случайно выбранных узлов системы. Число за-
просов не может превышать общее число узлов 
в системе. Случайный выбор узлов модели отра-
жает такую особенность реальных систем, как 
равномерное распределение нагрузки между уз-

лами. Предполагается, что данные, полученные 
запросом на чтение с разных узлов, могут нести 
разный возраст информации, поэтому в качестве 
ответа система выбирает те данные, которые 
имеют наименьший возраст информации. Если 
среди заданного фиксированного количества r 
узлов в наличии хотя бы один ведущий узел, то 
считывание последней версии информации бу-
дет гарантировано. Чтение информации с узла 
происходит в начале слота.
В настоящей работе изучается средний воз-

раст информации, полученной запросом на чте-
ние. Возраст информации i(t) на i-м узле в мо-
мент времени t представляет из себя разность 
текущего момента времени t и временной метки 
Ni(t) последнего обновления узла под номером i:

 ( ) ( ).i it t N t     (1)

Возраст информации запроса на чтение i(t) 
в момент времени t — это минимальный возраст 
информации среди r узлов, на которые отправ-
лялся запрос:

 1   ( ) min( ( ), ..., ( )).rt t t      (2)

В соответствии с работами [9, 10] средний 
возраст информации    рассчитывается следую-
щим образом:

 
0

d( )
lim .

T

T

t t

T


 


 

 (3)

  Рис. 2. Процесс записи m-го обновления
  Fig. 2. The process of writing the m-th update
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Рассмотренная выше модель реплицируемой 
системы хранения данных на основе ведущих и 
ведомых узлов описывается следующим набором 
параметров: n — количество узлов в системе, l — 
количество ведущих узлов, r — количество узлов 
в запросе на чтение, p — вероятность успешной 
записи на ведомые узлы. 
Для иллюстрации работы модели было вы-

полнено имитационное моделирование со следу-
ющими параметрами: n = 50, l = 5, r = 4, p = 0,1. 
На рис. 3 построен график зависимости возрас-
та информации (t) от номера слота t, в котором 
производится запрос на чтение. По графику вид-
но, что изменение возраста информации по за-
просу на чтение имеет сложный характер, поэто-
му определение среднего возраста информации 
является отдельной задачей.
График зависимости среднего возраста ин-

формации от числа ведущих узлов в системе 
(рис. 4) получен в результате моделирования 
при параметрах n = 50, p = 0,003, r = 4. Для 
возможности сравнения результатов параме-
тры n и r были выбраны в соответствии с рабо-
той [22]. На графике виден минимум среднего 
возраста информации при 19 ведущих узлах. 
При малом числе ведущих узлов в запросе на 
чтение слишком редко попадаются согласован-
ные узлы из-за нерегулярного обновления ве-
домых узлов при их подавляющем количестве. 
В случае, когда ведущих узлов больше 19, сред-
ний возраст информации начинает расти из-за 
увеличения числа слотов в кадрах, что увели-
чивает задержку между инициализациями но-
вых обновлений. 
Далее будет показано, как получить зависи-

мость среднего возраста информации от параме-
тров модели без использования имитационного 
моделирования.

Определение зависимости среднего 
возраста информации от параметров 
модели

Рассмотрим кадр под номером k в системе 
с некоторым числом ведущих узлов l и ведомых 
узлов f. Длительность слота принята за единицу 
времени. В начале кадра k у всех l ведущих уз-
лов временная метка L последнего обновления 
принимает значения (k – 1)l. У f ведомых узлов 
временные метки F могут отличаться и прини-
мать значения из диапазона {(k – 2)l, (k – 3)l, …, 
0}. Таким образом, в начале кадра k временные 
метки принимают следующие значения:

 

1 2 1

2  3   0

( ) ( ) ( )

( )

... ( ) ,

{( ) , ( ) , ..., },

k k k
l

k
j

L L L k l

F k l k l

    

  
 
 (4)

где j{1, 2, …, f}.
Обозначим Xj

(k) возраст информации для j-го 
ведомого узла в кадре с номером k, а Fj

(k) — времен-
ную метку j-го ведомого узла к началу кадра с но-
мером k. Тогда возраст информации в начале кадра 
с номером k рассчитывается следующим образом:

 
1( ) ( ) ,k k

j jX kl F     (5)

где j{1, 2, …, f}.
Далее будем считать, что система работает не-

ограниченно долго, и сформулируем и докажем 
ряд утверждений.
Утверждение 1. Математическое ожидание 

возраста информации в начале кадра для всех 
ведомых узлов одинаково и равно

 

1
1 1

1 1
( )lim [ ] .

( )
k
j lk

E X l
p

 
      

  (6)

  Рис. 3. Зависимость возраста информации (t) от 
номера слота t, в котором производится запрос на чте-
ние

  Fig. 3. Dependence of the age of information (t) on 
the slot number t in which the read request is made

  Рис. 4. Зависимость среднего возраста информа-
ции   от числа ведущих узлов в системе

  Fig. 4. Graph of the dependence of average age of in-
formation on the number of leader nodes in the system
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Доказательство:
Рассмотрим ведущий узел с номером j в неко-

тором кадре с номером k. Введем в рассмотрение 
случайную величину Dj

(k), которая может прини-
мать значение 1  2  3  ( ) { , , , ...} :k

jD 

 

1
1

( )
( ) .

k
jk

j

X
D

l


    (7)

Последовательность данных случайных ве-
личин Dj

(k) является марковской цепью с счетным 
числом состояний и описывается графом, изо-
браженным на рис. 5, где q = (1 – p)l.
Введем обозначение для стационарного рас-

пределения марковской цепи:

  lim Pr ,k
i jk

D i


   

где i = 1, 2, ….
Для любого i > 1 выполняется равенство

 
1

1 1 .i
i i q q 

       (8)

Из условия нормировки 
1

1i
i




   и (8) полу-

чаем

1 1
1

1
1

1
.i

i
q

q







  

  

Следовательно:

1 1 .q    

Используя стационарное распределение, по-
лучаем

 

    1

1 1

1
1

1
lim .k i

ijk i i
E D i i q q

q

 


  

              (9)

Покажем, как вычислить  lim k
jk

E X


 
  

. Из 
выражения (7) получаем

 

    1 1.k k
j jX D l    

   
 (10)

Перейдя от (10) к пределу при k  и вычис-
лив математическое ожидание, получили следу-
ющее выражение:

 

    1 1lim lim .k k
j jk k

E X E D l
 

              
  (11)

Подставив выражение (9) в (11) и учитывая, 
что q = (1 – p)l, получаем

  1 1
1 1 1 1

1 1 1
lim ,

( )
k

j lk
E X l l

q p

                    
 

что и требовалось доказать.
Пусть выбрано r ведомых узлов с номерами 

j1, j2, …, jr для запросов на чтение. Обозначим 
Y(k) случайную величину:

 
 

1
  ( ) ( ) ( )min , ..., .

r

k k k
j jY X X   (12)

Утверждение 2. Математическое ожидание 
возраста информации для r запросов на чтение 
в слоте с номером  от начала кадра для любо-
го набора ведомых узлов j1, j2, …, jr одинаково и 
равно

 

   
 

11

1 1

( )
lim | .

r
k

lrk

l p
E Y l

p





         
  (13)

Доказательство:
Рассмотрим случай для  = 1, т. е. запросы 

поступили в начале кадра. Используя аргумен-
тацию из доказательства утверждения 1 и заме-
няя q на значение, равное (1 – p)lr, получим

1
1 1 1

1 1
( )lim [ | ] .

( )
k

lrk
E Y l

p

 
      

Теперь рассмотрим случай, когда запрос на 
чтение поступил в слоте {2, …, l}. Введем 
в рассмотрение два события:

1) ни в одном из слотов с номерами 1, 2, …, – 1 
ни у одного из r выбранных узлов не произойдет 
обновление. Это событие далее будем обозначать 
как событие A ;

2) хотя бы в одном из слотов с номерами 1, 2, 
…, – 1 хотя бы у одного из r выбранных узлов 
произойдет обновление. Это событие далее будем 
обозначать как событие A.
Поскольку события, связанные с доставкой 

обновления, происходят независимо друг от дру-
га для разных ведомых узлов в одном слоте и 
независимо в разные слоты для одного узла, ве-
роятности событий A и A  вычисляются следую-
щим образом:

  Рис. 5. Марковская цепь в виде графа для Dj
(k)

  Fig. 5. Markov chain represented as a graph for Dj
(k)
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    11 1Pr{ } rA p    ;  (14)

 
11 ( )Pr{ } ( ) .rA p     (15)

Если происходит событие A, то в слоте с но-
мером  значение  

1
  ( ) ( ) ( )min , ...,

r

k k k
j jY X X  будет 

равно возрасту информации на ведущем узле. То 
есть возраст информации будет равен l + :

 

   lim | , .k

k
E Y A l


      

  (16)

Если происходит событие A , то в слоте с но-
мером  значение  

1
  ( ) ( ) ( )min , ...,

r

k k k
j jY X X  будет 

равно возрасту информации в начале кадра, уве-
личенное на :

 

  1
 1

1 1
lim | , .

( )
k

lrk
E Y A l

p

              
  (17)

Подставляя (14) в (16) и (15) в (17), получаем
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что и требовалось доказать.
Утверждение 3. Математическое ожидание 

возраста информации для r запросов на чтение 
в произвольно выбранном слоте для любого на-
бора ведомых узлов j1, j2, …, jr одинаково и равно
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2 1 1

( )lim [ ] .
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k
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E Y l

p


  

 
  (18)

Доказательство:
Так как запросы в любом слоте кадра появля-

ются с одинаковой вероятностью, то справедли-
во следующее равенство:

 
1

1( )lim [ ] lim | .
l

kk

k k
E Y E Y
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Подставляя в предыдущее равенство выра-
жение (13), получаем
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что и требовалось доказать.
Пусть в кадре с номером k выбран i-й ве-

дущий узел. Обозначим возраст информации 
в этом узле Zi

(k). Так как все ведущие узлы име-
ют гарантированно последнюю версию данных, 
легко доказать справедливость следующего ут-
верждения.
Утверждение 4. Математическое ожидание 

возраста информации для запроса на чтение ве-
дущему узлу с номером i в слоте с номером  от 
начала кадра для любого ведущего узла i одина-
ково и равно

 

( )lim [ | ] .k
ik

E Z l


      (19)

Из того, что запросы в любом слоте кадра по-
являются с одинаковой вероятностью, вытекает 
следующее утверждение.
Утверждение 5. Математическое ожидание 

возраста информации для запроса на чтение ве-
дущему узлу с номером i в произвольно выбран-
ном слоте для любого ведущего узла i одинаково 
и равно

 

1
2

( )lim [ ] .k
ik

l
E Z l




    (20)

Используя приведенные выше утверждения, 
сформулируем и докажем утверждение относи-
тельно среднего возраста информации согласно 
выражению (3). Для этого рассмотрим случай, 
когда в произвольный момент времени посыла-
ются запросы к случайно выбранным узлам, сре-
ди которых могут быть выбраны как ведущие, 
так и ведомые.
Утверждение 6. Математическое ожидание 

среднего возрас та информации   для r запро-
сов к случайно выбранным узлам, среди ко-
торых l ведущих и n – l ведомых, при r  n – l 
ра вно
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  (21)

Если n – l < r  n, то математическое ожида-
ние среднего возраста информации 
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.l
l
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Доказательство:
Введем в рассмотрение два события:
1) ни один из выбранных узлов не является 

ведущим, т. е. все выбранные узлы являются 
ведомыми. Это событие далее будем обозначать 
как B ;

2) хотя бы один из выбранных узлов являет-
ся ведущим. Такое событие будем обозначать 
как B.
Следует отметить, что если число запросов r 

превышает число ведущих узлов l, т. е. r > n – l, 
то событие B будет возникать с вероятностью 1. 
В противном случае для вероятностей появле-
ния введенных событий справедливы следую-
щие выражения:
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Рассматривая введенные события (22) и (23) и 
используя утверждения 3 и 5, для случая r  n – l 
получаем
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Если r > n – l, то, используя вышеупомянутые 
  0Pr ,B   Pr{B} = 1 для среднего возраста ин-

формации, получаем

1
2

lim .
k

l
E l



    

Следовательно, утверждение 6 доказано.
Таким образом, получено выражение для рас-

чета среднего возраста информации при задан-
ных параметрах системы. Далее будет сформу-
лирована оптимизационная задача по выбору 
числа ведущих узлов для минимизации среднего 
возраста информации.

Выбор числа ведущих узлов в системе

Выше была получена явная зависимость 
среднего возраста информации от параметров 
модели (21), что позволяет сформулировать опти-
мизационную задачу по выбору числа ведущих 
узлов при заданных значениях параметров n, p 
и r:

 
 opt

1
   argmin , , , .

l n
l l n p r

 
    (24)

Для решения оптимизационной задачи (24) 
сложно получить явную зависимость lopt от па-
раметров модели. Далее показано, как можно по-
лучить в явном виде приближенное решение для 
этой задачи.
Введем в рассмотрение следующую функцию:

 
1 1
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np

       
    

 (25)

Можно доказать, что функция f(l) является 
верхней оценкой для (21), и минимальные зна-
чения для f(l) и для среднего возраста информа-
ции, вычисляемого по формуле (21) при n > 50, 
достигаются при значениях l, отличающихся не 
более чем на 1. Сформулируем следующую опти-
мизационную задачу:

 
 opt

1
   argmin , , , ,

l n
l f l n p r

 

 
  
 

   (26)

где [] означает округление до ближайшего цело-
го числа.
Так как f(l, n, p, r) является унимодальной и 

выпуклой вниз функцией по переменной l, реше-
ние для (26) может быть легко получено следую-
щим образом.
Рассмотрим выражение (25) как функцию от 

действительной переменной l. Вычисляя первую 
производную по l и приравнивая к 0, получим 
следующее уравнение: 
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0
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r

rr

r n l
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 (27)

Решение уравнения (27) при большом n ста-
новится отрицательным. Это означает, что для 
каждого набора параметров существует некото-
рое критическое значение числа узлов n такое, 
что использование ведущих узлов неизбежно бу-
дет приводить к увеличению среднего возраста 
информации. Следовательно, при достижении 
этого критического значения в системе следует 
использовать только один ведущий узел.
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Используя решение уравнения (27), получа-
ем, что решение оптимизационной задачи (26) 
для фиксированных n, p и r определяется следу-
ющим образом:
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  (28)

где r > 1.
Выражение (28) является приближенным ре-

шением оптимизационной задачи (24) по выбору 
числа ведущих узлов. Следует отметить, что при 
большом числе узлов в системе приближенное ре-
шение незначительно отличается от оптимально-
го. Далее, при обсуждении полученных результа-
тов, для краткости изложения, там, где это не бу-
дет вызывать неоднозначности, данное решение 
будем называть оптимальным. Ниже будут на-
глядно продемонстрированы особенности работы 
системы с использованием полученного выраже-
ния (28) в зависимости от различных параметров. 
Графики зависимости оптимального числа 

ведущих узлов optl  от общего числа всех узлов 
в системе n (рис. 6) построены при фиксирован-
ных параметрах p и r. Для наглядной демонстра-
ции свойств системы были выбраны значения 
p = 0,003, p = 0,006, r = 6 и r = 12. Можно заме-
тить, что при фиксированном числе узлов в за-
просе на чтение r с увеличением вероятности 
успешной доставки p уменьшается максималь-
ное значение optl . Вначале число ведущих уз-
лов, при которых средний возраст информации 
минимален, возрастает до некоторого порогового 
значения n, превышая которое число ведущих 
узлов начинает уменьшаться вплоть до одно-

го ведущего узла. С увеличением вероятности 
успешной доставки p данное пороговое значение 
уменьшается. При фиксированном значении p 
с увеличением r максимальное значение optl  
также уменьшается, а пороговое значение n 
остается неизменным.
Зависимости среднего возраста информации от 

числа узлов в системе при оптимальном соотноше-
нии между ведущими и ведомыми узлами показа-
ны на рис. 7. При построении этих зависимостей 
для каждого набора параметров n, p и r использо-
валось выражение (28). Далее, с использованием 
данного значения в качестве числа лидеров, вы-
числялось значение среднего возраста информа-
ции согласно выражению (21). Следует отметить, 
что использование в качестве выбора числа лиде-
ров решения оптимизационной задачи (26) вместо 
(24) влияет на значения среднего возраста инфор-
мации при малом количестве узлов в системе. Это 
проявляется в том, что, если число узлов n не пре-
вышает 20, график зависимости среднего возраста 
информации от числа узлов в системе имеет «вол-
нообразный вид», что отличает его от вида графи-
ка этой зависимости при большем числе узлов.
Из графиков, представленных на рис. 7, сле-

дует, что уменьшение вероятности p успешной 
доставки обновления на ведомые узлы приво-
дит к увеличению среднего возраста информа-
ции в системе, которое можно компенсировать 
увеличением числа узлов в запросе на чтение r. 
Также отметим, что после достижения критиче-
ского значения n наблюдается медленный рост 
среднего возраста информации, что объясняет-
ся следующим. После достижения критического 
значения в системе присутствует только один 
ведущий узел, и выражение (21) принимает вид

  Рис. 6. Зависимость оптимального числа ведущих 
узлов optl  от общего числа узлов n в системе 

  Fig. 6. The dependence of the optimal number of lead-
er nodes optl  on the total number of nodes n

  Рис. 7. Зависимость среднего возраста информации 
от общего числа узлов n в системе при оптимальном вы-
боре числа ведущих узлов

  Fig. 7. Graphs of the dependence of the average age of 
information on the total number of the nodes n under op-
timal selection of the number of leader nodes
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Таким образом, наглядно продемонстрирова-
ны основные особенности работы системы при ис-
пользовании оптимального числа ведущих узлов 
в зависимости от других параметров системы. 

Заключение

Предложена модель, отражающая основные 
особенности реплицируемых систем хранения 
данных, такие как хранение некоторого фраг-
мента данных (реплики) на множестве узлов и 
подразделение их на ведущие и ведомые. Первая 
обеспечивает доступность данных в системе, 
а вторая повышает уровень согласованности. 
Рассмотрен такой показатель качества функци-
онирования системы, как средний возраст ин-
формации, полученной по запросу на чтение. 
В рамках предложенной модели сформулиро-
вана оптимизационная задача по распределе-
нию узлов на ведомые и ведущие, при котором 
минимизируется средний возраст информации. 
Найдено приближенное решение данной опти-
мизационной задачи. Учитываются показатели 
надежности доставки данных при обновлении, 
т. е. при перезаписи уже имеющегося фрагмен-
та данных в хранилище, и выборе числа веду-

щих и ведомых узлов. Предложенная модель 
может быть использована в качестве базового 
элемента при проектировании более сложных 
систем для решения задачи соблюдения баланса 
согласованности и доступности. Одной из важ-
ных особенностей данной модели является до-
пущение о том, что события успешной доставки 
обновления данных на разные узлы независи-
мы. Так как в реальных системах используется 
многоадресная передача, и сообщение, адресо-
ванное нескольким узлам, может идти по одно-
му маршруту, указанное допущение может быть 
несправедливо, и возникнет зависимость между 
событиями доставки одного обновления разным 
узлам. Используя подходы из работ [25–27], мож-
но предложить модель, которая будет учитывать 
зависимость между этими событиями. Можно 
также высказать гипотезу, что при такой зави-
симости полученное решение оптимизационной 
задачи дает оценку снизу для среднего возраста 
информации, а не его точное значение, что слу-
жит предметом для дальнейшего исследования.
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Introduction: An urgent task for leader-based replicated storage is to ensure consistency and availability balance. There is no generally 
accepted quantitative indicator characterizing such a balance; however, achieving the balance ensures data relevance, which can be 
quantified using the average age of the information. Purpose: To propose a model that represents the main features of a replicated storage 
system and makes it possible to formulate and solve the task of minimizing the age of information by distributing system nodes into leaders 
and followers. Results: We propose a model of a replicated data storage system based on leaders and followers with the use of the average 
age of information as a data relevance indicator. Within the framework of the proposed model, we formulate an optimization problem for 
the distribution of nodes into followers and leaders, which minimizes the average age of information with indicators of reliability of data 
delivery taken in consideration when overwriting an existing fragment of data in the storage. We also obtain an approximate solution to 
this optimization problem. Practical relevance: The proposed model represents general features of a replicated storage system and can 
be used in real systems when solving the problem of maintaining a consistency and availability balance. Discussion: A key feature of the 
proposed model is the assumption that the event of successful data update delivery is independent for different followers. If these events 
are dependent, we can hypothesize that the considered optimization problem solution will not be an exact value, but a lower estimate for 
the average age of information. The confirmation or refutation of this hypothesis is a subject for further research.
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