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Введение: актуальность совершенствования методов синтеза систем сǡдефицитом управления обусловлена тем, что они 
находят широкое применение вǡбеспилотных летательных аппаратах, роботах-манипуляторах и других устройствах, уǡкоторых 
существуют режимы работы, когда система становится ограниченно управляемой. Линейные законы управления, как известно, 
оказываются недостаточно эффективны вǡэтом случае, что определяет необходимость проведения процедуры синтеза вǡис-
ходной нелинейной постановке. Цель: разработать метод синтеза, обеспечивающий повышение эффективности процессов 
управления и расширение области устойчивости нелинейной динамической системы вǡсравнении сǡтрадиционным методом 
принципа декомпозиции. Методы: принцип декомпозиции вǡ совокупности сǡ редукцией оптимизационной задачи Лагранжа 
кǡизопериметрической позволяет провести процедуру синтеза сǡиспользованием фиктивных управлений и учетом коррекции 
поверхности переключения. Результаты: на основе принципа декомпозиции и редукции задачи Лагранжа определена структу-
ра квазиоптимальной системы управления; выбор параметров поверхности переключения дает возможность достичь миниму-
ма квадратичного критерия управления нелинейной системы сǡдефицитом управления вǡположении неустойчивого равновесия. 
Путем численного моделирования установлено, что предлагаемое решение позволяет увеличить область устойчивости на 10ǡ% 
и повысить качество функционирования по квадратичному критерию вǡрежиме больших отклонений вǡсреднем на 20–25ǡ% 
вǡсравнении сǡзаконом, полученным на основе прямого применения принципа декомпозиции. Практическая значимость: благо-
даря оригинальности предложенной процедуры синтеза повышена эффективность функционирования системы сǡдефицитом 
управлений, что представляет практический интерес для решения задач проектирования управляющих контроллеров.
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Введен ие

Беспилотные летательные аппараты, робо-
ты-манипуляторы и другие устройства имеют 
совокупность режимов работы, когда система 
становится ограниченно управляемой и может 
быть приближенно описана моделью обратного 
маятника [1, 2]. При этом такие динамические 
системы характеризуются существенной нели-
нейностью [3, 4], и перекрестные связи могут 
привести к неконтролируемым возмущениям и 
флуктуациям [5]. Широко распространенные 
линейные законы управления обеспечивают 
функционирование выделенного режима движе-
ния [6] и малоэффективны при априорно неиз-
вестных воздействиях и дефиците управления, 
что требует использования методов адаптации 
[7–9], скользящих режимов [10] или модели прог-
нозирующего управления [11].

Еще более продуктивным является подход к син-
тезу управления в нелинейной постановке, кото-
рым является принцип декомпозиции [6, 12–14]. 
В работах [15–17] показано, что использование 

редукции оптимизационной задачи Лагранжа 
к изопериметрической приводит к коррекции 
кривой переключения и определяет квазиопти-
мальное решение задачи синтеза [18], что позво-
ляет повысить эффективность управления [19] 
в сравнении с известными методами [6, 12, 13, 20].
Научной задачей является разработка метода 

синтеза квазиоптимальных нелинейных систем 
с дефицитом управления на базе принципа де-
композиции с коррекцией поверхности переклю-
чения, результатом решения которой станет по-
вышение качества процессов управления и рас-
ширение области устойчивости на основе разра-
ботанного метода в сравнении с известными [6, 
12, 13, 20].
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Постановка задачи управления

Объект управления описывается систе-
мой уравнений в обобщенных координатах 

1 ,n
s sq q  которая относится к классу уравне-

ний Лагранжа второго рода:
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Относительно коэффициентов aik(q) предпо-
лагается, что они ограничены при всех q вме-
сте с частными производными первого поряд-
ка. Матрица коэффициентов 

1,( ) ( ) n
ik i ka A q q  

в выражении кинетической энергии механи-
ческих систем при всех q является матрицей 
положительно определенной квадратичной 
формы. Через   ( , , )iQ tq q  обо значены ограни-
ченные обобщенные силы, обусловленные на-
личием различного рода внешних воздействий. 
Обозначим 1

m
v vq   обобщенные координаты, 

уравнения Лагранжа которых содержат управ-
ления, а 

1

n
j j m

q
 

 — обобщенные координаты, 

в уравнениях движения которых отсутствуют 
управляющие воздействия. Рассматривается 
случай m < n, и объект управления (1) относится 
к классу систем с дефицитом управлений. 
Вектор допустимых управлений содержит ну-

левые компоненты и представляет собой вектор 
суммируемых функций     1

n
s s

t u t


u  в вы-
пуклой области U: 

 
      1  : , , .s s st U u t u t h s n   u   (3)

Пуст ь  требуется обеспечить переход системы 
(1) из состояния    0 0 0t = t , t , tq q  в допустимое 
для системы (1)–(3) состояние    1 1 1t = t , t , tq q  
за конечный промежуток времени [t0, t1].
Рассмотрим задачу поиска такого управления 

(3), чтобы интегральный критерий достигал ми-
нимума:
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J = F t t q q   (4)

Целевая функция F(q) удовлетворяет требо-
ваниям к положительно определенной выпуклой 
функции.
Решение задачи синтеза управляемой систе-

мы (1)–(3) без учета критерия (4) подробно изло-
жено в работах Пятницкого [12–14].
Решение рассмотренной экстремальной зада-

чи при условии выпуклости (4) существует и мо-
жет быть получено с использованием принципа 

максимума Понтрягина в форме программного 
управления, что не позволяет эффективно его 
применять, поскольку любое изменение параме-
тров системы и ограничений приводит к необхо-
димости поиска соответствующей структуры об-
ратной связи.
Редукция рассмотренной оптимизационной 

задачи к изопериметрической дает возможность 
получить приближенное решение в смысле ми-
нимума расширенного функционала, который 
построен на базе аддитивной свертки критерия 
(4) и интеграла действия [16]. Это позволяет 
найти структуру множества квазиоптималь-
ных решений, полученных в форме синтеза, 
для рассмотренного класса задач управления. 
На примере классической задачи А. Т. Фуллера 
[16] показано, что полученное множество со-
держит оптимальное решение, что определя-
ет связь квазиоптимального и оптимального 
управления.
В настоящей работе предложен метод синтеза 

квазиоптимальных систем с дефицитом управ-
ления на базе редукции задачи Лагранжа [16, 
17] и принципа декомпозиции, обеспечивающий 
повышение качества управления в сравнении 
с прямым применением принципа декомпози-
ции.

Принцип декомпозиции 
при дефиците управлений

Установлено [20], что если учесть ограниче-
ние на параметры состояния по тем степеням 
свободы, где нет управлений, то задачу можно 
свести к случаю нестационарных объектов, ки-
нетическая энергия которых представляется 
в виде суммы однородных форм T2 + T1 + T0, 
где

2 1
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Уравнение Лагранжа нестационарной меха-
нической системы можно записать в виде
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(5)

где члены, связанные с составляющими T1 и T0 
кинетической энергии, могут рассматриваться 
как дополнительные обобщенные силы. Введем 
обозначения
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Запишем систему (5) в виде
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предположим,  что выполнены условия
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Условия (7) т ребуют выполнения требований 
ограниченности 
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которые можно сформулировать следующим 
образом. Если через 1

m
v vq q  обозначить те 

обобщенные координаты, уравнения Лагранжа 
которых содержат управления, а через 

1

n
j j m

q
 

x  — обобщенные координаты, в урав-

нениях движения которых отсутствуют управ-
ляющие воздействия, то движение объекта будет 
описываться дифференциальными уравнения-
ми Лагранжа
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где через     , , ,T T q q x x   обозн ачена кинети-
ческая энергия.
Предполагается, что для некоторых классов 

движений системы (8) при u(t) ∈ U переменные xj(t) 
изменяются так, что выполняются неравенства

 0 1  1  , , , .j jx c x c j m n      (9)

Оценки (9) бывают и звестны либо из экспери-
ментальных исследований, либо из результатов 
теоретического анализа. При наличии оценок (9) 
можно исключить из рассмотрения переменные 
xj(t) и от системы (8) перейти к анализу упрощен-
ной системы 
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где 2 ,T  1T  и 0T  — квадр атичные формы для 
 1  , , ,vq v m  а x(t) можно произвольно выбирать 

из множества, удовлетворяющего (9).
Это позволяет синтез управления механиче-

ской системой (6), (7) провести с использованием 
принципа декомпозиции. При этом необходимо 
ввести соответствующий аналог условий полной 
управляемости (7), которые должны выполнять-
ся по x(t) из класса функций, удовлетворяющих 
неравенствам (9) [20].

Метод синтеза квазиоптимальной 
системы управления на основе 
принципа декомпозиции с коррекцией 
поверхности переключения

В развернутой форме уравнения (1) записы-
ваются в виде
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(11)

Из (11) вытекает, что движение механической 
системы описывается существенно нелинейны-
ми дифференциальными уравнениями, где aik(q) 
определяют степень взаимовлияния степеней 
свободы. Взаимовлияние в системе (11) осущест-
вляется также и через силовое поле, т. е. через 
обобщенные силы   ( , , ).iQ tq q  Однако взаимо-
влияние через силовое поле не является суще-
ственным, и основное проявление перекрестных 
связей между степенями свободы определяется 
коэффициентами aik(q) [12]. 
Уравнения движения механических систем 

в форме уравнений Лагранжа (1) ковариантны 
по отношению к преобразованиям обобщенных 
координат [13]. Это значит, что в любых обоб-
щенных координатах 1

n
i i   уравнения дви-

жения выписываются по тому же алгоритму, что 
и уравнения (1) и в общем случае с учетом коэф-
фициентов интенсивности управлений ( )ikb  :
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(12)

Функция  ( , )T     получается из  ( , )T q q  под-
становкой формул невырожденного преобразо-
вания q = q() и выражений для обобщенных 
скоростей 
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Обобщенные силы iQ  и коэффициенты ( )ikb   
определяются из равенств [6]
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с учетом преобразования q = q().
Такие преобразования не выводят систему из 

класса уравнений Лагранжа, дают возможность 
выбирать форму представления управляющих 
воздействий и использовать принцип декомпо-
зиции для синтеза структуры управляемой си-
стемы. 
Рассмотрим систему (11) с фиктивным управ-

лением [21]. Введем вектор фиктивного управле-
ния ф ф  1  , , , ,i iu h i n u  элементы которого не 
содержат нулевых компонент, т. е. все уравнения 
движения содержат управляющие воздействия. 
Система (11) в векторной форме имеет следую-
щий вид:

 ф   ( ) ( , ) ( , , ) ,t  A q q S q q Q q q u     (13)

где 
1

1
  1  

2,
( , ) , , .

n
ik ik

i k v k v
v ik v

a a
S q q q q i n

q q

  
   

  
q q    

Система (13) допускает представление в виде

 
1

ф   * *( , ) ( , , ) ( ) ,t   q S q q Q q q A q u     (14)

где A–1(q) — матрица, обратная A(q);  *( , ) S q q  
1  ( ) ( , ) A q S q q ; 1    *( , , ) ( ) ( , , ).t tQ q q A q Q q q 

Фиктивное управление в соответствии 
с принципом декомпозиции [20] имеет вид

 

1
ф

1

1  

sign ( )( ( )) ,

, .

n

k k sk s s
s

u h a q v t

k n





 
   

  



 q 

 

 

(15)

где функции vi определяются начальным и конеч-
ным состоянием системы (1) и принадлежат мно-
жеству V,    1  ( ) : ( ) , ( ) , , ,i i i i iV v t v t v t i n       
существование величин i, i гарантируется из-
вестной теоремой [12].
Тогда действительное управление u имеет не-

нулевые компоненты 
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1
sign ( )( ( ))

n

i i si s s
s

u h a q v t



 
   

  
 q    (16)

при 1  ,i m  и нулевые при 1  ,i m n   в замкну-
той системе управления (1) 

 

1 1
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n n
ik ik

ik i k v k v
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i i

a a
a q q q q q

q q

Q t u
 

  
   

  
 

 q

q q

    

   (17) 

Для системы (17) при переводе из начально-
го состояния    0 0 0, , t = t t tq q  в допустимое 

   1 1 1, , ,t = t t tq q  функции 1(( ( ))i i iv q q t     

1  0 1  ( ( )), , ,i i i iq q t i n       [12].
В случае, когда требуется обеспечить движение 

системы по заданной программе,  1  ( , ,)i iq t i n   , 
то  0( ( )) ( ( )), ,i i i i i i iv q t q t           условие 
v ∈ V сводится к условиям устойчивости движе-
ния, а управления имеют вид 

 

1

1

( )(( ( ))sign
( ( ))

n
si s s

i i
s s s s

a q t
u h

q t





    
          
 q  

  (18)

при 1  ,i m  и нулевые при 1  ,i m n   [12].
Поверхность переключения определяется 

функциями vi в совокупности с коэффициента-
ми 1

sia  и может быть выбрана исходя из требова-
ний к качеству управляемого процесса (4).
При необходимости обеспечить условие ми-

нимума целевого функционала (4) для каждой 
степени свободы в режиме декомпозиции c ис-
пользованием результатов [16] при s(t) = 0 и 

  2

1

1
2

,
n

s
s

F q


 q  кривую переключения можно 

скорректировать. В результате она имеет струк-
туру [17]

  1 2
3

 , 1  , ,s s
s s s s s s

s s

q q
q q q s n

q

 
      

   

 
   (19)

и реализует закон квазиоптимального управле-
ния, 1s, 2s, 3s — параметры закона управле-
ния для каждой степени свободы.
С учетом (18), (19) получим структуру управ-

ляемой по критерию (4) квазиоптимальной си-
стемы
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  
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q q

q




   

(20)

Зависимость управления в (20) от 1( )sia q  яв-
ляется существенной [13], поскольку в против-
ном случае изменение знака 1( )sia q  во время 
движения может привести к дестабилизирующе-
му действию управлений [12].
Таким образом, определена структура управ-

ления, выполнение условий (9) и (7) обеспечивает 
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управляемость системы (20), выбор параметров 
поверхности переключения   ,s s sq q   обеспе-
чивает квазиоптимальное управление системой 
Лагранжа по критерию (4). 
Проведем анализ траекторий системы (20) 

из произвольного состояния в состояние покоя. 
Если для полученного квазиоптимального управ-
ления выбрать линию переключения таким об-

разом, что знак  1

1
  1  ( ) , , ,

n

si i i i
i

a q q s n


  q   сов-

падает со знаком ,sq  то из теоремы механики о 
кинетической энергии с учетом превышения ре-
сурсов управляющих сил над ресурсом внешних 
сил следует [12] 
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1 1
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s s s si i i i
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T q Q h a q q
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  q  

 

Это значит, что из любого положения система 
(20) за конечное время переходит в состояние по-
коя [11] при обеспечении минимума расширен-
ного функционала, который построен на базе 
аддитивной свертки критерия (4) и интеграла 
действия.
Для анализа эффективности полученного ре-

шения задачи синтеза проведем численное моде-
лирование для системы с дефицитом управляю-
щих воздействий в неустойчивом положении.

Анализ эффективности предложенного 
метода при управлении перевернутым 
маятником на основе численного 
моделирования

Для демонстрации эффективности предло-
женного метода управления используем модель 
перевернутого маятника, который является 
упрощенным вариантом моделей беспилотных 
летательных аппаратов, манипуляторов, антен-
ных систем, опор и конструкций при анализе их 
устойчивости.
Рассмотрим нелинейную модель обратного 

маятника на тележке в обобщенных координа-
тах q = [s, ]T, где s — горизонтальное перемеще-
ние и  — угол отклонения обратного маятника. 
Уравнения Лагранжа 2-го рода c учетом трения, 
предположения о малой массе маятника в срав-
нении с массой тележки mp  M и пренебреже-
ния горизонтальной силой реакции оси маятни-
ка имеют вид [22]
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 (21)

где  — сила ограниченной интенсивности, 
воздействующая на тележку; ks — коэффици-
ент трения; g — гравитационное ускорение; 

2

,p

p

I m l
L

m l


   I — момент инерции, l — рассто-

яние между осью маятника и центром тяжести.
Ставится задача синтеза управления систе-

мой (21). В соответствии с целью управления 
необходимо обеспечить стабилизацию верхнего 
неустойчивого положения равновесия при мини-
муме критерия эффективности 
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Проведем преобразования, необходимые для 
процедуры синтеза управлен ия в соответствии 
с разработанным методом.
Запишем систему (21) в виде 
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где ,sk s
u

M
 




 ограничение силы воздействия 

на тележку |u|  h. 
Представим систему (23) с использовани-

ем фиктивных управлений   ,su s s  и   ,u    
в следующем виде:
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где 
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Тогда структура системы управления в соот-
ветствии с предложенным методом имеет вид [16]
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где 
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s1, s2, s3, 1, 2, 3 — параметры управле-
ния.
Численное мо делирование проведем с ис-

пользованием параметров [23] h = 10 м ∙ с–2, L = 
= 0,842 м, mp = 0,1 кг, M = 1 кг, I = 0,013 кг ∙ м2, 
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ks = 1 м ∙ с–1. Процесс стабилизации маятника бу-
дем считать завершенным при достижении обла-
сти 10 01 рад  0 01 рад с, , , .    
Проведено моделирование при начальных 

условиях 1
0 00 м  0 м c,s s     и различных ва-

риантах отклонения маятника: 1) 0 0 1 рад  , , 
1

0 1 рад с   ; 2) 1
0 00 4 рад  1 5 рад с, , ,      ;  

с параметрами управления (25) s1 = 0,09, s2 = 46, 
s3 = 0,2, 1 = 140,7, 2 = 92,7, 3 = 0,5. Для 
анализа эффективности разработанного нели-

  Рис. 1. Переходные процессы маятника: а, б — режим 1; г, д — режим 2 и фазовая траекто  рия управляемой систе-
мы; в — режим 1; е — режим 2: сплошная линия — закон (25), пунктирная — закон (26)

  Fig. 1. Transient processes of the pendulum: а, б — mode 1; г, д — mode 2 and the phase trajectory of the controlled 
system; в — mode 1; е — mode 2: solid line — law (25), dotted line — law (26)

  Рис. 2. Переходные процессы тележки: а, б — режим 1; г, д — режим 2 и фазовая траектор ия управляемой систе-
мы; в — режим 1; е — режим 2: сплошная линия — закон (25), пунктирная — закон (26)

  Fig. 2. Transient processes of the trolley: а, б — mode 1; г, д — mode 2 and the phase trajectory of the controlled sys-
tem; в — mode 1; е — mode 2: solid line — law (25), dotted line — law (26)

t, c

t, c t, c

t, c
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нейного закона управления проведем сравнение 
результатов моделирования с управлением, по-
лученным на основе принципа декомпозиции 
[12] в соответствии с (18):

 1 2 1 2sign ,pyat s s su h s sb b                    (26)

где s1 = 0,23, s2 = 14, 1 = 100, 2 = 27.
Установлено, что в режиме 1) управление 

(26) обеспечивает лучшее качество переходного 
процесса в сравнении с (25) по квадратичному 
показателю (22). При увеличении начального 
отклонения угла маятника квадратичный пока-
затель качества для управления (25) становится 
лучше, чем (26). В режиме 2) происходит потеря 
устойчивости системы под управлением (26), а 
разработанное управление (25) обеспечивает 
нормальное функционирование. Результаты 
численного моделирования представлены на 
рис. 1–3.
Проведено моделирование в диапазоне 

0 = [0,17; 0,24] рад, 1
0 1 7  2 225 рад с[ , ; , ]     с ин-

тервалами 0 = 0,01 рад, 1
0 0 075 рад с, .    

По результатам моделирования построены фазо-
вые портреты (рис. 4).
Применение предлагаемого метода позволяет 

увеличить область устойчивости на 10 % и повы-
сить качество функционирования нелинейной 
динамической системы с дефицитом управляю-
щих воздействий по квадратичному критерию 
в режиме больших отклонений в среднем на 
20–25 % в сравнении с законом, полученным на 
основе прямого применения принципа декомпо-
зиции.

Заключение

Разработанный метод синтеза квазиопти-
мальных систем с дефицитом управления на 
базе редукции задачи Лагранжа позволяет по-
строить решение, обеспечивающее увеличение 
области устойчивости и качество переходного 
процесса по квадратичному показателю в срав-
нении с известными алгоритмами принципа де-
композиции для системы с дефицитом управля-
ющих воздействий в неустойчивом состоянии.
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  Рис. 3. Зависимость качества переходного процесса 
по квадратичному показателю от начального отклоне-
ния маятника при 0 2 рад/с  : сплошная линия — за-
кон (25), пунктирная — закон (26)

  Fig. 3. Quality dependence of transient process by 
quadratic criterion on the initial deviation of the pendu-
lum at 0 2 rad/s  : solid line — law (25), dotted line — 
law (26)

  Рис. 4. Фазовый портрет: а — закон (25); б — закон 
(26)

  Fig. 4. Phase portrait: a — law (25); б — law (26)
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Introduction: The relevance of improving methods for synthesizing underactuated systems is justified by the fact that those are widely 
used in unmanned aerial vehicles, robotic manipulators and other devices that have operating modes, when the system becomes limited 
in controllability. It is known that linear control laws are not efficient enough in this case, which determines the need for a synthesis 
procedure in the original nonlinear formulation. Purpose: To develop a synthesis method that provides an increase in efficiency of control 
processes and expansion of stability range of nonlinear dynamic system in comparison with the traditional method of decomposition 
principle. Methods: The decomposition principle, combined with the reduction of Lagrange optimization problem to an isoperimetric one, 
makes it possible to carry out a synthesis procedure using fictitious controls and taking into account the correction of the switching surface. 
Results: We determine the structure of a quasi-optimal control system based on the decomposition principle and reduction of Lagrange 
problem. The choice of switching surface parameters makes it possible to achieve a minimum quadratic quality criterion. To analyze the 
effectiveness of proposed method, we carry out a control synthesis of a nonlinear underactuated system in unstable equilibrium position. 
Using numerical modeling we have found that the obtained solution makes it possible to increase the stability area by 10% and improve 
the quality of functioning according to the quadratic criterion in the mode of large deviations by an average of 20–25% in comparison with 
the law obtained on the basis of the direct application of the decomposition principle. Practical relevance: Due to the originality of the 
proposed synthesis procedure, the functioning efficiency of underactuated system has been increased, which is of practical interest for 
solving problems of designing controllers.
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switching surface, inverted pendulum mounted on a trolley.
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