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Введение: построение кодовых конструкций для одночастотной передачи на основе к одов-произведений со сравнитель-
но простыми внутренними кодами, обеспечивающими приемлемый уровень вероятности ошибки при отсутствии вǡприемни-
ке оценок параметров канала и наличии вǡканале многолучевости, представляет значительный интерес вǡплане разработки 
спектрально-эффективных методов надежной передачи вǡканалах со случайными быстро меняющимися параметрами. Цель: 
разработать коды-произведения сǡполуслепым декодированием для одночастотной передачи вǡм ноголучевом канале сǡза-
мираниями и выполнить анализ их помехоустойчивости. Результаты: приведено формализованное описание одночастотной 
передачи сǡфазовой модуляцией вǡм ноголучевом канале сǡ замираниями; предложена кодовая конструкция вǡ виде кода-
произведения, ориентированная на использование полуслепой процедуры декодирования внутреннего кода вǡмноголуче-
вом канале сǡ замираниями. Приведено описание полуслепого декодирования по максимуму правдоподобия внутреннего 
кода сǡиспользованием мягких решений; выполнен анализ помехоустойчивости предложенной конструкции; представлены 
примеры конкретных конструкций кодов-произведений, ориентированных на однолучевой и двухлучевой каналы, сǡпосле-
дующим сравнительным анализом, включающим учет как требуемой скорости передачи, так и ряда параметров канала. 
Показано, что предложенные коды при полуслепом декодировании обеспечивают реализацию внутреннего разнесения, при-
сущего многолучевому каналу, что выражается появлением существенного энергетического выигрыша. Практическая зна-
чимость: предложенная конструкция кода-произведения сǡполуслепым декодированием позволяет эффективно интегриро-
вать помехоустойчивое кодирование сǡоцениванием текущих параметров многолучевого канала сǡзамираниями, что сǡучетом 
умеренной сложности представляет практический интерес при передаче вǡканалах со случайными быстро меняющимися 
параметрами. Гибкость конструкции обеспечивает возможность адаптации схемы кодирования кǡтребуемой скорости пере-
дачи, количеству лучей, а также величине максимального допплеровского рассеяния. Выполненный анализ помехоустойчи-
вости позволяет получить широкий диапазон обменных соотношений между требуемой скоростью передачи, вероятностью 
ошибки, сложностью реализации и основными параметрами канала, что способствует рациональному выбору конкретных 
параметров схемы передачи.
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Введение

Технология беспроводных коммуникаций, 
поддерживающих обмен информацией между 
множеством пользователей и (или) устройства-
ми, является одной из доминирующих в настоя-
щее время и в обозримой перспективе.  Растущий 
спрос на высокую скорость передачи данных и 
высокое качество обслуживания для широкого 
спектра мобильных приложений т ребуют разра-
ботки и использования гораздо более надежных 
и спектрально эффективных методов организа-
ции связи, включая исследование перспектив-
ных методов модуляции и кодирования [1–3].

Как известно, в беспроводных каналах пере-
даваемые сигналы подвергаются замираниям, 
вызываемым наличием множества рассеиваю-
щих объектов между передатчиком и приемни-
ком, многолучевым распространением, а также 
относительным, и, как правило, случайным дви-
жением между передатчиком, приемником и рас-
сеивающими объектами, порождающим доппле-
ровское рассеяние [4, 5]. 
Одним из стандартных решений для компен-

сации влияния временного рассеяния является 
использование широкополосных сигналов на 
основе мультиплексирования с ортогональным 
частотным разделением (o rthogonal frequency-
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division multiplexing, OFDM) в качестве основного 
инструмента для схемы передачи на физическом 
уровне [4–6]. Как правило, при передаче в диа-
пазоне до 6 ГГц длительность OFDM-сигналов 
оказывается много меньше величины интервала 
когерентности канала (которая в первом прибли-
жении обратна величине допплеровского рассея-
ния), поэтому полагают, что OFDM-сигнал пере-
дается по каналу со случайными, но неизменя-
ющимися параметрами. Например, в стандарте 
802.11а длительность OFDM-сигнала с оставляет 
4 мкс, тогда как типичные значения интерва-
ла когерентности канала не опускаются ниже 
0,5 мс. Технология OFDM позволяет обеспечить 
достаточно высокую спектральную эффектив-
ность при умеренной сложности реализации ча-
стотного компенсатора канальных искажений. 
Вместе с тем технологии OFDM присущ ряд 

существенных недостатков, которые могут огра-
ничить область ее возможного использования. 
Во-первых, это высокий уровень пик-фактора, 
что порождает высокую чувствительность 
OFDM-сигнала к н елинейным искажениям, вы-
званным усилителем мощности передатчика [7]. 
Во-вторых, помехоустойчивость OFDM-сигналов 
резко снижается в высокомобильных беспровод-
ных системах, при передаче в терагерцевом диа-
пазоне и в нисходящих каналах спутниковых си-
стем связи, где весьма существенным фактором 
оказывается влияние допплеровского рассеяния 
(величина которого может достигать несколь-
ких килогерц [8, 9]). При сильном допплеровском 
рассеянии и нтервал когерентности канала мо-
жет оказаться сопоставимым с длительностью 
O FDM-сигнала (или даже меньше его), что при-
водит к появлению интерференции между под-
несущими OFDM-сигнала и заметному возрас-
танию искажений, связанных как с оценкой те-
кущих параметров канала, так и с компенсацией 
канальных искажений [10–13]. 
В ситуациях, когда недостатки, сопряженные 

с использованием технологии O FDM, оказыва-
ются решающими, альтернативным вариан-
том является о дночастотная (single-carrier, SC) 
передача, при условии, конечно, если основные 
сопутствующие о дночастотной передаче издерж-
ки, такие как меньшая по сравнению с OFDM 
спектральная эффективность и существенно бо-
лее высокая сложность компенсации временного 
рассеяния, являются приемлемыми. Следует от-
метить также, что о дночастотная передача рас-
сматривается как наиболее подходящая в таких 
интенсивно развивающихся технологиях, как 
узкополосный интернет вещей (NB-IoT), усовер-
шенствованная межмашинная связь (e MTC) и 
разработанный консорциумом 3GPP стандарт 
LTE-M для маломощной сотовой связи [14, 15]. 
Эти технологии ориентированы на передачу 

в сравнительно узкой полосе частот — от 100 кГц 
(NB-IoT и eMTC) до 1 МГц (LTE-M).
Вне зависимости от используемого подхо-

да — OFDM или SC, передаваемые по каналу 
с замираниями и частотно-временным рассея-
нием дискретные символы структурируются на 
передающей стороне посредством объединения 
в сравнительно короткие пакеты с встроенными 
в каждый пакет заранее известными в приемни-
ке символами. С учетом указанного структури-
рования передаваемых символов возможны по 
меньшей мере три подхода к организации проце-
дуры приема в канале со случайно изменяющи-
мися параметрами при отсутствии информации 
о текущих параметрах канала. 
Первый подход — использование префикса 

для оценивания текущих параметров канала на 
интервале, соответствующем длительности па-
кета, и последующее вынесение решений с при-
менением полученных оценок параметров кана-
ла [16, 17]. Основной недостаток этого подхода 
связан с довольно большой вносимой избыточ-
ностью и сложностью учета погрешности оцени-
вания изменяющихся (на интервале длительно-
сти пакета) параметров канала. Второй подход, 
в известном смысле противоположный перво-
му, — слепое вынесение решений, при котором 
передаваемые пакеты не содержат каких-либо 
известных символов и решения выносятся толь-
ко на основе вероятностной модели принятого 
сигнала [ 18, 19]. Основной и существенный недо-
статок слепого вынесения решений связан с тем, 
что для многих важных сценариев имеет место 
внутренне присущая этому подходу неоднознач-
ность, проявляющаяся в том, что для нескольких 
различных (несовпадающих) передаваемых па-
кетов значения решающей функции могут ока-
заться идентичными. Кроме того, эффективные 
слепые процедуры требуют использования до-
статочно длинных пакетов, что сопровождается 
значительным ростом сложности приемника.
Промежуточное положение занимает третий 

подход — полуслепое вынесение решений (semi-
blind detection), представляющий собой модифи-
кацию слепой процедуры в целях исключения 
присущей ей неоднозначности [ 20–22]. Для этого 
в передаваемый пакет, как и при первом подхо-
де, включается префикс, который учитывается 
в вероятностной модели принятого сигнала, ис-
пользуемой для вынесения решения. Важным 
достоинством полуслепой процедуры вынесения 
решений является возможность использования 
более коротких префиксов. Кроме того, при ана-
лизе помехоустойчивости отсутствует необходи-
мость учитывать погрешность оценивания па-
раметров канала и их изменения на интервале 
длительности пакета. В целом полуслепая про-
цедура вынесения решений при сравнительно 
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небольшой длине пакета представляется наибо-
лее предпочтительной. 
Далее в настоящей работе рассматривается 

сценарий одночастотной передачи пакетов с ис-
пользованием фазовой модуляции (т. е. с мини-
мальным значением пик-фактора) и с полусле-
пой процедурой вынесения решений. Наряду 
с рациональным выбором сигнального формата 
адекватный выбор схемы помехоустойчивого 
кодирования является ключевым фактором, 
определяющим требуемую помехоустойчивость 
передачи в каналах с замираниями и частотно-
временным рассеянием. Подход к организации 
помехоустойчивого кодирования для таких ка-
налов, основанный на использовании одного 
фиксированного кода, в настоящее время не рас-
сматривается как приоритетный. Наибольшей 
эффективностью как по помехоустойчивости, 
так и по гибкости конструкции обладают кодо-
вые схемы, основанные на использовании не-
скольких кодов [23–29]. К таким схемам относят-
ся каскадные коды и коды-произведения (product 
codes). В обеих схемах кодирование осуществля-
ется с использованием д вух ступеней — внеш-
ней и внутренней. Основная идея использова-
ния двух ступеней кодирования применительно 
к каналу с замираниями и частотно-временным 
рассеянием состоит в следующем. Во-первых, 
с помощью подходящего сравнительно простого 
внутреннего кода, встроенного в пакет, обеспе-
чить некоторый, достаточно приемлемый уро-
вень вероятности ошибки при отсутствии в при-
емнике оценок параметров канала и наличии 
в канале многолучевости. Во-вторых, учитывая, 
что благодаря перемежению расширенный ка-
нал (включающий кодер и декодер внутреннего 
кода) оказывается практически каналом с неза-
висимыми ошибками, использовать в качестве 
внешнего достаточно мощный двоичный код для 
исправления независимых ошибок с умеренной 
сложностью реализации декодера. 

 Модель передачи

Пусть двоичная информационная последо-
вательность кодируется с использованием ко-
да-произведения и передается по каналу при 
помощи q -ичной фазовой модуляции (q-PSK). 
Рассматриваемый код-произведение G  состоит 
из двух кодов: внешнего д воичного ( n, k)-кода  C  и 
внутреннего кода V над кольцом  Zq целых чисел 
по модулю q, q = 2m, m — целое, имеющего длину N 
и объем (мощность) 2K. Входные блоки, состоя-
щие из kK  двоичных символов, разбиваются на 
K  подблоков, состоящих из k символов. Каждый 
подблок кодируется внешним двоичным (n, k)-
кодом C со скоростью R out = k/n. Полученные 

K кодовых слов располагаются как строки пря-
моугольной матрицы размера K n. Каждый 
столбец полученной матрицы кодируется вну-
тренним кодом V. Кодовое слово g кода-произ-
ведения G представляет собой прямоугольную 
(Nn)-матрицу, состоящую из n столбцов g = (v1, 
v2, …, vn), vi V, vi = (vi1, …, viN),  где символ «» 
означает транспонирование. Скорость кода-про-
изведения G составляет kK/nN [бит/символ]. 
Пусть (a1, …, as) и  (z1, …, zt) — две последо-

вательности символов над кольцом Zq, которые 
будут добавляться к каждому слову внутреннего 
кода V при передаче по каналу, образуя единый 
пакет. А именно  последовательность (a1, …, as) 
представляет собой префикс, добавляемый перед 
началом  каждого кодового слова vi V, тогда как 
последовательность (z1, …, zt) — постфикс, добав-
ляется в конце каждого кодового слова vi V:
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где al, zj Zq, l = 1, …, s, j = 1, …, t, i = 1, …, n. 
Префикс и постфикс могут рассматриваться как 
 пилот-символы, встраиваемые во внутренний 
код V. Отображение (1) иллюстрирует преобра-
зование внутреннего кода V в  удлиненный код 
VE с длиной J = N + s + t и скоростью Rin = K/J 
[бит/символ]. Результирующая скорость рассмат-
риваемого кода-произведения с встроенными 
пилот-символами составляет R = kK/(nJ) [бит/
q-ичный символ].
Отметим, что организация передачи с до-

бавлением префикса к каждому кодовому слову 
vi V не является единственно возможным ва-
риантом. Альтернативный вариант — исполь-
зование внутреннего кода с дополнительной из-
быточностью, позволяющей исключить неодно-
значность, которая характерна, как указывалось 
выше, для слепого декодирования. В этом случае 
s = 0 и соотношение (1) приобретает вид vi = (vi1, 
…, viN)  bi = (vi1, …, viN, z1, …, zt).
Таким образом, передаваемый блок, соответ-

ствующий кодовому слову g кода G, состоит из 
n подблоков  b1, …, bn. Будем полагать, что эти 
подблоки в передаваемой последовательности 
блоков подвергаются перемежению перед пере-
дачей по каналу. Перемежение предназначено 
для  исключения пакетирования ошибок на входе 
декодера внешнего кода C. Глубина перемежения 
определяется статистическими характеристика-
ми канала и выбирается таким образом, чтобы 
ошибки в расширенном канале (включающем 
внутренний кодер/декодер, модулятор/демодуля-
тор и собственно физический канал с замирани-
ями) можно рассматривать как независимые. 
Подблок b = (b1, b2, …, bJ), где biZq, J = N + s +

+ t и каждый символ подблока определен как 
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передается по каналу с тактовой частотой 1/T 
с использованием q-ичной фазовой модуляции, 
T – длительность тактового интервала.  Такто-
вая частота  1/T определяется скоростью w гене-
рации источником двоичных символов и скоро-
стью R кода-произведения G: 1/T=w/R. 
Ограничимся далее рассмотрением форма-

лизованной модели канала с дискретным време-
нем. Для рассматриваемой модели принятый на 
i-м такте сигнал ri имеет вид

 

1

0
,

L

i il i l i
l

r u n





     (3) 

где  2exp ,i b iu R j b q    b — отношение сиг-
нал/шум, приходящееся на передачу одного 
бита; ni — комплексная гауссова случайная ве-
личина, E[ni]=0, E[nini

*]=1,  E[∙] — оператор 
усреднения, i=1, 2, …, J. В выражении (3) сово-
купность комплексных коэффициентов (i0, …, 
i L–1) представляет собой дискретную импульс-
ную характеристику L-лучевого канала, соот-
ветствующую i-му такту передачи. 
Будем полагать, что последовательность век-

торов {i}, i=(i0, …, i L–1) есть L-мерный ста-
ционарный комплексный гауссов случайный 
процесс с нулевым средним и известной матрич-
ной корреляционной функцией (∙). Матричная 
корреляционная функция (∙) последователь-
ности векторо в {i} определяется как (k)=k, 
k= …–2, 1, 0, 1, 2, …, где LL корреляционная 
матрица E[ ],k i i k


      символ «*» означает эр-

митово сопряжение. Принятый вектор r=(r1, r2, 
…, rJ) является J-мерным комплексным гауссо-
вым вектором с плотностью распределения 
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det
( ) exp( ),

J
p   


vr v

v

r v r K r
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где Kv — JJ корреляционная матрица век-
тора r, соответствующая кодовому слову v, т. е. 
Kv = E[rr*|v]. Будем полагать, что длина пост-
фикса t  L – 1; тогда элементы klh, l, h=1, …, J 
матрицы Kv имеют следующий вид: 
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(5) 

где l–h(d, i) есть (d, i)-й элемент матрицы l–h; 
символы bp при 1  p  J определены прави-
лом (2), а при –(L – 2)  p  0 являются символа-

ми постфикса: b–p=bJ–p=zt–p; lh — дельта Кро-
некера.
Одной из наиболее распространенных моде-

л ей матричной корреляционной функции (∙), 
соответствующей модели многолучевого распро-
странения, предложенной Джейксом [1, 30, 31], 
является модель на основе функций Бесселя пер-
вого рода нулевого порядка. Вместе с тем во мно-
гих случаях (например, при малых значениях 
аргумента корреляционной функции (∙)) слу-
чайные процессы {il}, l = 0, 1, …, L – 1 в модели 
Джейкса достаточно точно аппроксимируются 
авторегрессионной моделью небольшого поряд-
ка [32]. При использовании авторегрессионной 
модели первого порядка с независимыми лучами 
дискретная импульсная характеристика канала 
i на i-м такте определяется как 

 
2 1 2

1 1 / ,i i i            (6) 

где параметр (0, 1); {i} — L-мерный ком-
плексный гауссов случайный процесс с нулевым 
средним и матричной корреляционной функ-
цией E[ij*]=ijI, i, j (символ I означает еди-
ничную матрицу); 1 2 1 21 2

0 1diag(   / , ..., ),L     
1

0 1,L
ll


    l ³ 0, l = 0, 1, …, L – 1. Из (6) следу-

ет, что E[ij
*]=ijA, i, j, т. е. главная диагональ 

(0, …, L–1) матрицы A определяет распределе-
ние дисперсий коэффициентов дискретной им-
пульсной характеристики канала. Корреляцион-
ная матрица k для этой модели имеет вид 

 0 1diag(   , ..., ).k k
k LA        (7) 

Пар аметр  в (7) характеризует скорость изме-
нения дискретной импульсной характеристики 
канала во времени. Как правило, этот параметр 
в модели (4) определ яется нормализованным от-
носительно тактовой частоты 1/T максима льным 
допплеровским рассеянием в к анале fd; в частно-
сти, в модели Джейкса параметр =J0(2fdT), 
где J0(∙) — функция Бесселя первого рода нуле-
вого порядка. При fdT1   1 – (fdT)2. Выраже-
ние (5) для элементов klh, l, h= 1, 2, …, J матри-
цы Kv с учетом равенства (6) упрощается и при-
обретает вид
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0
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L
l h
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         (8) 

Для исключения интерференции между ко-
довыми словами внутреннего кода V в сосед-
них (после перемежения) передаваемых блоках 
будем полагать, что длина постфикса t  L – 1. 
Отметим также, что при введении перемежения/
деперемежения подблоков (пакетов) статисти-
ческая структура последовательность векторов 
{i}, ассоциированных с каждым передаваемым 
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подблоком передаваемой последовательности b1, 
…, bn, остается неизменной. Кроме того, прини-
мая во внимание, что величина нормализован-
ного (относительно тактовой частоты 1/T) мак-
симального допплеровского рассеяния в канале 
примерно обратна нормализованному интервалу 
когерентности канала, можно заключить, что 
при глубине перемежения порядка 1/(fdT) прак-
тически исключается пакетирование ошибок на 
входе декодера внешнего кода C. 

Декодирование кода-произведения

Классическая процедура декодирования ко-
да-произведения включает два этапа. На первом 
этапе декодируются принятые слова внутрен-
не го  кода V; положим, что декодирование вну-
треннего кода V выполняется посредством про-
цедуры, которую будем называть полуслепое 
декоди рование по максимуму правдоподобия 
с использованием мягких решений. На втором 
этапе декодируются принятые слова внешнего 
двоичного  (n, k)-кода C с использ ованием алге-
браического декодера; будем полага ть, что алге-
браический декодер кода C позволяет исправить 
ошибки кратностью до половины минимально-
го расстояния. Для рассматриваемого сценария 
передачи полуслепое декодирование по макси-
муму правдоподобия определяется следующим 
образом. Во-первых, в связи с отсутствием в де-
кодере оценок текущих параметров канала при 
декодировании внутреннего кода V используют-
ся дополнительные сигналы, полученные при 
передаче префикса и постфикса; тем самым ре-
ализуется принцип полуслепого вынесения ре-
шений. Во-вторых, в качестве мягких решений 
используются компоненты вектора r=(r1, r2, …, 
rJ), определяемые выражением (3). В-третьих, 
декодер по принятому вектору r выносит реше-
ние ˆ ,v  определяемое как ˆ max ( ),V p v r vv r v  
где условная плотность pr|v(r|v) задается выра-
жением (4). Таким образом, декодер внутренне-
го кода V в соответствии с выражением (4) для 
плотности распределения принятого вектора r 
должен минимизировать метрику m() вида

 
1m ln det( )   v vv r K r K   (9) 

по всем словам внутреннего кода V. Отыскание 
минимального значения метрики m() в (9) тре-
бует предварительного вычисления и хра нения 
2K обратных матриц 1,

vK vV. Временные за-
траты, возникающие при непосредственной ре-
ализации алгоритма декодирования, основанно-
го на полном переборе, определяются числом ко-
довых слов внутреннего кода. Это число равно 
2K, и оно, как следует из примеров, приведенных 

в следующем разделе, оказывается очень неболь-
шим, что приводит в итоге к практически реали-
зуемым процедурам декодирования. Кроме того, 
отметим, что сложность вычисления значений 
эрмитовой квадратичной формы 1 

vr K r  в (9) 
может быть существенно уменьшена при исполь-
зовании разложения Холецкого матр ицы Kv

–1.

Анализ помехоустойчивости

Для рассматриваемой схемы передачи с ис-
пользованием кода-произведения G анализ по-
мехоустойчивости включает два этапа. Вначале 
оценивае тся вероятность ошибки на бит для вну-
тренней ступени кодирования с кодом V. Затем 
полученная оце нка вероятности ошибки на бит 
для кода V используется для вычисления оцен-
ки вероятности ошибки на бит для внешнего 
кода C. Верхняя граница вероятности ошибки на 
бит  in

bP   для внутреннего кода V имеет вид

 

  1
 

,
( ) ( , ) ( ),in

b
V

P p t P
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v v

v v v v v   (10) 

где p(v) — вероятность передачи кодового сло-
ва v; t(v, v) — число бит, в которых отличаются 
сообщения, соответствующие кодовым слова м  v 
и v внутреннего кода, и P(v v) — вероятность 
ошибки декодирования для кода из двух сл ов v 
и  v внутреннего кода при условии, что было пе-
редано слово v (попарная вероятность ошибки ). 
Попарная вероятность ошибки в верхней грани-
 це (10) с учетом выражения для метрики (9) опре-
деляется следующим образом: 

 1 1

Pr m m( 0

Pr ln det /det 0
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v v

r K K

v

K r K
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(1 1)

где Kv  и Kv — корреляционные матрицы векто-
ра r, соответствующие кодовы м словам v  и v. Точ-
ные формулы для попарной вероятности P(v v) 
требуют вычисления собственных чисел матри-
цы 1

 v vI K K  и оказываются довольно сложными 
(с точки зрения вычислительных затрат) даже 
в случае простых собственных чисел этой матри-
цы и умеренных значений длины внутреннего 
кода. Кроме того, точное значение попарной ве-
роятности весьма сложным образом зависит от 
конкретного вида кодовых слов, что существен-
но ограничивает возможности эвристического по-
иска подходящих внутренних кодов в совокупно-
сти с префиксом и постфиксом. В этом плане при 
анализе помехоустойчивости конкретных кон-
струкций более приемлемым может оказаться ис-
пользование подходящей верхней границы для 
вероятности  P(v v), например границы Чер-
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нова. Применя я границу Чернова для правой ча-
сти формулы (11), получаем следующую оценку 
сверху для попарной вероятности: 
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(12)

где усреднение E[∙] производится по случайному 
вектору r при передаваемом кодовом слове v;  — 
параметр Чернова, 0 <  < 1; величина (v, v, ) 
в показателе экспоненты, определяемая как 
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представляет собой -скошенное расстояние 
Бхаттачария между условными плотностями 
вектора r, соответствующими кодовым словам v 
и v: 
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Принимая во внимание, что корреляцион-
ная матрица Kv вектора r при передаваемом 
кодовом слове v  может быть представлена как 
Kv= Hv + I, где матрица  E vH ss v  есть 
корреляционная матрица вектора 

1

1 2
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    s

-скошенное расстояние Бхаттачария (13) можно 
представить в виде
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Введем вели чину dB(v, v), определяемую как 
0 1   ( , ) max lim ( , , ).

bBd      v v v v  Из (15) 
следует, что 
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Очевидно, что d B(v, v) <  для любой пары 
кодовых слов (v, v). Можно полагать, что при 

слабом шуме в первом приближении в качестве 
подходящего критерия качества внутреннего ко-
да V (в сочетании, конечно, с префиксом и пост-
фиксом) можно рассматривать миним альное 
расстояние Бхаттачария dB, определяемое как 

 ,min ( , ).B V Bd d  v v v v
Декодирование внешнего кода C, как отмеча-

лось выше, выполняется алгебраическим деко-
дером, позволяющим исправить ошибки крат-
ностью до половины минимального расстояния. 
Будем полагать, что глубина перемежения при 
передаче последовательности подблоков b1, …, 
bn имеет порядок, примерно равный величине 
1/(fdT). При такой глубине перемежения прак-
тически исключается пакетирование ошибок на 
входе декодера внешнего кода C, поэтому вероят-
ность ошибки декодирования на бит на выходе 
внешнего декодера оценивается стандартным 
выражением
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    (16) 

где n есть длина внешнего кода C; t — макси-
мальное число ошибок, исправляемых кодом C. 

Примеры конструкций 
и численные результаты

Выбор внутренних кодов для рассматривае-
мого сценария передач и в существенной степени 
определяется следующими двумя факторами. 
Во-первых, величин ой нормализованного (отно-
сительно тактовой частоты 1/T) максимального 
допплеровского рассеяния в канале fd, определяю-
щей значение коэффициента корреляции  и, сле-
довательно, глубину памяти в модели канала (3). 
В типичных беспроводных каналах сантиметро-
вого и миллиметрового диапазонов максималь-
ное допплеровское рассеяние fd может прини-
мать значения от несколь ких герц до нескольких 
килогерц в зависимости от несущей частоты и 
скорости движения пользователей, а занима-
емая полоса частот в узкополосных системах 
с одночастотной передачей варьируется от сотни 
к илогерц до нескольких мегагерц. Поэтому ве-
личина нормализованного максимального доп-
плеровского рассеяния в канале fdT может нахо-
диться в пределах от ~10–5 до ~10–1. Это означа-
ет наличие весьма сильной памяти в канале, т. е. 
параметр  в (6), характеризующий силу памяти, 
может принимать значения в интервале от ~0,9 
до  величины, очень близкой к 1. 
Второй фактор — наличие многолучевости 

в канале. Влияние этого фактора на выбор кода 
характеризуется тем, что для любых слов v и v 
внутреннего кода матрицы Kv и Kv, определяю-
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щие попарную вероятность P(v v), представ-
ляют собой линейные комбинации, состоящие из 
L матричных слагаемых. Поэтому для обеспече-
ния «хорошего» различения матриц Kv и Kv сле-
дует обеспечить «хорошее» попарное различение 
всех соответствующих слагаемых в этих линей-
ных комбинациях (например, посредством уве-
личения длины префикса s). 
Очевидно, что с учетом указанных факторов: 

1) подходящие внутренние коды должны быть 
весьма короткими; 2) традиционные подходы 
к выбору кодов над кольцом Zq целых чисел по 

модулю q, основанные на рассмотрении метрик 
Хэмминга и Ли либо евклидовой метрики, для 
рассматриваемого сценария передачи не явля-
ются рациональными. Одним из возможных 
подходов в такой ситуации (с учетом того, что 
декодирование внутреннего кода выполняется 
перебором по всем 2K словам) является эври-
стический поиск подходящих, в смысле мини-
мального расстояния Бхаттачария dB, коротких 
кодов посредством направленного перебора. 
В табл. 1 и 2 приведены примеры коротких вну-
тренних кодов для однолучевого и двухлучевого 

  Таблица 1. Параметры внутреннего кода для однолучевого канала
  Table 1. Inner code parameters for one-path channel

Код q K Префикс a1

Код V
Постфикс 

z1

Скорость 
Rin

Минимальное 
расстояние dB при

Порождающая 
матрица кода 0V V

Образующие 
смежных классов

 = 0,9  = 0,9999

#1.1 2 1 0 (1) – – 1/2 1,7 8,5

#1.2 2 2 – 011
110
 
 
 

– – 2/3 1,7 8,5

#1.3 2 3 – 0111
0011
1011

 
 
 
 
 

– – 3/4 1,7 8,5

#1.4 4 2 0 (1) – – 1,0 1,1 7,8

#1.5 4 4 – (012) (101)
(203)
(300)

– 4/3 1,1 7,8

#1.6 8 3 – (1) – – 1,5 0,5 6,6

  Таблица 2. Параметры внутреннего кода для двухлучевого канала с равными интенсивностями лучей
  Table 2. Inner code parameters for two-path channel with the equal path intensities

Код q K
Префикс

a1 a2

Код V
Постфикс

z1

Скорость 
Rin

Минимальное 
расстояние dB при

Порождающая 
матрица кода 0V V

Образующие 
смежных классов

 = 0,9  = 0,9999

#2.1 2 1 0 1 (1) – 0 1/4 2,2 15,3

#2.2 2 2 0 1 01
10
 
 
 

– 0 2/5 2,3 15,3

#2.3 2 3 0 1 001
010
100

 
 
 
 
 

– 0 1/2 2,7 16,0

#2.4 4 2 0 2 (1) – 0 1/2 2,1 14,6

#2.5 4 4 0 2 (01) (1 0)
(2 0)
(3 0)

0 4/5 2,1 14,6

#2.6 8 3 0 4 (1) – 0 3/4 2,0 13,4
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каналов. Каждый внутренний код V в таблица х 
является либо линейным кодом над кольцом 
Zq, либо объединением нескольких смежных 
классов линейного подкода V0 Ì V, включая сам 
подкод V0. Значения минимального расстояния 
Бхаттачария dB приведены в таблицах для двух 
значений параметра  (0,9 и 0,9999) для иллю-
страции существенного влияния значения этого 
параметра на величину dB.
В качестве внешних кодов при рассмотрении 

примеров конкретных конструкций были выбра-
ны коды Боуза — Чоудхури — Хоквингема (ко-
ды БЧХ),  которые являются одним из основных 
кандидатов для внешней ступени кодирования 
(при умеренной длине внешнего кода) благодаря 
приемлемой сложности реализации и хорошим 
обменным соотношениям между скоростью и 
числом исправляемых ошибок [33, 34]. Во многих 
случаях при умеренных длинах коды БЧХ ока-
зываются лучшими линейными кодами; кроме 
того, для кодов БЧХ несложным образом могут 
быть получены весьма точные оценки помехо-
устойчивости. Для четыре х значений требуе мой 
скорости в однолучевом канале (0,25, 0,5, 0,75 
и 1,0 бит/символ) и для двух значений требу-
емой скорости в двухлучевом канале (0,25 и 
0,5 бит/символ) были сформированы соотве т-
ствующие наборы вариантов конструкций с вну-
тренними кодами, приведенными в табл. 1 и 2, 
и внешними кодами БЧХ. Для примера в табл. 3 
приведены рассмотренные наборы вариантов 
при требуемой скорости R = 0,5 бит/символ. 
Анализ помехоустойчивости рассмо тренных 

вариантов кодов-произведений показал следу-
ющее. Для однолучевого канала при тр ебуемых 
скоростях R=0,25 бит/символ и R=0,5 бит/сим-
вол наименьшая вероятность ошибки достига-
ется при использовании внутреннего кода #1.4; 
 при требуемых скоростях R=0,75 бит/символ и 
R=1,0 бит/символ предпочтительными оказы-
ваются варианты с внутренними кодами #1.5 и 

#1.6 соотве тственно. Для двухлучевого канала 
с равными интенсивностями лучей при требуе-
мой скорости R=0,25 бит/символ наименьшая 
вероятность ошибки достигается при исполь-
зовании внутреннего кода #2.2; при требуемой 
скорости R=0,5 бит/символ предпочтительным 
оказывается вариант с внутренним кодом #2.5. 
Важно отметить, что с увеличением требуемой 
скорости передачи и (или) величины L более 
предпочтительными оказываются коды с боль-
шим значением модуля q кольца Zq. 
Графики зависимости вероятности ошибки 

( ) ,out
bP  вычисленной по формулам (16), (10) и (14), 
от отношения сигнал/шум на бит b для лучших 
вариантов при различных значениях парамет-
ра  приведены на рис. 1  для однолучевого ка-
нала и на рис. 2 для двухлучевого канала. Кроме 
того, показаны оценки вероятности ошибки де-
кодирования внутреннего кода, полученные пу-
тем имитационного моделирования. 
Графики позволяют сделать следующие вы-

воды. 
1. С возрастанием величины параметра  (т. е. 

уменьшением величины нормализованного мак-
симального допплеровского рассеяния в кана-
ле fdT) вероятность ошибочного декодирования 

( )out
bP  снижается; при этом значение  = 0 ,9999 

(что соответствует fdT  3 ∙ 10–3) можно рассмат-
ривать как пороговое, так как при возраста-
нии сверх 0,9999 в ероятность ошибки снижает-
ся незначительно, тогда как при снижении  до 
величины 0,999 вероятность ошибки резко воз-
растает. 

2. При фиксированной вероятности ошибки 
порядка 10–5…10–6 увеличение скорости пере-
дачи с 0,25 до 0,5 бит/символ в однолучевом ка-
нале сопровождается дополнительными энерге-
тическими затратами около 1,5 дБ; дальнейшее 
увеличение скорости вдвое, до 1,0 бит/символ, 
требует около 3 дБ. При передаче в двухлучевом 
канале увеличение скорости передачи с 0,25 до 

  Таблица 3. Параметры вариантов конструкций при требуемой скорости R = 0,5 бит/символ
  Table 3. Parameters of the code construction for rate R = 0.5 bit/symbol

L q
 Внутренний код Внешний код Фактическая скорость R, 

бит/символНомер Rin БЧХ Rout

1 2 1.2 2/3 (127,92) 0,724 0,483

1.2 2/3 (127,99) 0,780 0,520

1.3 3/4 (127,85) 0,669 0,502

4 1.4 1,0 (127,64) 0,504 0,504

1.5 4/3 (127,50) 0,394 0,525

8 1.6 1,5 (127,43) 0,338 0,507

2 4 2.5 4/5 (127,78) 0,614 0,491

8 2.6 3/4 (127,85) 0,6693 0,502
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0,5 бит/символ требует меньших энергетических 
затрат — около 0,5 дБ.

3. Представленные коды для двухлучево-
го канала со скоростями 0,25 и 0,5 бит/символ 

обеспечивают при декодировании внутреннего 
кода по максимуму правдоподобия реализа-
цию внутреннего разнесения в канале (inner 
diversity of the channel), что выражается появ-

  Рис. 1. Зависимости вероятности ошибки ( )in
bP  и ( )out

bP  от отношения сигнал/шум на бит b для однолучевого ка-
нала

  Fig. 1. Error probabilities ( )in
bP  and ( )out

bP  as functions of signal-to-noise ratio per bit b for the one-path channel
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лением существенного энергетического выиг-
рыша — порядка 5 дБ при вероятности ошибки 
10–5…10–6. 

Заключение

В настоящей работе представлена и про-
анализирована кодовая конструкция в виде ко-
да-произведения, предназначенного для одно-
частотной передачи с использованием фазовой 
модуляции по многолучевому каналу с коррели-
рованными замираниями при отсутствии оценок 
текущих параметров канала. Внешний код кода-
произведения является линейным двоичным ко-
дом, декодирование которого выполняется алге-
браическим декодером, позволяющим исправить 
ошибки кратностью до половины минимального 
расстояния. Внутренний код строится над коль-
цом Zq целых чисел по модулю q и может снаб-
жаться двумя дополнительными фиксирован-
ными последовательностями — префиксом и 
постфиксом. В силу отсутствия оценок текущих 
параметров канала для декодирования внутрен-
него кода применяется полуслепой вариант де-
кодирования по максимуму правдоподобия с ис-
пользованием мягких решений. 

Приведено описание процедуры полуслепо-
го декодирования по максимуму правдоподобия 
внутреннего кода и выполнен анализ помехо-
устойчивости предложенной конструкции кода-
произведения. 
Проведенный анализ показал, что вероят-

ность ошибки на выходе декодера внутреннего 
кода в существенной степени определяется дву-
мя факторами: характерной для рассматривае-
мого сценария передачи весьма сильной памя-
тью в канале, поэтому подходящие внутренние 
коды должны быть весьма короткими, и нали-
чием многолучевости. Основной характеристи-
кой внутреннего кода, в первом приближении 
определяющей его помехоустойчивость, явля-
ется минимальное расстояние Бхаттачария. 
Сравнительный анализ предложенных конкрет-
ных конструкций с короткими внутренними ко-
дами показал, что: а) с увеличением требуемой 
скорости передачи и (или) числа лучей более 
предпочтительными оказываются коды с боль-
шим значением модуля q кольца Zq; б) можно 
указать пороговые величины нормализованно-
го максимального допплеровского рассеяния 
в канале fdT, при превышении которых веро-
ятность ошибки начинает резко возрастать; 
в) представленные коды для двухлучевого канала 

  Рис. 2. Зависимости вероятностей ошибки ( )in
bP  и ( )out

bP  от отношения сигнал/шум на бит b для двухлучевого 
канала

  Fig. 2. Error probabilities ( )in
bP  and ( )out

bP  as functions of signal-to-noise ratio per bit b for the two-path channel
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позволяют реализовать внутрен нее разнесение, 
присущее многолучевому каналу. Отметим, что 
стандартный подход к реализации внутреннего 
разнесения базируется на использовании широ-
кополосных сигналов для разделения лучей. 
Одним из основных инструментов при вы-

полнении анализа помехоустойчивости предло-
женной конструкции кода-произведения было 
использование границы Чернова, что позволило 
получить верхнюю границу вероятности ошиб-

ки в замкнутой форме. Вместе с тем, учитывая, 
что точность границы Чернова и (или) ее моди-
фикаций во многих ситуациях оказывается не-
высокой, представляется важным получение для 
рассматриваемого сценария передачи точных 
значений попарной вероятности ошибки, вы-
числяемых с применением подхода, развитого 
в работах [35, 36], на основе аппарата характери-
стических функций логарифма отношения прав-
доподобия.
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Introduction: Design of codes for single-carrier transmission based on product codes with relatively simple internal codes that provide 
an acceptable error probability in a multipath fading channel with no channel parameter estimates in the receiver is of considerable 
interest for developing spectrally efficient methods for reliable transmission in channels with random, rapidly changing parameters. 
Purpose:  To develop product codes with semi-blind decoding for single-carrier transmission in a multipath fading channel and analyze 
their performance. Results: We propose a formal description of single-carrier transmission with PSK modulation in a multipath fading 
channel, as well as a product code exploiting a semi-blind procedure for decoding the inner code. We describe semi-blind maximum 
likelihood soft-decision decoding of the inner code, carry out the performance analysis of the proposed design and present examples of 
specific designs of product codes for one- and two-path channels, various transmission rates and the values for the channel parameters. We 
demonstrate that the proposed codes with semi-blind decoding ensure the implementation of the internal diversity inherent in a multipath 
channel, which is expressed in significant energy gain. Practical relevance: The proposed design of a product code with semi-blind 
decoding efficiently integrates the error-correcting coding with the channel parameter estimation and has moderate complexity, which 
is of practical interest for the transmission in channels with random, rapidly changing parameters. The flexibility of the design makes it 
possible to adapt it to the transmission rate, number of paths, and maximum Doppler spread. The performance analysis provides a wide 
range of possible trade-offs between transmission rate, error probability, implementation complexity, and channel parameter values, 
which can help to rationally select key system parameters.
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