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В ведение: структурированные ортогональные и квазиортогональные матрицы cǡдвумя значениями элементов как матема-
тические объекты получили широкое распространение вǡрешении технических задач обработки и передачи информации. При 
этом поиск и вычисление квазиортогональных матриц на порядках, равных произведению простых чисел-близнецов, являются 
трудоемкими задачами, которые требуют особого подхода. Цель: разработать метод вычисления циклических квазиортого-
нальных матриц, существующих на порядках произведений простых чисел-близнецов. Результаты: анализ известных методов 
поиска и вычисления квазиортогональных матриц циклической структуры сǡдвумя значениями элементов {1, –b}, существую-
щих на порядках произведений простых чисел-близнецов, выявил их ограничения либо при вычислении элемента b, либо при 
поиске первой строки матрицы. Предложен метод вычисления матриц, основанный на аналитических зависимостях значения 
элемента b от порядка матрицы, что вǡсравнении сǡизвестными методами заметно снижает время расчета и открывает воз-
можности эффективного вычисления матриц высоких порядков. Полученные при помощи предлагаемого метода матрицы при 
сохранении циклической структуры отличны от найденных ранее матриц целочисленным значением весовой функции, а также 
значениями элемента b, что открывает возможность дальнейших исследований по поиску подобных матриц на уже известных 
порядках существования матриц Мерсенна. Практическая значимость: полученные при помощи предлагаемого метода матри-
цы, являясь ядром матриц Адамара, позволяют пополнить базу матриц сǡдвумя значениями элементов для задач обработки 
информации и получения кодовых последовательностей сǡхорошими корреляционными свойствами.

Ключевые слова — ортогональные преобразования, матрицы Адамара, матрицы Мерсенна, симметрии матриц, цикличе-
ские матрицы, простые числа-близнецы.
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Введение

О ртогональные (квазиортогональные) ма-
трицы как математические объекты получили 
широкое распространение при решении техни-
ческих задач обработки и передачи информации 
[1–12], среди которых задачи помехоустойчивого 
кодирования [2–4], обеспечения конфиденциаль-
ности данных в незащищенных коммуникациях 
[3, 4], синтеза кодовых последовательностей [5–
9] и др. 
Н аибольший интерес для практического при-

менения представляют матрицы симметричной 
или циклической структуры с двумя значениями 
элементов (уровнями), позволяющие оптимизи-
ровать объем памяти, используемый для гене-
рации и хранения, а также структурировать вы-
числения с ними [13–15]. 
Это матрицы Адамара Hn [1] и Мерсенна Mn 

[16] c двумя значениями уровней {1, –1} и {1, –b} 

соответственно, для которых справедливы сле-
дующие квадратичные условия связи:

 
T ;n n nH H I   (1)

  T ,n n n M M I   (2)

где n — порядок матрицы, а (n) — ее вес [16].
Сегодня матрицы Адамара и Мерсенна явля-

ются не просто объектом теоретических исследо-
ваний, как существующие на соседних порядках 
n = 4t и n = 4t – 1 соответственно, где t — на-
туральное число, но и основой пополнения биб-
лиотеки матриц, способствующей расширению 
круга и размера задач с ортогональными преоб-
разованиями.
Взаимосвязи матриц Мерсенна и Адамара по-

зволяют легко получать различные конструкции 
последних, например симметричную [16, 17] или 
в форме циклического «ядра» с окаймлением [18]. 
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Для иллюстрации указанных взаимосвязей бу-
дет удобно воспользоваться графическим пред-
ставлением матриц в виде так называемых «пор-
третов». Установим, что на всех рисунках в рам-
ках настоящей статьи, где будут представлены 
портреты, черным квадратам будут соответство-
вать уровни матрицы –1 или –b, а белым квадра-
там — уровень 1.
В качестве примера рассмотрим рис. 1, на ко-

тором изображены две матрицы Мерсенна один-
надцатого порядка симметричной (рис. 1, а) и 
циклической (рис. 1, в) структуры. Связанные 
с ними нормализованные матрицы Адамара две-
надцатого порядка (рис. 1, б и г соответственно) 
получаются путем округления уровня –b до –1, 
инверсией элементов матрицы и добавлением 
«каймы» в виде первой строки и первого столбца, 
состоящей из единиц. 
Выполнение данной цепочки действий в об-

ратном порядке позволяет получить исходные 
матрицы Мерсенна [16].
Таким образом, нахождение новых матриц, 

существующих на соседних порядках, открыва-
ет возможность расширить набор матриц для ис-
пользования в ортогональных преобразованиях 
[19].
Для поиска квазиортогональных матриц 

в настоящее время применяются различные 

методы, например модифицированные мето-
ды Сильвестра, Пэли или Скарпи, методы, ис-
пользующие вычисления в полях Галуа, метод 
Секереша или классические комбинаторные ме-
тоды [16].
Однако обособленно стоит случай, при кото-

ром порядок матрицы равен произведению про-
стых чисел-близнецов n = p(p + 2), поскольку 
итерационный алгоритм в данном случае не-
применим, а поля Галуа такого размера нет [16]. 
Целью настоящей работы является  разработка 
метода вычисления циклических квазиортого-
нальных матриц, существующих на порядках 
произведений простых чисел-близнецов.

Методы вычисления 
квазиортогональных матриц

Известен метод вычисления матриц Мерсенна 
на основе использования динамических си-
стем, описанный в работе [16, с. 179]. Авторами 
отмечается: «Можно вычислить p значений 
xk mod(n) и q – p значений yk mod(n) с основани-
ями x = y mod(p), x = 0 mod(p + 2), где y — при-
митивный элемент групп GF(p) и GF(p + 2), 
q = (n – 1)/2. Примитивный элемент — это любой 
элемент, показательная функция от которого об-
ходит всю группу…» Элемент b в данном случае 
вычисляется как  .t t t

 
 

В более поздней работе [18] предложен аль-
тернативный метод, при котором генерация пер-
вой строки циклической квазиортогональной 
матрицы с элементами {1, –b} осуществляется на 
основе последовательностей Якоби — одного из 
известных циклических разностных множеств 
Адамара. 
Генерация происходит в соответствии со сле-

дующим правилом:

1  если 0  
1  если 0   0  
1  если 0   0  

 если 0   0  
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где zN — элемент первой строки; q = (p + 2); 
N
p
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 — символы Лежандра, а 
N N N
pq p q

    
    

    
 — 

символ Якоби [18].
Пример. Рассмотрим данный метод на при-

мере вычисления матрицы порядка 15 для p = 3 
и q = 5. После проведения несложных вычис-
лений для каждого элемента получим, что ква-
дратичными вычетами являются следующие 
элементы:

а) 

в) 

б) 

г) 

  Рис. 1. Иллюстрация взаимосвязей между матрица-
ми на соседних порядках: а — портрет матрицы M11 
симметричной конструкции; б — портрет матрицы H12 
симметричной конструкции; в — портрет матрицы M11 
циклической конструкции; г — портрет матрицы H12 
конструкции «ядро» с окаймлением

  Fig. 1. Illustration of relationships between matrices 
on neighboring orders: а — portrait of symmetric matrix 
M11; б — portrait of symmetric matrix H12; в — portrait of 
circulant matrix M11; г — portrait of “core” with border 
design matrix H12
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Соответственно, последовательность Якоби 
будет записана как z = {1, 1, 1, –1, 1, 1, –1, –1, 1, 
–1, 1, –1, –1, –1, –1}.
Вычисление элемента b квазиортогональной 

матрицы для замены элементов со значением –1 
в полученной последовательности происходит 
в соответствии с алгоритмом [18], структурная 
схема которого представлена на рис. 2.
В качестве примера на рис. 3 приведены 

портреты вычисленных с использованием ме-
тодов из работ [16] и [18] циклических квазиор-
тогональных матриц порядка 15.
Декомпозиция двух представленных мето-

дов показывает, что процесс получения ква-
зиортогональных матриц  можно разделить на 
два этапа: на первом этапе задается структура 
циклической матрицы путем генерации первой 
строки, а на втором вычисляется значение эле-
мента b. 
Таким образом, первый из рассмотренных 

методов вычисления матриц [16] имеет сложный 
этап генерации первой строки, что компенсиру-
ется простотой вычисления элемента b. Во вто-
ром методе [18], наоборот, при простоте методики 
генерации первой строки значительно возраста-
ет сложность вычисления элемента b в символь-

ном виде. Таким образом, можно сказать, что при 
невозможности модифицировать процесс гене-
рации первой строки для достижения поставлен-
ной цели целесообразно проанализировать спо-
собы ускорения вычисления элемента b.

Метод вычисления квазиортогональных 
матриц на порядках, равных 
произведению простых чисел-близнецов 

В работе [18] анализировались корреляци-
онные свойства модифицированных кодовых 
последовательностей, основанных на строках 
циклических квазиортогональных матриц. 
Следует отметить, что именно длинные кодовые 
последовательности обеспечивают повышение 
помехоустойчивости и улучшение энергетиче-
ских характеристик при их использовании, на-
пример, в системах радиолокации и связи [20, 
21]. Таким образом, необходимо вычислять ма-

  Рис. 3. Портреты циклических квазиортогональных 
матриц порядка 15, вычисленных на основе метода из 
работы [16] (а) и [18] (б)

  Fig. 3. Portraits of cyclic quasi-orthogonal matrices of 
order 15, calculated based on the method from [16] (a) and 
[18] (б)

а) б) 

  Рис. 2. Структурная схема метода вычисления элемента b 
  Fig. 2. Structural diagram of the way for calculating element b
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трицы высоких порядков, обязательность вычис-
лений в символьном виде значительно замедляет 
этот процесс. 
Например, для пары p = 29 и q = 31 вычис-

ление элемента b на ПК с Intel Core I7-10510U и 
16 ГБ оперативной памяти заняло более часа.
Напомним, что уравнение связи для квази-

ортогональных матриц Мерсенна записывается 
как (2) и вес (n) является функцией от поряд-
ка матрицы. Ниже приводится впервые выяв-
ленная взаимосвязь, позволяющая существенно 
ускорить получение матриц. Она состоит в том, 
что значение веса для нескольких первых поряд-
ков, найденных при помощи метода вычисления 
матриц из [18], равно квадрату меньшего просто-
го числа-близнеца:

T

T

T

3  5 9

5  7 25

11  13 121

, : ;
, : ;
, : .

n n

n n

n n

p q

p q

p q

  

  

  

M M I

M M I

M M I

Таким образом, можно предположить, что для 
указанных циклических квазиортогональных 
матриц вес (n) = p2. Тогда, используя данный 
вес, можно вывести аналитическое выражение 
для элемента b через порядок и значение поло-
жительного элемента а, не всегда равного 1, а 
именно:

   2 2
2 1 1

2
,

n a n b
p

  


где в числителе учтен тот факт, что количество 
отрицательных элементов на единицу больше 
числа положительных элементов в строке матри-
цы [16]. 
Обозначив порядок ближайшей матрицы 

Адамара как h = n + 1, получим аналитическое 
выражение для расчета элемента b:

   2 2
2 1 1 1 1

2
;

n a n b
p

    


  2 2
2 2

2
;

h a hb
p

 


   

 2 22 2
.

p h a
b

h

 
   (4)

Для демонстрации возможности вычисления 
элемента b по выражению (4) сравним предлага-
емый метод решения с изложенным в работе [18] 
(см. рис. 2). 
Значения вычисленных и округленных до 

четвертого знака после запятой элементов b при 
а = 1 для различных порядков, а также затра-
ченное время  представлены в табл. 1. 

Таким образом, предлагаемый метод вычис-
ления двухуровневых квазиортогональных ма-
триц, существующих на порядках простых чи-
сел-близнецов, предполагает генерацию первой 
строки матрицы по правилу (3) с последующей 
заменой элементов со значением –1 на значение 
–b, где b вычисляется по выражению (4). 
Сама матрица формируется циклическим 

сдвигом вправо первой строки. Отметим, что 
процесс формирования первой строки можно за-
менить на операцию чтения из памяти, посколь-
ку первые строки матриц представляют собой 
известные кодовые последовательности Якоби.
Следует отметить, что предлагаемый метод 

вычисления не ограничивается порядком 3599. 
Авторами последовательно были вычислены ма-
трицы до пары p = 179, q = 181 включительно, 
что соответствует порядку 32 399, однако пред-
лагаемый метод позволяет вычислить матрицы 
на всех остальных порядках, равных произ-
ведению простых чисел-близнецов. Последнее 
утверждение обосновывается детерминирован-
ностью процедур нахождения первой строки ма-
трицы и вычисления элемента b.
Сравнив получаемые при помощи двух раз-

ных методов матрицы порядка 15, представлен-
ные на рис. 3, можно заметить, что их структуры 
схожи. Однако у матриц, формируемых методом 
из работы [16], количество отрицательных эле-
ментов на единицу меньше количества поло-
жительных элементов. У матриц, вычисляемых 
предлагаемым методом, отрицательных эле-
ментов на единицу больше числа положитель-
ных элементов. Сравнение матриц приведено 
в табл. 2.
Сравнение параметров матриц из табл. 2 пока-

зывает, что, хотя матрицы, формируемые пред-
лагаемым методом, не достигают локального 
максимума детерминанта, они также являются 

  Таблица 1. Сравнение скорости вычисления матриц
  Table 1. Comparison of matrix calculation speed

Простые 
числа-
близнецы

Порядок 
матрицы

Пара-
метр

Подход 
из [18]

Предлага-
емый 
метод

p = 17, 
q = 19 323

b 0,8889 0,8889

, c 256,56 0,02

p = 29, 
q = 31 899

b 0,9333 0,9333

, c 4535,77 0,02

p = 41, 
q = 43 1763

b 0,9524 0,9524

, c 25 140,86 0,02

p = 59, 
q = 61 3599

b 0,9667 0,9667

, c 219 600,57 0,06
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ядром матриц Адамара и у них значение весовой 
функции (n) = p2 или (n) = n – 2p также цело-
численное, как и у матриц Адамара с (n) = n.

Заключение

 Поиск квазиортогональных матриц на поряд-
ках, равных произведению простых чисел-близ-
нецов, не может быть осуществлен распростра-
ненными методами и требует особого подхода. 
Проведенный анализ известных методов вычис-
ления подобных матриц показал ограниченную 
применимость метода с использованием динами-
ческих систем.
Предложенный в работе метод по сравнению 

с прототипом имеет лучшие показатели не толь-
ко по времени, но и по возможности вычисления 
матриц высоких порядков. Дополнительно от-
крывается возможность находить матрицы не 
только с элементами {1, –b}, но и с элементами 
{a, –b}, что позволит значительно пополнить базу 
двухуровневых матриц для задач обработки ин-
формации и получения кодовых последователь-
ностей.
Значимым результатом является то, что по-

лучаемые при помощи предлагаемого метода 

матрицы при сохранении циклической структу-
ры отличаются от известных матриц Мерсенна 
целочисленным значением весовой функции и 
значением элемента b. Этот результат открывает 
возможность дальнейших исследований резуль-
татов поиска подобных матриц на уже известных 
порядках Мерсенна.
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  Таблица 2. Сравнение вычисленных квазиортогональных матриц
  Table 2. Comparison of computed quasi-orthogonal matrices

Предмет сравнения Подход из [16] Предлагаемый метод

Структура матрицы Циклическая Циклическая

Выражение для расчета b  b t t t   2 22 2p h a
b

h

 


Весовая функция (n)    2 21 1

2

n a n b   p2

Ядро матрицы Адамара Да Да

Локальный максимум детерминанта + –
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Introduction: Structured orthogonal and quasi-orthogonal matrices with a small number of levels have become widely used 
as mathematical objects in solving technical problems of information processing and transmitting. At the same time, the search and 
calculation of quasi-orthogonal matrices at orders equal to the product of twin primes are a labor-intensive task that cannot be carried out 
by common methods and requires a special approach. Purpose: To develop a method for calculating cyclic quasi-orthogonal matrices that 
exist on orders of products of twin prime numbers. Results: We carry out the analysis of the known methods for the search and calculation 
of quasi-orthogonal matrices of cyclic structure with two values of levels {1, –b}, existing on orders equal to the product of twin primes. 
We reveal their limitations with this analysis. We propose a method for calculating matrices based on analytical dependencies of the value 
of the element b on the order of the matrix, which, in comparison with the known methods, significantly reduces the calculation time and 
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makes it possible to efficiently calculate high-order matrices. Matrices obtained with the use of the proposed method, while preserving 
the cyclic structure, differ from the previously found matrices by the integer value of the weight function, as well as by the values of the 
element b, which opens up the possibility of further research on searching for similar matrices on already known orders of existence of 
Mersenne matrices. Practical relevance: The matrices obtained with the use of the proposed method, being the core of the Hadamard 
matrices, make it possible to replenish the base of two-level matrices for the tasks of data processing and for obtaining code sequences with 
good correlation properties.

Keywords — orthogonal transformation, Hadamard matrices, Mersenne matrices, matrix symmetries, cyclic matrices, twin primes.
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