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Введение: матричные вычисления, являясь структурированными и простыми, применяются вǡразличных задачах и техни-
ческих системах, включая криптографические, телекоммуникационные и др. Особый интерес для практического применения 
представляют ортогональные матрицы Адамара и конференц-матрицы Белевича сǡразличными симметриями, исследование 
которых редко распространяется на их блочные структуры. Цель: показать способы получения симметричных матриц семей-
ства Адамара бициклических структур сǡокаймлением, понимая симметрию вǡшироком смысле, включая кососимметрию и 
двоякосимметрию. Результаты: выявлены взаимосвязь симметрий бициклических матриц сǡкаймой сǡих порядками, равными 
простым числам и степеням простых чисел, а также способы их получения на основе симметричных и кососимметричных 
блоков, позволяющие расширить представительство матриц на указанных порядках и возможность их выбора для конкрет-
ного применения. Обсуждение: симметрия вǡортогональных матрицах представляет собой малоизученное явление, особенно 
для блочных структур таких матриц, хотя имеет существенное значение для их практических применений. Интерес вызывает 
исследование условий существования бициклических ортогональных матриц сǡкаймой (двойной каймой), состоящих из пары 
циклических блоковǡ— кососимметричного и симметричного.
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Введение

Ортогональные матрицы с ограниченным чис-
лом целочисленных значений элементов привле-
кают внимание разработчиков методов и средств, 
широко используемых, например, в каналах от-
крытых коммуникационных систем для помехо-
защищенного и помехоустойчивого преобразо-
вания данных [1], при формировании преамбул 
сообщений, передаваемых по каналам связи [2], 
в кодировании [3], криптографии [4] и др.
Такими матрицами являются квадратные ор-

тогональные матрицы Адамара Н с элементами 
{1, –1}, существующие на четных порядках n, для 
которых справедливо HTH = nI [5]. Здесь n = 4t, 
где t — натуральное число, а I — единичная ма-
трица. На четных порядках n = 4t – 2 существу-
ют матрицы Белевича С с элементами {1, 0, –1} 
[6, 7]. 
Большой научный и практический интерес 

представляют для указанных задач такие ма-
трицы с симметричными структурами или сим-
метриями в структуре и способы их поиска либо 
конструирования.

Из линейной алгебры о симметрии квадрат-
ных матриц известно, что: 

—для любой матрицы A матрицы AAT, ATA и 
A + AT являются симметричными;

—для любых матриц A и B произведение 
АВ — симметричная матрица, если справедливо 
AB = BA.
Однако приведенные действия даже с ор-

тогональными матрицами А и В не могут быть 
использованы для поиска симметричных орто-
гональных матриц Н, поскольку при их выпол-
нении результирующая симметричная матрица 
теряет ортогональность.
Теория матриц семейства Адамара в послед-

нее время значительно расширилась представ-
лениями о связях порядков их существования 
с числовыми последовательностями и симметри-
ей структур [8, 9].
Симметрия — это свойство, известное лишь 

отчасти в отношении ортогональных матриц, 
поэтому цель статьи — дать о них представле-
ние, сформированное относительно недавно, и 
показать метод формирования матриц с симме-
триями на основе бициклических структур (би-
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циклов), понимая симметрию в широком смысле: 
это симметрия, кососимметрия [10] и двоякая 
симметрия [6].

Матрицы Одина семейства Адамара

Можно предположить, что симметрия может 
проявляться для матриц Адамара различной 
структуры. Однако здесь ограничимся рассмо-
трением симметричных матриц, получаемых на 
основе циклических структур. 
Поскольку, согласно гипотезе Райзера [11], 

симметричных матриц Адамара циклической 
конструкции выше четвертого порядка нет, то 
будем рассматривать бициклические матри-
цы с каймой [12], построенные на основе двух 
циклических блоков А и В, — матрицы Одина 
[13].
В семействе Адамара есть матрицы, безраз-

личные к простоте числа n – 1, связанного с их 
порядком n = 4t. Вычитание 1 определяет то, что 
свойства матрицы связаны с основой (ядром) [13] 
нечетного порядка и добавленной к ней каймы — 
строки сверху и столбца слева. 
Есть также и зависящие от свойств n – 1 ос-

новы, причем на порядках n = 4t – 2 матрицам 
Адамара противопоставляют матрицы Белевича 
с нулевой диагональю diag{0, 0, 0, … 0} [14]. 
Различие между матрицами Адамара и 

Белевича состоит в том, что последние представ-
лены на обеих последовательностях четных по-
рядков 4t и 4t – 2. Основу матрицы Белевича по-
рядков 4t – 2 можно подать в виде симметричной 
конструкции, состоящей из бицикла с бинарной 
каймой порядка 4t – 3. 
Приведем определения матриц Одина поряд-

ков 4t – 1 и 4t – 3.
«Определение 1. Матрица Одина — это квад-

ратная матрица порядка  4t – 1, являющегося 
простым числом или его степенью, со значени-
ями элементов 1, –b и d = 0 на диагонали, где 

1

2 1
,v

b
v v




 
v = (n – 1)/2 — половина порядка 

матрицы, без учета ее каймы d.
Определение 2. Матрица Одина порядка 

4t – 3, являющегося простым числом или его сте-
пенью, — это квадратная матрица со значени-

ями элементов 1, –b, 
1

1
d

n



 (на диагонали), 

где b = 1 – 2d» [13]. 
Инвариантом матрицы Одина является ма-

трица с равным числом внедиагональных эле-
ментов с одинаковым значением. Такая струк-
тура позволяет с легкостью выделить в каче-
стве первой строки и столбца кайму из элемен-
тов векторов e и –be, где e — единичный вектор 
длины v. 

Матрицы описываются соответственно косо-
симметричной и симметричной структурами:

4 1
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В приведенных выше структурах [•] обо-
значает процедуру замены всех положитель-
ных элементов на 1, а отрицательных — на –b. 
Добавление верхней строки из 1 и левого столб-
ца из –1 к матрице порождает матрицу Белевича 
с элементами –b = –1, d = 0. 
Портрет матрицы Одина порядка 17 пред-

ставлен на рис. 1. Здесь элементы матрицы с от-
рицательными значениями отмечены клетками 
красного цвета, элементы с положительными 
значениями — белого цвета. Диагональные эле-
менты матриц Одина обычно нормируются так, 
чтобы вернуть основе ортогональность, — они 
синего цвета. 
У этой матрицы как основы матрицы Адамара 

есть свойство, позволяющее ее находить. Блок А
бицикла, как видно, симметричен, а блок В — 
почти кососимметричен, т. е. первая строка со-
стоит из инвертированных по знаку и по распо-
ложению элементов [15]. 
Характерно, что этот вид симметрии суще-

ствует только на порядках 4t – 3, на которых есть 
поля Галуа GF(n). Поэтому двоякосимметричные 
матрицы Одина существуют только на порядках, 
равных простым числам и степеням простых чи-
сел. 

 Рис. 1. Портрет матрицы Одина порядка 17 с выде-
ленным блоком А
 Fig. 1. Portrait of Odin matrix of order 17 with a ded-
icated block A
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Известны рудименты в виде симметричных 
в целом матриц С на порядках, равных числам, 
разлагаемым на сумму квадратов двух чисел, 
но при этом они настолько быстро усложня-
ются структурно [16], что их не умеют нахо-
дить (конструировать) уже на порядках 66 и 86. 
Конструкция матрицы Белевича на порядке 46 и 
приемы ее построения оказались неприменимы 
для более высоких порядков.
Все это выделяет двоякосимметричные струк-

туры в особую разновидность, сопровождающую 
простые числа. Разумеется, появления анало-
гичных структур следует ожидать на порядках 
n = 4t – 1, порядках кососимметричных основ ма-
триц Адамара. Портрет такой основы порядка 11 
приведен на рис. 2. 
У этой основы, как видно, блок А бицикла ко-

сосимметричен, блок В — симметричен, дефект 
кососимметрии [15] отсутствует. Это означает, 
что матрица Адамара как результат окаймления 

матрицы Одина порядка 11, портрет которой 
представлен на рис. 3, может быть после соответ-
ствующей перестановки половины ее столбцов 
как кососимметричной, так и симметричной — 
это двоякосимметричная матрица. 
Вычисление элементов матриц Одина не из-

меняется, но если диагональные элементы при-
нимают значение 1, а это возможно только для 
кососимметричных версий, то это квазиортого-
нальные матрицы Мерсенна [6]. 

Матрицы Мерсенна и Эйлера 
семейства Адамара

В отличие от матриц Одина, матрицы 
Мерсенна обладают качеством, резко выделяю-
щим матрицы Адамара, построенные на их осно-
ве. Воспользуемся известными определениями 
матриц Мерсенна и Эйлера.

«Определение 3. Матрица Мерсенна М — 
квадратная матрица порядка n = 4t – 1 со зна-
чениями элементов 1 и b, столбцы которой ор-

тогональны MTM = I, ,t
b

t t




2

2
,p qb

 

p = n 1, q = n + 1 (порядок матрицы Адамара).
Определение 4. Матрица Эйлера E — квад-

ратная матрица порядка n = 4t – 2 со значения-
ми элементов 1, –a, b, –b, столбцы которой ортого-
нальны ETE = I, где b = 1/2 при n = 6, в осталь-

ных случаях
8
8
,q q

b
q





q = n + 2 (порядок 

матрицы Адамара), вес 
    22 2

2

n n b  
 

учитывает, что q/2 элементов каждого столбца 
такой матрицы имеют значения |a| = 1, модули 
остальных элементов равны |b| < 1» [6].
Матрицы Эйлера, как и матрицы Адамара, 

можно вычислять по правилу Сильвестра, ис-
пользуя матрицы Мерсенна вдвое меньшего по-
рядка. Это правило является общим для всех 
адамаровых матриц и представляется в виде 
[16]

2 2

2 2
.n n

n
n n

 
 
  

M M
E

M M

В то же время матрицы Мерсенна связаны 
с матрицами Эйлера дополнением их строкой и 
столбцом (каймой) в виде [5]

1

T
,n

n
 

 
 
 
 

e
M

e E

где  = –a — собственное число, а e — собствен-
ный вектор «сопряженной» матрицы 

 Рис. 3. Портрет матрицы Адамара порядка 12 как 
результат окаймления матрицы Одина порядка 11
 Fig. 3. Portrait of the Hadamard matrix of order 12 as 
a result of adding a border to the Odin matrix of order 11

 Рис. 2. Портрет матрицы Одина порядка 11 с выде-
ленным блоком А
 Fig. 2. Portrait of Odin matrix of order 11 with a ded-
icated block A



ИНФОРМАЦИОННО-УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 1, 2026 5

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА
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блок 2n
M  получается из Мn/2 взаимной за-

меной элементов 1 и –b и пересчетом уровня 
4
4
,q q

b
q





 где q = n + 2 (порядок матрицы 

Адамара). 
Матрицы Адамара являются ограниченно 

возрастающими по сложности матрицами в том 
смысле, что для существования их на любом по-
рядке 4t достаточно платы в виде потери обоих 
видов симметрий двумя блоками ее бицикла. 
Альтернативная формулировка гипотезы 

Адамара выглядит следующим образом: нет та-
кой матрицы Адамара, для которой не нашелся 
бы бицикл Эйлера. Название основы — от осно-
вы, получаемой отделением второй каймы. 
Матрицы Эйлера похож и на матрицы 

Адамара — они существуют на четных порядках 
и также могут быть представлены двумя блока-
ми в виде

2 T T .n n
n

n n

 
    

A B
E

B A

Бицикл Эйлера максимально прост по своей 
конструкции, число положительных элементов 
в его блоках на единицу превышает число отри-
цательных, и это важнейший инвариант матриц 
Адамара после приведения ее к основе удалени-
ем парной каймы и замены элементов.
За этой стойкостью стоит несомненный мате-

матический факт, что если матрицы Одина со-
провождают простые числа и степени простых 
чисел, то матрицы Эйлера сопровождают все, без 
исключения, числа 4t – 1. Для того чтобы не су-
ществовало матрицы Эйлера, надо, чтобы целое 
число не было простым или составным, входя-
щим в эту последовательность. Система целых 
чисел ограничена в своей сложности всего этими 
двумя типами, третьего нет, а матрица Эйлера 
не может то существовать, то не существовать 
по своему усмотрению. Это минимальное дока-
зательство гипотезы Адамара, построенное на 
интерпретации принципа сложности [17]. 
Простые числа неизменно обнаруживаются 

в любом количестве, что доказано еще в антич-
ные времена. Следовательно, число матриц 
Одина бесконечно. Также бесконечно число ма-
триц Эйлера, безразличных к потере свойства 
парной симметрии.
Верхняя строка блока В антисимметрична, 

она инвертирована и меняет знак или же она 
просто симметрична. Это напоминает синусы 

и косинусы. Неудивительно, что обнаруженные 
двоякосимметричные матрицы сопровождают 
порядки, где есть поля Галуа. Ведь функция по-
лей — описывать симметрии. Таким образом, 
у простых чисел и их степеней есть сопровожда-
ющие их матрицы. Причем расчет в сложных по-
лях дает матрицы с тем же узором портрета. Из 
этого можно сделать вывод, что кососимметрич-
но-симметричного решения за пределами этой 
области нет. Нет полей, нет расчета, нет матриц. 
Таким образом, разбор зависимости симме-

трий матрицы Одина от порядка показывает, что 
для n = 4t – 3 матрица является симметричной, 
а для n = 4t – 1 матрица остается симметричной 
или становится кососимметричной. 

Заключение

Кососимметричная форма предпочтительна 
для построения матриц Мерсенна. Но это непол-
ная ее характеристика, поскольку поля связаны 
не с одинарной, а c парной симметрией. Парно-
симметрична также и сама бициклическая ма-
трица Эйлера. У матриц Белевича бицикличе-
ская основа именуется матрицей тени, под этим 
имеется в виду, что это структурная тень самих 
матриц Белевича. 
На основе использования принципа сложно-

сти можно построить вполне состоятельную те-
орию ортогональных матриц, поясняющую при-
чины, по которым некоторые матрицы Белевича 
не найдены и не будут найдены никогда, по-
скольку сложность узора их портретов возраста-
ет по обоим измерениям.
Матрицы Эйлера существуют на более высо-

ких порядках, чем матрицы тени, и их сложность 
одномерна — касается только одного измерения, 
а именно двух верхних строк блоков А и В бици-
клических структур. Если строки двоякосимме-
тричны, их находят полями Галуа [18], в против-
ном случае приходится применять более слож-
ные подходы, основанные на конструировании 
по требованиям дизайна [19]. 
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Introduction: Matrix calculations, being structured and simple, are used in various tasks and technical systems, including 
cryptographic systems, telecommunication ones, etc. Of particular interest for practical application are orthogonal Hadamard matrices 
and Belevich conference matrices with various symmetries, the study of which rarely extends to their block structures. Purpose: To show 
the ways of obtaining symmetric matrices of the Hadamard family of bicyclic  structures with borders , using symmetry in a broad sense, 
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including skew symmetry and dual symmetry. Results: We demonstrate the relationship of symmetries of bicyclic matrices with a border 
with their orders equal to primes and powers of primes. We also show the ways to obtain them based on symmetric and skew-symmetric 
blocks, which allow expanding the representation of matrices on these orders and the possibility of their choice for a specific application. 
Discussion: Symmetry in orthogonal matrices is a little-studied phenomenon, especially for block structures of such matrices, although it 
is essential for their practical matrix applications. It is of interest to study the conditions for the existence of bicyclic orthogonal matrices 
with a border (double border) consisting of a pair of cyclic blocks – skew-symmetric and symmetric ones.

Keywords — orthogonal matrices, bicyclic matrices, symmetry, skew symmetry, two-fold symmetry.
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