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Постановка проблемы: движение многих реальных объектов описывается существенно нелинейными и нестацио-
нарными моделями. Ряд подходов к управлению такими объектами основан на построении внутренней модели неста-
ционарности. Однако параметры модели нестационарности могут меняться в широких пределах, что может привести 
к дополнительным погрешностям. В данной работе предполагается лишь, что скорость изменения параметров объекта 
ограничена, при этом начальная неопределенность может быть достаточно велика. Цель: анализ алгоритмов адаптив-
ного управления нелинейными нестационарными объектами для систем с явной эталонной моделью, синтезированных 
методом скоростного градиента. Результаты: получена оценка предельного отклонения решения замкнутой системы 
от решения эталонной модели. Показано, что при достаточно медленных изменениях параметров и малой начальной 
неопределенности предельная ошибка в системе может быть сделана сколь угодно малой. Рассмотрены системы, по-
строенные на основе как прямого, так и идентификационного подхода. Процедура синтеза адаптивного регулятора и 
анализа синтезированной системы проиллюстрирована примером. Практическая значимость: полученные результаты 
позволяют строить и анализировать широкий класс адаптивных систем с эталонной моделью в нестационарных усло-
виях.
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Введение

Начиная с 1970-х годов Ленинград постепен-
но становился одной из мировых столиц теории 
адаптивных систем. Происходило это благода-
ря активной деятельности признанного лидера 
в этой области, члена-корреспондента РАН, про-
фессора ЛГУ Владимира Андреевича Якубовича. 
Проведение Ленинградских симпозиумов по тео-
рии адаптивных систем в 1972, 1974, 1976, 1979 гг. 
и Всесоюзной конференции по теории адаптивных 
систем и ее применениям в 1982 г. активизировало 
исследования в этой области в вузах города и при-
влекло внимание ведущих ученых СССР к дости-

жениям научной школы В. А. Якубовича и взаи-
модействующих с ней научных школ города. Эти 
результаты были отражены в ряде монографий 
[1–7]. В трудные 1990-е годы научная и публика-
ционная активность снизились, но зато окрепли 
новые международные связи. К началу XXI сто-
летия в науку об адаптивном управлении пришло 
поколение современных ученых, что укрепило 
традиции и авторитет Санкт-Петербургской науч-
ной школы [8–12]. В последние годы новых книг 
по адаптивному управлению появлялось мало, 
что может навести на мысль, что эта область ис-
черпана. Действительно, в отличие от конца про-
шлого века, в веке нынешнем доминировать в те-
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матике автоматического управления стали сете-
вые и многоагентные системы [13]. 

Недавно, однако, стала намечаться тенденция 
к возрождению интереса к адаптивному управ-
лению на основе понимания глубоких связей 
между адаптацией и машинным обучением. Без 
сомнения, машинное обучение является осно-
вой систем искусственного интеллекта. Поэтому 
значительная часть багажа, накопленного за не-
сколько десятилетий, может пригодиться на но-
вом этапе развития науки и технологий, помогая 
оснащать автоматические системы искусствен-
ным интеллектом.

Ничто не исключает необходимость прово-
дить время от времени анализ и обобщение на-
копленных результатов, систематизировать и 
давать новые оценки достижениям и методам 
прошлых лет. Шаг в этом направлении делает-
ся и в данной статье, а именно рассматривается 
общая задача адаптивного управления с эталон-
ной моделью для нестационарных нелинейных 
объектов. Отметим, что, хотя задачи адаптив-
ного управления нелинейными объектами уже 
давно и подробно исследованы [1, 7, 8, 10, 14], 
задачам адаптивного управления нестационар-
ными системами посвящено сравнительно мало 
работ. Например, адаптивному управлению не-
линейными нестационарными системами по со-
стоянию посвящена работа [15], а адаптивному 
управлению с обратной связью по выходу — ра-
боты [16–20]. Однако в работах [15–20] наклады-
ваются достаточно жесткие предположения на 
структуру объекта управления (ОУ) и возмуще-
ний и, кроме того, предполагается, что неизвест-
ные параметры входят в уравнение ОУ линейно. 
В сложных задачах зачастую бывает, что модель 
ОУ параметризована нелинейно. Адаптивному 
управлению нелинейными системами с нелиней-
ной параметризацией посвящены работы [21–25], 
однако в них неизвестные параметры предпола-
гаются постоянными, т. е. ОУ является стацио-
нарным.

В данной статье описывается общая постанов-
ка и основанный на методе скоростного градиен-
та [1, 7, 8] общий подход к решению задач адап-
тивного управления нелинейными нестационар-
ными системами без структурных ограничений 
на вхождение параметров. Для определенности 
в работе рассматриваются адаптивные системы 
с явной эталонной моделью, построенные на ос-
нове прямого и идентификационного подхода 
в достаточно простой ситуации отсутствия воз-
мущений и доступных для измерения состояний 
объекта и эталонной модели.

Важно отметить, что даже в этой ситуации 
нестационарность играет роль возмущения и ос-
ложняет решение задачи, препятствуя достиже-
нию асимптотической устойчивости процессов.

Адаптивное управление 
с эталонной моделью — прямой подход

Рассмотрим ОУ, описываемый уравнениями 
в пространстве состояний

 
   ( ) ( ( ), ( ), ( )) ( ); ( ) ( ),x t F x t u t t f t y t Cx t      (1)

и вспомогательную динамическую систему, на-
зываемую эталонной моделью (ЭМ) и описывае-
мую уравнениями

 
  ( ) ( ( ), ( )); ( ) ( ),M M M M M Mx t F x t r t y t C x t    (2)

где векторы x, xM Rn — состояния ОУ и ЭМ со-
ответственно; u, r Rm — векторы управления и 
задающего воздействия; f Rm — вектор возму-
щающих воздействий; (t)Rm — вектор не-
известных и меняющихся во времени параметров 
ОУ; y, yM Rl — выходы ОУ и ЭМ. Множество  
возможных значений  считается известным и 
ограниченным, и скорость изменения неизвест-
ных параметров тоже считается ограниченной. 
Предполагается также, что решения уравнений 
(1), (2) существуют, при этом решения уравнений 
(2) — ограниченные функции времени.

Требуется определить закон адаптивного 
управления 

 
  ( ) ( ( ), ( ), ( ));u t U y t r t t    (3)

 
  ( ) ( ( ), ( ), ( )),t y t r t t      (4)

не зависящий от (t) и использующий толь-
ко величины, доступные измерению, так, что-
бы движение объекта приближалось с течением 
времени к движению ЭМ, т. е. достигалась цель 
управления

 
( ) ( ) ,Mx t x t    at t   (5)

для (t), где  > 0 — заданная точность; ta — 
время достижения цели. Таким образом, задача по-
строения адаптивной системы состоит в определе-
нии функций U,  таких, что решения дифферен-
циальных уравнений (1), (3), (4) существуют при 
всех t > 0 и удовлетворяют цели управления (5).

Эталонная модель выбирается таким образом, 
чтобы она обладала устойчивостью и заданным 
качеством переходных процессов. При этом ЭМ 
может либо быть явно реализованной в системе 
управления в виде отдельного динамического 
звена (2) (системы с явной ЭМ), либо присутство-
вать в системе неявно, в виде набора параметров 
алгоритма управления (системы с неявной ЭМ) 
[1, 7]. В последнем случае цель управления (5) за-
меняется другой, в формулировке которой не ис-
пользуется вектор xM(t), например: 
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 1 ( ) ( ( ), ( )) ,Mx t F x t r t    ,at t   (6)

где ta — время переходного процесса относитель-
но цели (6). Цель управления может задавать-
ся также при помощи вспомогательной целевой 
функции Q(x)  0:

 
( ( ) ( )) ,MQ x t x t    at t   (7)

или

 1 ( ( ) ( ( ), ( )) ,MQ x t F x t r t  
 

.at t   (8)

Часто Q(x) — квадратичная функция; 
Q(x)xTPx, где PPT > 0 — некоторая положи-
тельно определенная матрица.

Переходя к синтезу адаптивного регулятора, 
наложим упрощающие предположения: будем 
считать, что измерению доступны все компонен-
ты векторов состояния ОУ и ЭМ, а возмущениями 
можно пренебречь: f(t) 0. Кроме того, наложим 
традиционное предположение о структурной со-
гласованности ОУ и ЭМ: структура основного 
контура системы [регулятора (3)] выбрана так, 
чтобы обеспечить совпадение динамики замкну-
той системы и ЭМ при некоторых значениях па-
раметров регулятора. Это значит, что для любого 
  должен существовать вектор «идеальных» 
значений параметров регулятора ()

 
такой, что 

для любых x, r выполняется тождество

 
     ( , ( , , ( )), ) ( , ).MF x U x r F x r      (9)

Для синтеза воспользуемся методом скоростно-
го градиента [1, 7, 8]. Для этого вычислим скорость 
изменения целевой функции Q(e)Q(x – xM(t)) 
вдоль траектории замкнутой системы. Имеем

T      
  

( ) [ ( , ( , , ), ( )) ( ( ), ( ))]
( , , ).

M MQ e Q F x U x r t F x t r t

w x t

    
 



Вычисляя градиент от w(x, , t) по , построим 
регуляризованный алгоритм скоростного гради-
ента в дифференциальной форме

 
  ( , , ) ( ),w x t      

  
(10)

где  > 0 — коэффициент усиления алгоритма 
адаптации;  > 0 — коэффициент регуляриза-
ции;

 
  — априорная оценка неизвестного па-

раметра *((t)).
Условия достижения цели в адаптивной систе-

ме (1)–(4), (10) формулируются в следующем ут-
верждении. 

Теорема. Пусть выполнены следующие усло-
вия.

1. Функции F(·), FM(·), w() непрерывно диф-
ференцируемы. 

2. Функция Q(e)  0 непрерывно дифференци-
руема, и ее значения стремятся к  при e  .

3. Функция w(x, , t) выпукла по . 
4. Существует функция ((t)) такая, что для 

некоторого  > 0 справедливо неравенство (усло-
вие достижимости)   *( , ( ), ) ( ).w x t Q e   

5. Выполнено условие согласованности (9), 
причем вектор-функция ((t)) ограничена во 
времени вместе со своей производной:

0*|| ( ( )) ||t   
 
и 1d d*|| ( ( )) / || .t t   

Тогда все решения адаптивной системы (1)–
(4), (10) ограничены и достигается цель управле-
ния (7) при –1–2(201

2)/0, где 0min{, 
2– },  > 0 — настроечный параметр. При вы-
боре параметра  > 0, удовлетворяющего нера-
венству  < /2, оптимальный выбор / дает 
оценку

 
2 2

0 1/ / ( ).        (11)

Для доказательства теоремы выберем функ-
цию Ляпунова в виде

1 2  2 *( , , ) ( ( )) ( ) || ( ( )) ||MV x t Q x x t t       
 
(12)

и вычислим скорость изменения V(x(t), (t), t) 
вдоль траектории системы (1)–(3), (10). Имеем

1 T

T

1

    

  

  d d

* *

*

*

( , , ) ( , , ) ( ( ( ))) [ ( ( ))]

( , , ) ( ( ( )))

[ ( , , ) / ( ) ( ( )) / ].

V x t w x t t t

w x t t

w x t t t





            

      

          

 

Пользуясь последовательно условиями согла-
сованности (9), выпуклости и достижимости, по-
лучим

2

1 T

  

d d

*

* *

* *

( , , ) ( ) / || ( ( )) ||

/ [ ( ( ))][ ( ( )) ]

( ( ( ))) ( ( )) / .

V x t Q e t

t t

t t t

         

          

      



Далее, воспользовавшись квадратичным не-
равенством |xTy|  /2||x||2(2)–1||y||, справедли-
вым для любого  > 0, получим 

2

1 2 2 2 2
1

  2 *

*

( , , ) ( ) ( / / ) || ( ( )) ||

[ || ( ( )) || ].

V x t Q e t

t 

          

         



Наконец, выбрав  < 2/ и обозначив 
0min{, 2– }, получим

 0  ( , , ) ,V x t V      (13)

1 2 2 2
1ãäå *( sup || ( ( )) || ).t         
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Таким образом, при V(x, , t) > /0 функция V 
убывает, т. е. она остается ограниченной на траек-
ториях замкнутой системы. Отсюда и из ограни-
ченности решений уравнений ЭМ, а также ограни-
ченности дрейфа параметров следует, что траекто-
рии замкнутой системы ограничены. Наконец, из 
(13) и из соотношения Q(e)  V(x, , t) заключаем, 
что цель управления (7) достигается при /0.

Замечание 1. Зафиксировав выбор параметра 
регуляризации алгоритма  < /2, можно выби-
рать коэффициент усиления алгоритма  сколь 
угодно большим. В соответствии с (11) предель-
ная ошибка при этом будет уменьшаться, и при 
достаточно большом  может быть сделана сколь 
угодно малой.

Замечание 2. Теорема остается справедливой, 
если целевая функция Q(e) задана не на всем про-
странстве, а на некоторой открытой области  та-
кой, что Q(e) при стремлении e к границе об-
ласти . Это следует из того, что на поверхностях 
уровня Q(e)c при достаточно больших c функ-
ция V убывает, и, значит, целевая функция Q(e) 
остается ограниченной, т. е. траектории замкну-
той системы остаются внутри области .

Адаптивное управление с эталонной 
моделью — идентификационный подход

При идентификационном подходе структура и 
параметры основного контура также выбираются 
исходя из структуры объекта в предположении, 
что параметры известны, и таким образом, что-
бы обеспечить достижение исходной или вспомо-
гательной цели управления. Однако при работе 
системы вместо параметров объекта  (которые 
на самом деле неизвестны) подставляются их 
оценки ˆ( ),t  получаемые алгоритмом адаптации. 
Таким образом, регулятор описывается вместо 
уравнения (3) уравнением

 
  ˆ( ) ( ( ), ( ), ( ( )).u t U y t r t t     (14)

Для осуществления адаптации вводится вспо-
могательная система, структура которой совпа-
дает со структурой объекта, — так называемая 
настраиваемая модель объекта управления:

 
  0  ˆˆ( ) ( , ( ), , ( )).x t F x u t t    (15)

Параметры настраиваемой модели ˆ( )t и есть 
оценки вектора , получаемые при помощи алго-
ритма адаптации:

 
   ˆ ˆˆ( ) ( ( ), ( ), ( ), ( )).t y t x t u t t   

  (16)

Цель адаптации, исходя из которой строится 
алгоритм адаптации (16), состоит в приближе-

нии вектора состояния ˆ( )x t
 
настраиваемой моде-

ли (15) к состоянию объекта x(t):

 
ˆ( ) ( ) ,x t x t    .at t   (17)

Настраиваемая модель так же, как и эталон-
ная модель, может присутствовать в системе не-
явно. Тогда цель адаптации аналогично (6) зада-
ется соотношениями

   ˆ( ) ( ( ), ( ), ( )) ,x t F x t u t t     ,at t   (18)

а в алгоритм адаптации (16) вектор ˆ( )x t  не входит. 
Для исследования системы (1), (2), (14)–(16) приме-
нима теорема, в которой в качестве настраиваемых 
параметров выступает вектор оценок неизвестных 
параметров объекта ˆ( ),t  а в качестве цели управ-
ления — цель адаптации, заданная при помощи 
некоторой целевой функции аналогично (7).

Если для реализации алгоритмов регулиро-
вания или адаптации требуется знание фазовых 
координат, недоступных измерению (или их из-
мерение дорогостоящее), в систему может быть 
введен наблюдатель. Параметры наблюдателя 
удобно выбирать, исходя из имеющихся теку-
щих оценок параметров объекта. Однако более 
универсальный подход состоит в оценивании па-
раметров объекта одновременно с оцениванием 
состояния, т. е. наблюдатель оказывается адап-
тивным [26–30]. Важно, что в этом случае иссле-
дование работоспособности системы должно про-
водиться по отношению к трем подцелям: сходи-
мости оценки состояния ОУ, сходимости оценки 
параметров ОУ и достижению цели управления 
(сходимости состояния ОУ к состоянию ЭМ).

При описанном подходе цель адаптации не со-
впадает с целью управления и состоит в прибли-
жении движения настраиваемой модели к дви-
жению объекта (идентификации). Поэтому этот 
подход называют непрямым, или идентифика-
ционным. Идентификационный подход позволя-
ет применять более сложные законы регулирова-
ния, чем прямой подход. В частности, в этом слу-
чае широко используется принцип модального 
управления [3, 4, 7, 8]. Разделение целей адапта-
ции и управления дает возможность независимо 
синтезировать основной контур и контур адап-
тации, что облегчает построение адаптивного 
регулятора. С другой стороны, затрудняется обо-
снование работоспособности системы, так как из 
достижения цели адаптации не следует непосред-
ственно достижение исходной цели управления.

Пример 

Пусть ОУ описывается управляемым логисти-
ческим уравнением
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( ) ,x ax d x u     (19)

где a, d — неизвестные параметры ОУ, а ЭМ — ли-
нейное апериодическое звено:

 
( ).M M Mx a x r t     (20)

Зададим целевую функцию в виде квартики

 
4( ) ( )MQ e x x    (21)

и выберем сначала компенсирующий закон управ-
ления

 
( ) ( ) ( ) ,M Mu t a x r t ax d x ke        (22)

где k > 0 — заданное число. Очевидно, уравнение 
ошибки в замкнутой системе (19), (20), (22) име-
ет вид de/dt–ke, т. е. ошибка затухает экспонен-
циально быстро. Однако закон управления (22) 
нельзя реализовать, поскольку он зависит от не-
известных параметров. Поэтому неизвестные па-
раметры заменяются настраиваемыми и вводит-
ся адаптивный регулятор

 
2

1 2( ) ( ) ,M Mu t a x r t x x ke          (23)

где 1, 2 — настраиваемые параметры. Для син-
теза алгоритма настройки параметров (алгорит-
ма адаптации) воспользуемся методом скоростно-
го градиента и вычислим скорость изменения це-
левой функции (21) в силу системы (19), (20), (22):

 
3 2

1 24 [( ) ( ) ].Q e ad x a x ke         (24)

Дифференцируя (24) по настраиваемым пара-
метрам, получим алгоритм адаптации

 

3
1 1 1

3 2
2 2 2

( );

( ),

e x

e x

      

      



   (25)

где  > 0;  > 0; 1 2 ,   — параметры алгоритма. 
Для исследования работоспособности синтези-
рованного адаптивного регулятора проверим ус-
ловия теоремы. Условия 1, 2 выполнены в силу 
гладкости правых частей системы. Условие вы-

пуклости 3 выполнено вследствие линейности 
правой части (23) по настраиваемым параме-
трам. Выполнение условия 4 вытекает из (24) при 
1–ad, 2a, при этом 4k > 0. Наконец, при 
проверке условия 5 условие согласованности (9) 
проверяется тривиально, и для справедливости 
утверждения теоремы остается потребовать огра-
ниченности значений переменных параметров 
a(t), d(t) и скоростей их изменения.

Заключение

Движение многих реальных объектов опи-
сывается существенно нелинейными и нестаци-
онарными моделями. Ряд подходов к управле-
нию такими объектами основан на построении 
внутренней модели нестационарности [11, 12, 
18]. Однако параметры модели нестационарно-
сти могут меняться в широких пределах, что мо-
жет привести к дополнительным погрешностям. 
В данной работе предполагается лишь, что ско-
рость изменения параметров объекта ограниче-
на, при этом начальная неопределенность может 
быть достаточно велика. Исследованы алгорит-
мы адаптивного управления для систем с явной 
эталонной моделью, синтезированные методом 
скоростного градиента, и показано, что при до-
статочно медленных изменениях параметров и 
малой начальной неопределенности предельная 
ошибка в системе может быть сделана сколь угод-
но малой. Синтез адаптивного регулятора проил-
люстрирован примером.

Полученные результаты естественным об-
разом могут быть распространены на задачи 
распределенного управления многоагентными 
системами. В зависимости от выбора целевой 
функции при синтезе алгоритма управления раз-
работанные алгоритмы управления могут учи-
тывать или не учитывать взаимодействие между 
агентами.
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