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Введение: современные тенденции при решении задач условной оптимизации заключаются в эффективном при-
менении методов, использующих анализ ограничений и построение области допустимых решений. Ограничения в боль-
шинстве случаев аппроксимируют кусочно-полиномиальными моделями и моделями в виде рациональных дробей. 
Цель исследования: разработка новых методов и алгоритмов анализа кусочно-полиномиальных ограничений для ме-
тода многомерных оболочек. Результаты: предложен метод разбиения систем кусочно-полиномиальных ограничений 
и ограничений в виде рациональных дробей на группы систем линейных ограничений с использованием дерева ре-
шений. Это позволяет свести исходную задачу к набору взаимосвязанных подзадач с линейными ограничениями, фор-
мирующими выпуклые многомерные оболочки, что существенно облегчает нахождение экстремумов. Эффективность 
метода подтверждена расчетом законов управления контррефлектором радиотелескопа. Практическая значимость: 
предложенный метод может быть использован для решения задач условной оптимизации с произвольными ограничени-
ями и целевыми функциями в виде метрик, позволяющими полиномиальные аппроксимации и аппроксимации в виде 
рациональных дробей. 

Ключевые слова — нелинейное программирование, многопараметрическая оптимизация, полиномы, рациональ-
ные дроби.

Введение

В предыдущей статье [1] был подробно описан 
метод нелинейного программирования — метод 
многомерных оболочек, который использует как 
необходимые, так и достаточные условия опти-
мальности для целевых функций, имеющих вид 
метрик. Показано, что если единственный мини-
мум (максимум) метрики находится вне области 
допустимых значений, образованной ограниче-
ниями, то решение задачи будет находиться на 
границе области допустимых решений. Тогда за-
дача может иметь несколько решений, которые 
будут соответствовать одинаковым минималь-
ным (максимальным) значениям целевой функ-
ции, и все эти решения могут быть получены 
методом многомерных оболочек. Основой этого 
метода является построение области допустимых 
решений путем анализа ограничений произволь-
ного вида и их аппроксимации кусочно-полино-
миальными ограничениями или рациональными 
дробями, что позволяет свести исходную задачу 
к набору взаимосвязанных подзадач с линейны-
ми ограничениями [2, 3], формирующими выпук-
лые многомерные оболочки, что существенно су-
жает область поиска.

Настоящая статья посвящена анализу полино-
миальных ограничений и ограничений в виде ра-
циональных дробей с использованием метода дере-
ва решений, позволяющего свести подобные огра-
ничения к эквивалентным системам линейных не-
равенств, равенств и систем уравнений, описываю-
щих особые точки рациональных дробей, которые 
соответствуют корням их знаменателей.

Анализ полиномиальных ограничений 
типа равенство

Рассмотрим случай систем ограничений тре-
угольного вида
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(1)

где m1, m2, …, mk — степени соответствующих пе-
ременных; k — количество уравнений; i — по-
линомы от переменных vi, …, vk, причем показа-
тели при переменной vi в многочлене i меньше, 
чем mi; Tv, Bv — матрицы параметров; n — раз-
мерность вектора x.

Наиболее простой способ разбиения системы 
исходных ограничений может быть выполнен 
с помощью метода деревьев решений [4], который 
применимо к (1) используется следующим обра-
зом.

Слою 1 дерева соответствует уравнение k в (1), 
в которое входит только vk. Используя алгорит-
мы из работы [5], находим корни полинома одной 
переменной уравнения k. Каждому узлу слоя со-
ответствует вещественный корень  

1i  полинома 
уравнения k. 

Слой 2 соответствует уравнению k – 1 в (1). 
Выбирается родительский узел в слое 1, и свя-
занный с ним корень подставляется в уравнение 
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k – 1, которое после замены станет зависеть от 
переменной vk–1. Аналогично слою 1 рассчитыва-
ются вещественные корни 

1 2 ,i i
 
для полученного 

уравнения k – 1 одной переменной. Эта проце-
дура выполняется для всех родительских узлов. 
Все вещественные корни 

1 2 ,i i  являются узлами 
слоя 2, и будут родительскими для следующего 
слоя, и должны быть подставлены в следующее 
уравнение.

Построение дерева будет происходить до слоя 
k включительно. Число индексов узла равно но-
меру слоя. Номер текущего узла составляется из 
номера родительского узла и порядкового номера 
потомка. Если рост дерева завершился раньше 
слоя k, то это означает, что система ограничений 
несовместна.

Число эквивалентных систем линейных огра-
ничений типа равенство, на которые разбивают-
ся исходные уравнения (1), равно числу узлов 
в слое k. Эти системы формируются по номеру 
узла 

1 2 1    , , ..., ,k ki i i i
  в слое k следующим обра-

зом:
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где i1, i2, …, ik–1, ik — соответствующие индексы 
узлов в каждом слое.

Анализ систем полиномиальных 
ограничений типа неравенство 
диагонального вида

Диагональными будем называть системы по-
линомиальных неравенств, которые путем ли-
нейной замены сводятся к виду
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(3)

где каждое неравенство зависит только от одной 
переменной vi, а ai — константы, которые прини-
мают значения либо –1, либо 1 и определяют знак 
первого слагаемого в неравенстве с номером i.

По аналогии с ограничениями типа равенство 
разбиение системы исходных ограничений мо-
жет быть выполнено с помощью метода деревьев 

решений. Каждое неравенство может анализиро-
ваться отдельно, для него строится собственное 
дерево следующим образом.

1. Необходимо найти вещественные корни i,j 
полинома  / ,im

i i iiv v a   i — номер неравенства, 
j — номер вещественного корня полинома. Если 
вещественные корни отсутствуют, то необходимо 
проанализировать ограничение на непротиворе-
чивость, рассмотрев знак ai. Так, при ai–1 не-
равенство справедливо при любых x, и его можно 
исключить, а при ai1 задача не имеет реше-
ния.

2. Построить произведение линейных сомно-
жителей, которые образованы только веществен-

ными корнями:  
1

0, ,
p

i i i j
j

a v


    где p — число 

вещественных корней. Каждым сомножителем 
связать переменную uj, которая может прини-
мать значение 1 при vi – i,j0 и значение, равное 
–1, при vi – i,j0. Для вершины дерева введем 
переменную u0ai. Таким образом, дерево име-
ет вид бинарного: одна ветвь определяет отрица-
тельный переход, а другая — положительный. 
В узлах дерева будем хранить произведения соот-
ветствующих uj. Нумерация узлов сквозная, по 
уровням слева направо. Построение дерева вы-
полняется до уровня p1 включительно.

3. В уровне p1 выбираются узлы с отрица-
тельными значениями. По номеру выбранного 
узла строится система линейных неравенств, для 
чего номер узла представляется в бинарном виде, 
удаляется старшая единица. Номер символа в би-
нарном коде j соответствует номеру линейного сла-
гаемого vi – i,j, нулю соответствует неравенство 
vi – i,j0, а единице — слагаемое –vii,j0.

Анализ систем полиномиальных 
ограничений типа неравенство 
произвольного вида

В общем случае анализ подобных ограниче-
ний является сложной задачей, рассмотренной 
в работах [5–8]. Следует отметить три основных 
подхода.

1. Разложение полиномов многих переменных 
на простые сомножители:
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2. Переход от систем неравенств к системам 
уравнений путем введения дополнительных пе-
ременных [9]:
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(5)

3. Применение методов интервального анали-
за. Данный подход удобно применять для систем 
ограничений треугольного вида степени не бо-
лее 4:
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 (6)

По аналогии с системами уравнений треуголь-
ного вида система (6) решается, начиная с нера-
венства номер k, для этого необходимо найти кор-
ни полинома не старше степени 4, что может быть 
выполнено по методу Феррари. В общем виде по-
линомиальное уравнение для vk имеет вид
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где ak,i — коэффициенты исходного полинома. По 
методу Феррари он сводится к решению кубиче-
ского уравнения
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С помощью формулы Кардано определяем ве-
щественный корень
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y z   Затем решают-
ся два квадратных уравнения
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в которых подкоренное выражение является пол-
ным квадратом:
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Корнями (7) будут корни
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— для 3,4
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Выражения (7)–(13) дают возможность полу-
чить границы изменения вещественных корней 
с использованием интервальной арифметики 
в случае, когда параметры в (5) являются интер-
валами:
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Каждый из описанных подходов для произ-
вольного вида полиномиальных ограничений яв-
ляется трудоемким, в методе многомерных обо-
лочек используется полиномиальное приближе-
ние произвольных ограничений, и поэтому изна-
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чально удобно искать их аппроксимации в виде 
(4), для чего обобщим процедуру из предыдущего 
раздела.

1. Необходимо найти слагаемые с веществен-
ными корнями s,i,j, где s — номер неравенства; 
i — номер переменной v; j — номер вещественно-
го корня полинома. Если вещественные корни 
отсутствуют, то необходимо проанализировать 
ограничение на непротиворечивость, рассмотрев 
знак as. Так, при as –1 неравенство справедливо 
при любых x, и его можно исключить, а при ai 1 
задача не имеет решения.

2. Построить произведение линейных со-
множителей, которые образованы только веще-

ственными корнями:  
1 1

0, , ,
ipk

s i s i j
i j

a v
 

    где 

pi — число вещественных корней для перемен-
ной vi. Каждым сомножителем связать перемен-
ную uj, которая может принимать значение 1 при 
vi – i,j0 и значение, равное –1, при vi – i,j0. 
Для вершины дерева введем переменную u0ai. 
Таким образом, дерево имеет вид бинарного: од-
на ветвь определяет отрицательный переход, а 
другая — положительный. В узлах дерева бу-
дем хранить произведения соответствующих uj. 
Нумерация узлов сквозная, по уровням слева на-
право. Построение дерева выполняется до уровня 
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3. На уровне 
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  выбираются узлы с отри-

цательными значениями. По номеру выбранного 
узла строится система линейных неравенств, для 
этого номер узла представляется в бинарном ви-
де, удаляется старшая единица. Номер символа 
в бинарном коде m соответствует номеру линей-
ного слагаемого vi – s,i,j,  нулю соответствует не-
равенство vi – s,i,j 0, а единице — слагаемое 
–vis,i,j 0.

Анализ систем ограничений 
типа неравенство, заданных в виде 
рациональных дробей

Рассмотрим случай ограничений с разрывами 
в особых точках. Одним из вариантов таких огра-
ничений являются рациональные дроби. Случай 
систем подобных уравнений сводится к задаче 
решения систем полиномиальных уравнений, 
в результате которого находятся списки корней 
числителя и знаменателя, которые можно сфор-
мировать в системы линейных уравнений, как 
в первом разделе, и систем неравенств, которые 
определяют особые области.

Как и в предыдущем случае, аппроксимацию 
произвольных ограничений удобно искать в виде
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Для этого случая можно изменить процедуру 
из предыдущего раздела.

1. Необходимо найти слагаемые с веществен-
ными корнями s,i,j и s,i,l, где s — номер нера-
венства, i — номер переменной v, j — номер ве-
щественного корня полинома числителя, l — но-
мер вещественного корня полинома знаменателя. 
Если вещественные корни отсутствуют, то не-
обходимо проанализировать ограничение на не-
противоречивость, рассмотрев знак as. Так, при 
as –1 неравенство справедливо при любых x, и 
его можно исключить, а при ai 1 задача не име-
ет решения.

2. Построить дробь из линейных слагаемых, 
которые образованы только вещественными кор-

нями: 
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 где ni — число веще-

ственных корней числителя для переменной vi; 
di — число вещественных корней знаменателя 
для переменной vi. C каждым сомножителем чис-
лителя и знаменателя нужно связать перемен-
ную uj, которая может принимать значение 1 при 
vi – i,j0 и значение, равное –1, при vi – i,j0. 
Для вершины дерева введем переменную u0ai. 
Таким образом, дерево имеет вид бинарного: од-
на ветвь определяет отрицательный переход, а 
другая — положительный. В узлах дерева бу-
дем хранить произведения соответствующих uj. 
Нумерация узлов сквозная, по уровням слева на-
право. Построение дерева выполняется до уровня 
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с отрицательными значениями. По номеру вы-
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бранного узла строится система линейных нера-
венств, для этого номер узла представляется в би-
нарном виде, удаляется старшая единица. Номер 
символа в бинарном коде m соответствует номеру 
линейного слагаемого vi – s,i,j или vi – s,i,l, нулю 
соответствует неравенство vi – s,i,j 0 или vi –
– s,i,l 0, а единице — слагаемое –vis,i,j 0 
или –vis,i,l 0.

4. Вещественные корни знаменателя форми-
руют особые области vi – s,i,l 0, которые удобно 
представить в виде двух строгих неравенств, фор-
мирующих разбиение на несколько независимых 
областей:

 
0   0, , , ,, .i s i l i s i lv v   

  
(16)

Точки особых областей также должны быть 
проверены как кандидаты на оптимальные ре-
шения. Для вычислительных процедур удобнее 
использовать при заданной точности вычислений 
аналог выражению 

 
0   0, , , ,, ,i s i l i s i lv v          (17)

где  — погрешность расчетов.

Нахождение оптимальной 
траектории исполнительного 
механизма контррефлектора 
радиотелескопа

В качестве примера использования метода 
многомерных оболочек покажем, как задача не-
линейной оптимизации может быть сведена к по-
следовательности задач линейного программи-
рования при численном расчете. Задача управ-
ления исполнительным механизмом контрреф-
лектора радиотелескопа была подробно описана 
в работе [10]:
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где x1 — время переходного процесса; k1, k2, Th, 
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управления; 1f  — функция Ламберта.
Ограничения в (18) могут быть аппроксими-

рованы на интервале 0  x1  k1Th дробями, по-
казатели полиномов числителей и знаменате-
лей которых не превышают 4. Тогда, исходя из 
рассмотренного выше материала, можно пред-
ставить подобного вида ограничения эквива-
лентными системами линейных неравенств и 
равенств от одной переменной x1. Такая задача 
может быть описана как интервальная и приво-
дит к нахождению верхней и нижней оценок для 
x1. Решением задачи максимального быстродей-
ствия будет нижняя оценка для x1.

Заключение

Рассмотрены вопросы анализа ограничений 
для решения современных задач условной оп-
тимизации. Разработаны алгоритмы для ана-
лиза кусочно-полиномиальных ограничений и 
ограничений в виде рациональных дробей для 
метода многомерных оболочек [1] с использова-
нием метода деревьев решений. Это позволяет 
свести системы полиномиальных ограничений 
или ограничений в виде рациональных дробей 
к эквивалентным системам линейных равенств 
и неравенств. Показано, что данный подход эф-
фективен при расчете траекторий движения 
исполнительного механизма контррефлектора 
радиотелескопа, так как они сводятся к интер-
вальным задачам от одной переменной, а имен-
но времени переходного процесса. Подобные 
алгоритмы позволяют с применением простых 
минимаксных процедур найти решение зада-
чи либо убедиться, что при данных исходных 
значениях параметров задача не имеет реше-
ния.
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Introduction: The current trend in solving conditional optimization problems is to effectively use the analysis of restrictions in order 
to create an area of admissible decisions. The restrictions are usually approximated piecewise by polynomial or rational fraction models. 
Purpose: The method of multidimensional covers needs new methods and algorithms to be developed for the analysis of piecewise and 
polynomial restrictions. Results: A method is proposed for the analysis of piecewise and polynomial restrictions as well as restrictions 
in the form of rational fractions. Their systems are decomposed into groups of linear restriction systems using a tree of decisions. 
This reduces the initial problem to a set of interconnected subproblems with linear restrictions forming convex multidimensional 
covers. This considerably facilitates finding the extrema. The efficiency of the method is confirmed by the calculation of radio telescope 
counter-reflector control rules. Practical relevance: The proposed method can be used to solve problems of conditional optimization 
with random restrictions and criterion functions in the form of metrics which enable polynomial approximations and approximations 
in the form of rational fractions.
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