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Введение: классическая теория линейных динамических систем в значительной степени ориентирована на бес-
конечный или полубесконечный интервал времени. Это касается аппарата частотных характеристик, преобразования 
Лапласа, анализа устойчивости и других областей, где получено много полезных результатов. Однако на практике такой 
подход применим лишь для динамических систем, время работы которых значительно больше длительности переходных 
процессов. Вместе с тем реальные системы часто работают на конечных интервалах времени, соизмеримых со време-
нем переходных процессов системы. К таким системам относятся и динамические процессы в спорте. Цель: показать 
эффективность применения в спорте моделей, основанных на дискретных частотных характеристиках  линейных дина-
мических систем финитного времени на примере элементарных звеньев первого и второго порядков. Результаты: по-
казано, что дискретные частотные характеристики, в отличие от непрерывных, учитывают протяженность интервала вре-
мени движения спортсмена.  Приведено определение дискретных частотных характеристик линейных динамических 
систем финитного времени. Описана математическая модель двойного интегратора в сравнении с графиком подъема 
тяжелого спортивного снаряда — штанги. Показано, что точки дискретных частотных характеристик располагаются на 
амплитудных частотных характеристиках звеньев. Практическое значение: дискретные частотные характеристики до-
полняют классические непрерывные, согласуются с ними по амплитудам и выступают как уточняющие, учитывающие 
важный для практики фактор — конечное время протекания процессов. Разработано соответствующее программное 
обеспечение для математической сети Интернет. 
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Введение

Модели динамических процессов в спорте 
предполагают интенсивное движение спортсмена 
и спортивного снаряда, когда учет резонанса та-
кой системы приносит существенный выигрыш 
[1]. Для анализа резонансных свойств моделей 
динамических процессов в спорте не примени-
мы классические частотные характеристики (их 
определение использует бесконечный интервал 
времени) и сходные модели теории управления [2, 
3] в силу кратковременности фиксируемых фраг-
ментов движения спортсмена. Также затрудне-
но использование в данной сфере и математиче-
ских методов аналитической механики из-за их 
сложности. Более продуктивным в исследовании 
динамических процессов в спорте может быть 
использование дискретных частотных характе-
ристик [4, 5] элементарных звеньев — некоторого 
аналога дискретных частотных характеристик, 
ограниченных по времени протекания сигналов, 
но описывающего при этом систему. 

Дискретные частотные
характеристики систем

В период становления теории управления [6] 
большое внимание отводилось графическим ме-
тодам анализа систем, не использующим ком-

пьютер. Линейной динамической системе стави-
лась в соответствие логарифмическая амплитуд-
ная частотная характеристика (ЛАЧХ), которая 
строилась с помощью карандаша и линейки [6, 
7], что не является компьютерным методом [8]. 

Линейная динамическая система описывает-
ся [2, 3] передаточной функцией Q(p), линейным 
дифференциальным уравнением или интеграль-
ным уравнением свертки

0

d( ) ( ) ( ) ( ) ,
t

y t Qu t q t u                  (1)

где q(t) — импульсная весовая функция системы; 
u(t), y(t) — входной и выходной сигналы, рассма-
триваемые на конечном отрезке времени 0  t  T.

Интегральное представление (1) удобнее прочих 
в том отношении, что при замене интеграла сум-
мой линейной динамической непрерывной системе 
ставится в соответствие некоторое ее матричное 
приближение yQu, где Q — теплицева матрица 
линейного оператора свертки (матрица теплицева 
оператора), теперь уже дискретной системы. 

В частности, Q(i, j)q(t–) при ij, ti, 
j,  — шаг дискретизации по времени. У всех 
каузальных (причинных) систем верхний правый 
треугольник коэффициентов матрицы нулевой, 
так как реакция не может предшествовать воз-
действию. Уже на первых компьютерах появи-
лась возможность расчета реакции динамической 
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системы не решением дифференциального урав-
нения, а расчетом через матричное приближение. 

Некоторое время еще учитывалось, что ма-
трица размером 100100 содержит 10 000 элемен-
тов, и переход к не матричным моделям казался 
предпочтительным. Сегодня такие размеры ма-
триц  не являются препятствием даже для на-
стольных компьютеров, и отношение к матрич-
ным моделям в самой теории управления нужно 
менять. Матричная модель имеет заметное пре-
имущество простоты не только для расчета реак-
ций. Например, спектр динамической системы, 
действующей ограниченное время, можно рас-
считать через тривиальные процедуры анализа 
собственных значений и собственных векторов 
матрицы. 

Как оказалось, такой спектр размещается точ-
ками на непрерывной частотной характеристике, 
он назван дискретной частотной характеристи-
кой (ДЧХ) [4, 5]. 

Для моделирования в спорте важно то, что 
максимальные собственные значения матрицы 
финитной динамической модели играют роль 
резонансов  — пиков частотной характеристики, 
а собственные векторы или функции (у непре-
рывной модели) — оптимальных сигналов, с по-
мощью которых осуществляются движения.

Матричные операторы

Теплицева матрица Q связана с ганкелевыми 
матрицами H1QF или H2FQ, где F — реверс-
ная единичная матрица (флип-матрица). Пара Q 
и H1QF изображена на рис. 1, а и б. Одинаковые 
значения элементов представлены одинаковым 
цветом клеток.

Ганкелева матрица (в отличие от связанной 
с ней теплицевой) симметрична. Следовательно, 
собственные значения ее вещественны, а соб-
ственные векторы ортогональны. Весь ход наших 
упражнений описывает реверс вектора управле-
ния системы yQu, uFu* (договоримся вектор 
с реверсным порядком элементов помечать u*). 
В итоге реверса мы получаем вместо исходной 
линейную систему с ганкелевым оператором 
yHu*, HQF. 

Собственная функция [4, 5] дополняет клас-
сические импульсную весовую или переходную 
функции, отражая специфику финитного вре-
мени.

Определение 1 (собственная функция). Не ис-
кажаемый системой y(t)u*(t) входной сигнал 
u*(t)u(T – t), где T — интервал времени, назо-
вем собственной функцией f(t) линейной динами-
ческой системы.

Определение 2 (собственное значение). Коэф-
фициент усиления  сигнала в виде собственной 
функции назовем собственным значением ли-
нейной динамической системы.

ДЧХ элементарных 
динамических звеньев

В теории управления большое значение име-
ют амплитудные частотные характеристики 
(АЧХ) элементарных звеньев: интегратора, двой-
ного интегратора, апериодического звена, коле-
бательного звена, динамического звена второго 
порядка.  Хотя ДЧХ расположена на АЧХ [2, 4], 
распределение точек ДЧХ (в отличие от моделей 
теории сигналов) неравномерно и отражает инди-
видуальные свойства, зависящие от параметров 
звена. С уменьшением интервала времени, на-
пример, все длящиеся продолжительное время 
собственные движения объекта перестают быть 
интересными, и для разных звеньев начинает до-
минировать модель в виде интегратора или двой-
ного интегратора (модель упрощается).

В качестве примера на рис. 2, а и б приведены 
диагональная матрица собственных значений и 
матрица собственных векторов ганкелева опера-
тора. Значения элементов собственных векторов 
отражены здесь цветом и степенью насыщенно-
сти цветов в столбцах.

Максимальным собственным числам соот-
ветствуют низкочастотные составляющие, что 
хорошо видно на рис. 3 [1]. Главная собственная 
функция одинарного интегратора — четверть 
синусоиды. Главная собственная функция двой-

ного интегратора 2
1

( )Q p
p

  (например, штанга) 

а)                                                      б)

  Рис. 1. Матрицы теплицева Q (а) и ганкелева H1 (б)
  Рис. 2. Матрицы собственных чисел (а) и собствен-

ных векторов (б)

а)                                                      б)
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аппроксимируется выражением [4, 5] f(t)1– 
–cos(t), 0,6/T. По форме этот сигнал — поч-
ти острый треугольник. 

Графики на рис. 3 соответствуют процессу 
подъема штанги спортсменом. 

Время подъема штанги ограничено. Обратим 
внимание, что график перемещения штанги не 
случайный и оптимизируется спортсменом в про-
цессе выработки спортивного движения. Он от-
вечает главной собственной функции двойного 
интегратора, приведенной выше. Мы полагаем, 
что это совпадение не случайное, поскольку ДЧХ 
описывает специфический резонанс.

Разделенные интервалы времени

В случае несовпадения интервалов времени 
управления и наблюдения модель в принципе 
остается матричной и линейной. На рис. 4 матри-
ца линейной динамической системы разделена 
так, что на последние отсчеты выходного сигнала 
(граница сверху) действуют только начальные со-
ставляющие управления (граница сбоку).

Когда отмеченные границы выделяют прямо-
угольную матрицу, роль собственных значений и 
функций играют сингулярные числа и сингуляр-
ные функции финитной динамической системы 
[9, 10].

Такое разделение довольно характерно для 
спорта. Например, при метании молота и диска 
интервал управления предшествует интервалу 
наблюдения, что соответствует делению матрицы 
оператора границами ровно пополам (на четыре 
части). Собственные функции такой системы из-
вестны как ганкелевы [11, 12]. Помимо моделей 
финитного времени, возможны модели в виде 
квазиортогональных матриц [13], когда кванту-
ется и время, и пространство [14].

Заключение

Заявленная нами тематика не может разви-
ваться отдельно от тренировочной деятельности 
спортсменов, поскольку базой ее приложения яв-
ляются движения в процессе их отработки спорт-
сменами до уровня оптимальных. Финитность 
является характерной чертой динамических си-
стем, описывающих спортивные движения, кото-
рые в принципе не могут рассматриваться на 
бесконечном интервале времени. Применение 
финитных моделей позволит более точно пони-
мать и применять результаты измерений, кото-
рые делаются в процессе тренировок.

Мы рассматриваем публикацию настоящей 
статьи как предложение к сотрудничеству с тео-
ретиками и практиками подготовки спортсменов 
к высшим достижениям.
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  Рис. 4. Линейный оператор разнесенного вре-
мени
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Introduction: The classical theory of linear dynamical systems is largely focused on an infinite or semi-infinite interval. This 
applies to the frequency response functions, the Laplace transform, stability analysis, and other areas where a lot of useful results were 
obtained. However, in practice this approach is only applicable to dynamic systems whose running time is significantly longer than 
their eigen processes. On the other hand, real systems often operate on finite intervals of time commensurate with the time of their 
eigen processes. Such systems cover dynamic processes in sports. Purpose: The goal is to show the effectiveness of sport models based on 
discrete frequency characteristics of linear dynamic systems with finite time intervals, illustrating this by the examples of elementary 
dynamic units of the first and second orders. Results: It is shown that, unlike the continuous frequency characteristics, the discrete 
ones take in consideration the finite time interval of athlete movements. A definition is given for discrete frequency characteristics of 
finite-time linear dynamic systems. A mathematical model is described for a double integrator in comparison with the graph of lifting 
a barbell. It is shown that the points of discrete frequency characteristics are located on the continuous frequency response. Practical 
relevance: The discrete frequency characteristics complement the classic continuous frequency response, being consistent with them in 
amplitudes and acting as a clarifying characteristics, taking into account an important practical factor which is the finite time of real 
processes. The corresponding software for mathematical Internet sites has been developed.

Keywords — Dynamic System, Finite Systems, Frequency Characteristics, Continuous Spectrum, Discrete Spectrum, Elementary 
Dynamic Units.
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