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Цель: анализ возможностей представления случайных процессов на фазовой плоскости и исследование детальной 
вероятностной структуры фазовых траекторий на уровне количественных характеристик. Результаты: показаны харак-
терные особенности формирования фазового пространства состояний при исследовании непрерывных случайных про-
цессов. Введены количественные характеристики для описания выборочных функций и предложен единый подход к ана-
лизу вероятностной структуры фазовых траекторий. На примере гауссовых моделей рассмотрены особенности влияния 
спектрально-корреляционных свойств процессов на их фазовые отображения. Практическая значимость: повышение 
информативности исследований случайных процессов, возможности вероятностного анализа общей структуры фазо-
вых представлений, объединение классических методов фазового пространства и методов общей теории выбросов 
случайных функций, наглядность представления данных в задачах сбора, преобразования и обработки информации.
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Введение

Одной из наиболее общих проблем физики и 
техники, биологии и естествознания является 
проблема извлечения информации из случайных 
данных (наблюдений, измерений, эксперимен-
тальных исследований). Эта проблема включает 
в себя этапы получения и преобразования дан-
ных; построения моделей реальных процессов 
и систем; обработки, анализа и интерпретации 
получающихся результатов. На всех этапах не-
избежно возникают вопросы выбора формы пред-
ставления информации и выбора методов ана-
лиза исследуемых процессов. От их решения во 
многом зависит полнота описания, сложность ис-
следований и особенности практического исполь-
зования результатов.

В задачах обработки и анализа информации 
используются различные формы представле-
ния данных о структуре исследуемых процессов. 
Одной из наиболее распространенных форм в за-
дачах анализа сложных колебательных процессов 
и исследованиях различных по своей физической 
природе динамических систем является отобра-
жение информации о процессах (t) на фазовой 
плоскости ((t), (t)). Поведение и общая структура 
фазовых траекторий отражают совместные изме-
нения во времени значений исследуемого процесса 
(t) и его производной (t). Подобные описания, на-
чиная с работ А. Пуанкаре [1], широко использу-
ются в качественной теории дифференциальных 
уравнений и задачах классической механики [2], 
в общей теории колебаний [3, 4] и задачах нели-
нейной динамики [5, 6]. Особую роль методы фазо-
вой плоскости стали играть в бурно развивающих-
ся исследованиях стохастической динамики [6–8] 

и анализе хаотических колебаний в детермини-
рованных системах (теории детерминированного 
хаоса) [9–11]. На основе фазовой плоскости рас-
сматривается поведение сложных линейных и не-
линейных систем, исследуются особенности пере-
стройки фазовых траекторий, предельные циклы, 
странные аттракторы, области бифуркаций, свой-
ства устойчивости динамических систем.

Важной особенностью большинства подобных 
исследований является наглядность отображе-
ния информации и ясный физический смысл 
в описании динамики возможных состояний рас-
сматриваемых процессов и систем. Вместе с тем 
необходимо отметить, что в задачах «понима-
ния» и анализа общей структуры фазовых тра-
екторий до настоящего времени основную роль 
играют традиционные описательные подходы и 
методы визуальных, качественных исследований 
процессов на уровне детерминированных пред-
ставлений фазовых портретов. Во многих реаль-
ных (не идеализированных) задачах при исследо-
ваниях случайных изменений состояния систем 
и анализе случайных данных это заметно огра-
ничивает области практического использования 
общих методов фазового пространства.

Цель данной работы — рассмотреть возмож-
ности и выделить характерные особенности пред-
ставления на фазовой плоскости непрерывных 
случайных процессов; выполнить исследования 
вероятностной структуры фазовых траекторий на 
уровне количественных характеристик, отража-
ющих основные особенности вероятностного пове-
дения выборочных функций исследуемых процес-
сов. Такой подход, в свою очередь, позволяет повы-
сить информативность исследований случайных 
функций и дополнить типовые методы описатель-
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ного, качественного анализа фазовых траекторий 
методами детального количественного исследова-
ния вероятностной структуры процессов.

Фазовая плоскость и фазовые траектории

Для рассмотрения особенностей структуры 
фазовых траекторий предположим, что при ис-
следованиях некоторой динамической системы 
ее поведение в произвольный момент времени t 
характеризуется состоянием (t) и скоростью из-
менения этого состояния (t)  d(t)/dt. Состояние 
системы (t), вообще говоря, может изменяться 
случайным образом и, следовательно, функции 
(t) и (t) при общем подходе должны рассматри-
ваться как некоторые случайные процессы. Если 
значения отдельных реализаций таких функций 
(t) и (t) на рассматриваемом интервале t  [t0, 
t0  T] интерпретировать как координаты точки 
на плоскости (, )  ((t), (t)), то векторный про-
цесс {(t), (t)} геометрически можно представить 
в виде семейства траекторий, поведение которых 
отражает особенности изменений во времени вы-
борочных функций процесса (t), t  [t0, t0  T]. 
Плоскость (, ) является при этом плоскостью 
состояний исследуемой системы или фазовой 
плоскостью процесса (t), а движение изобража-
ющей точки М с координатами ((t), (t)) при из-
менении параметра от t0 до t0  T описывает изме-
нения фазовой траектории L(, ; t) процесса (t).

Для более наглядного представления на рис. 1 
показаны выборочная функция (t), t  [t0, t0  T] 
непрерывного случайного процесса (t) и харак-
тер изменения соответствующей ей траектории 
L(, ; t), t  [t0, t0  T] на фазовой плоскости (, 
)  ((t), (t)). Цифрами 1, 2, …, 9 отмечены осо-
бые точки траекторий, соответствующие харак-
терным значениям (t) в последовательные мо-
менты времени t1, t2 ,…, t9. 

Из приведенного рисунка видно, что фазовая 
траектория L(, ; t) описывает одновременные 
изменения во времени значений (t) и (t), отра-

жает все особые точки реализации исследуемого 
процесса (t) и дополнительно к этому дает ин-
формацию о скорости (t) изменений состояния 
(t) в любой момент времени t на интервале t  [t0, 
t0  T]. Кроме того, характерным свойством фазо-
вой плоскости является то, что появление каж-
дой из выделенных особых точек реализации (t) 
отображается на плоскости (, ) соответствую-
щим пересечением осей o и o фазовой траекто-
рией L(, ; t).

Моменты появления положительных и отри-
цательных выбросов (точки 1, 5, 9) траектории 
(t) на нулевом уровне (t)  0 отображаются со-
ответствующими пересечениями оси o и пере-
ходом фазовой траектории L(, ; t) из одной по-
луплоскости в другую. При значениях (t)  0 ло-
кальные экстремумы (точки 2, 3, 4) реализации 
(t) связаны с пересечениями траекторией L(, ; 
t) оси o в правой полуплоскости (, ). При от-
рицательных значениях реализации (t)  0 ло-
кальные экстремумы (точки 6, 7, 8) отображают-
ся пересечениями фазовой траекторией L(, ; t) 
оси — о в левой полуплоскости (, ).

Если в качестве наиболее простого примера 
рассмотреть обычное гармоническое колебание 
(рис. 2)

0 0 0( ) cos( ),x t A t   

то изменения его производной будут характери-
зоваться функцией

0 0 0 0d d( ) ( ) sin( ),x t x t t A t       

а представление такого колебания на фазовой 
плоскости (x(t), x(t)) в общем случае будет описы-
ваться уравнением эллипса

2 2

0 0 0
1

( ) ( )
.

x t x t
A A

   
       

Детерминированные модели процессов и си-
стем всегда приводят к детерминированным 
представлениям фазовых траекторий.

  Рис. 1. Отдельная реализация непрерывного случайного процесса и ее отображение на фазовой плоскости 
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При рассмотрении ситуации, когда на гармо-
ническое колебание (t) накладываются случай-
ные флюктуационные помехи (t), результирую-
щий процесс (t)  x(t)  (t) будет сопровождаться 
случайными изменениями амплитуды. На фа-
зовой плоскости (, ) эти изменения приводят 
к соответствующим флюктуационным изменени-
ям компонент — состояния (t) и скорости (t), и, 
как следствие, к флюктуационному «размытию» 
фазовых траекторий L(, ; t) (см. рис. 2).

Таким образом, информация о структуре  не-
прерывных случайных функций (t) может быть 
достаточно наглядно представлена в геометриче-
ской форме в виде отображений процесса (t) в фа-
зовом пространстве (, ). Характер поведения 
фазовых траекторий L(, ; t) непосредственно 
связан при этом с особенностями поведения вы-
борочных функций (t), t  [t0, t0  T] рассматри-
ваемого процесса. Сопоставление особых точек 
1, 2, …, 9 на реализации (t) и соответствующей 
ей фазовой траектории (см. рис. 1) показывает 
взаимную связь и характерные различия в ото-
бражениях детальной структуры исследуемого 
процесса.

Числовые характеристики фазовых 
траекторий

Задачи представления и исследования слу-
чайных процессов на фазовой плоскости требуют 
рассмотрения разнообразных структур фазовых 
траекторий. Для их описания, сравнения и обще-

го анализа, помимо визуальных и качественных 
показателей, необходимо также иметь и количе-
ственные характеристики, отражающие особен-
ности вероятностного поведения фазовых траекто-
рий при различных моделях исследуемых процес-
сов. В качестве таких характеристик принципи-
ально могут быть использованы характеристики 
типа «пересечений уровней» [12] или характери-
стики выбросов случайных процессов [13].

Из общих свойств фазовой плоскости видно, 
что для фазовой траектории L(, ; t) каждое 
пересечение координатных осей o и o на 
плоскости (, ) связано с наличием определен-
ного вида особой точки реализации (t), t  [t0, 
t0  T] исследуемого процесса (см. рис. 1). В свою 
очередь особые точки выборочных функций 
(t), t  [t0, t0  T] позволяют описывать деталь-
ную вероятностную структуру процессов (t). 
Следовательно, по аналогии с характеристиками 
выбросов для непрерывных случайных процес-
сов (t) могут быть определены характеристики 
пересечений уровней в задачах анализа структу-
ры фазовых траекторий L(, ; t). 

Рассмотрим более подробно характерные осо-
бенности поведения выборочной функции (t), 
t  [t0, t0  T] непрерывного случайного процесса 
(t) и поведение соответствующей ей траектории 
L(, ; t) на плоскости (, ). На рис. 1 несложно 
заметить, что при математическом ожидании 
процесса m  M{(t)}  0 фазовая траектория L(, 
; t) пересекает полуось o в те моменты вре-
мени ti, когда функция (t) пересекает нулевой 

  Рис. 2. Фазовые траектории простых колебательных процессов
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уровень снизу вверх, т. е. в моменты появления 
положительного выброса процесса (t) над уров-
нем H  m  0 (точки 1 и 9). Если воспользоваться 
результатами общей теории выбросов [12, 13], то 
для среднего числа пересечений NL(o, T) фазо-
вой траекторией L(, ; t) полуоси o на интерва-
ле времени t  [t0, t0  T] получим общую формулу
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где p(0, ; t)  p((t), (t))(t)  0 — совместная плот-
ность вероятностей для значений (t) и (t) при 
условии (t)  m  0.

По аналогии с этим подходом среднее число 
пересечений NL(o, T) фазовой траекторией L(, 
; t), t  [t0, t0  T] полуоси o будет совпадать со 
средним числом отрицательных выбросов про-
цесса (t) на уровне H  m  0, и для этой величи-
ны можно записать
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Выходы реализации (t) за уровень H  0 (точ-
ки 1 и 9) и входы (t) под уровень H  m  0 (точ-
ка 5) приводят к переходу фазовой траектории 
L(, ; t) из левой полуплоскости (t)  0 в правую 
полуплоскость (t)  0 и, соответственно, из правой 
полуплоскости в левую. При исследовании слу-
чайных процессов (t) такие переходы происходят 
с различной скоростью. На фазовой плоскости 
(, ) координаты точек 1, 5, 9 при (t)  0 дают на-
глядную информацию о значениях производной 
(t) в моменты пересечения траекторией L(, ; t) 
оси o, т. е. непосредственно отображают ско-
рость нарастания и положительных (точки 1, 9), и 
отрицательных (точка 5) выбросов процесса (t) .

Общее поведение траектории L(, ; t) в правой 
полуплоскости при (t)  0 описывает характер-
ные особенности положительных выбросов про-
цесса (t) над уровнем H  m  0. В левой полупло-
скости при (t)  0 структура фазовой траектории 
L(, ; t) отражает особенности поведения отри-
цательных выбросов процесса (t).

Моменты пересечений фазовой траекторией 
L(, ; t) оси абсцисс o связаны с моментами 
появления локальных экстремумов (максиму-
мов и минимумов) выборочной функции (t). При 
этом общая структура фазовых траекторий (см. 
рис. 1) показывает, что в моменты локальных 
максимумов реализации (t) изображающая точ-
ка M пересекает на фазовой плоскости (, ) ось 
абсцисс сверху вниз (точки 2, 4, 7), а в моменты 

локальных минимумов пересечение оси o про-
исходит снизу вверх (точки 3, 6, 8). Нахождение 
среднего числа таких пересечений можно выпол-
нить на основе общих результатов [12, 13] для вы-
числения числа максимумов, минимумов и числа 
экстремальных значений случайного процесса.

Так, в частности, общее число пересечений оси 
абсцисс o траекторией L(, ; t) определяется 
общим числом экстремальных значений реали-
зации (t) на рассматриваемом интервале време-
ни t  [t0, t0  T]:
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где p(0, ; t)  p(, ; t)(t)  0. 
Среднее число экстремумов (3) может со-

впадать со средним числом выбросов лишь для 
наиболее простой структуры рассматриваемых 
процессов (см. рис. 1), например для фазовых 
траекторий L(x, x; t) гармонического колебания 
x(t) и фазовых траекторий L(, ; t) узкополосно-
го процесса (t), когда каждый выброс сопрово-
ждается лишь одним экстремальным значением. 
Расширение спектрального состава исследуемых 
процессов (t) усложняет общую структуру выбо-
рочных функций, и на фазовых траекториях L(, 
; t) появляются дополнительные особые точ-
ки — дополнительные пересечения оси o.

Если при описании рассматриваемых процес-
сов (t) ввести отношение
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то коэффициент k может быть использован в ка-
честве удобной характеристики сложности для 
структуры фазовых траекторий L(, ; t). По сво-
ему физическому смыслу такой коэффициент от-
ражает среднее количество экстремальных зна-
чений, приходящихся на один положительный 
или отрицательный выброс функции (t).

В соответствии с результатами (1)–(3) коэффи-
циент сложности (4) будет определяться общей 
формулой
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       (5)

Для широкополосных случайных процес-
сов (t), как правило, выполняется неравенство 
Next (T)  N(0, T), k  1. При переходе к анализу 
простых гармонических колебаний k  1.
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Рассматривая общую структуру фазовых тра-
екторий L(, ; t), можно дополнительно опре-
делить вероятность нахождения и среднюю 
длительность нахождения траектории L(, ; t) 
в правой полуплоскости:
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Эти результаты с учетом формул (1) и (2) позво-
ляют найти среднюю длительность положитель-
ных выбросов 0( )L

  и среднюю длительность 
отрицательных выбросов 0( )L

  фазовой траекто-
рии L(, ; t) на уровне (t)  m  0: 
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Приведенные результаты (1)–(7) показыва-
ют возможность вероятностного анализа деталь-
ной структуры непрерывных случайных про-
цессов при их отображении на фазовой плоско-
сти. Рассмотренные при этом числовые харак-
теристики (1)–(7) являются достаточно общими, 
они однозначно связаны с характеристиками 
выбросов [12, 13] и позволяют не только описать 
качественные изменения структуры исследуе-
мых процессов, но и выполнить количествен-
ный анализ вероятностных свойств фазовых тра-
екторий. 

Фазовые траектории случайных 
гауссовых процессов

В задачах обработки информации модели га-
уссовых процессов занимают особое положение 
и часто используются в качестве основной «ра-
бочей» модели. Такая модель относится к классу 
наиболее распространенных при описании сиг-
налов, помех и флюктуационных явлений в ста-
тистической физике, радиофизике и радиотехни-
ке. Она широко используется в задачах распозна-
вания образов, задачах технической и медицин-
ской диагностики, задачах анализа систем теле-
метрии, локации, навигации и связи. Учитывая 
все эти особенности, конкретизируем числовые 
характеристики (1)–(7) фазовых траекторий L(, 
; t) для такого класса вероятностных моделей. 

Предположим, что исследуемый случайный 
процесс (t) является непрерывным стационар-
ным гауссовым процессом с математическим 

ожиданием m  M{(t)}  0 и некоторой корреля-
ционной функцией общего вида 
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Помимо этого, для рассмотрения фазовых 
траекторий L(, ; t) будем предполагать, что (t) 
относится к классу дважды дифференцируемых 
процессов, и, следовательно, наряду с условием 
непрерывности (8) выполняются необходимые 
условия дифференцируемости
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  (9)

Вычисление основных характеристик фазовых 
траекторий связано с предварительным нахожде-
нием совместных распределений p(, ; t) и p(, ; 
t) для значений (t) и его производных (t) и (t) 
в совпадающие моменты времени. Для модели га-
уссовых процессов такие распределения находят-
ся достаточно просто [13]. Так, если одномерная 
плотность вероятностей процесса (t) имеет вид
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 (10)

то совместная плотность вероятностей для значе-
ний (t) и (t)  d(t)/dt записывается как
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где 
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
 — дисперсия 

производной (t).
Результат (11) непосредственно следует из об-

щих свойств устойчивости гауссовых распреде-
лений при линейных преобразованиях (в данном 
случае при дифференцируемости) и известного 
свойства некоррелированности значений (t) и 
(t) для стационарных процессов. 

По аналогии с формулой (11) может быть опре-
делена и совместная плотность вероятностей для 
значений первой и второй производных рассма-
триваемого процесса:
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где 
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процесса (t).
Выражения (10)–(12) являются достаточными 

исходными данными для вычисления основных 
характеристик (1)–(7) и описания структуры фа-
зовых траекторий L(, ; t) в явной форме.

Вход траектории L(, ; t), t  [t0, t0  T] в правую 
полуплоскость (t)  0 может происходить только 
за счет пересечения изображающей точкой M по-
луоси o на фазовой плоскости (, ) (см. рис. 1). 
Среднее число таких пересечений определяется 
формулой (1) и для гауссовых процессов после ин-
тегрирования, с учетом выражения (11), равно
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Выходы фазовой траектории L(, ; t), t  [t0, 
t0  T] в левую полуплоскость (t)  0 связаны 
с отрицательными выбросами реализации (t) 
на уровне H  m  0 и происходят за счет пересе-
чений изображающей точкой M полуоси o по 
часовой стрелке. По аналогии с выражением (13) 
среднее число таких пересечений
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В моменты входов траектории L(, ; t) в пра-
вую полуплоскость (t) 0 и в моменты выходов 
значение производной (t), согласно результатам 
работы [13], будет описываться условной плотно-
стью вероятностей
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где  — значение производной (t) в моменты ti пе-
ресечений траекторией L(, ; t) оси o при ус-
ловии, что (ti)  0, а входящая в формулу (15) ве-
личина 2

1  соответствует дисперсии производной:
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Результаты (15) и (16) позволяют определить 
наиболее вероятные значения производной 0, 
при которых траектория L(, ; t) пересекает на 
фазовой плоскости (, ) ось o:

 0 10( ) .r         (17)

Величина 1, как это следует из соотношений 
(16) и (17), определяется спектрально-корреляци-

онными свойствами процесса (t) и характеризует 
наиболее вероятные значения скорости перехода 
траектории L(, ; t) из одной полуплоскости (, 
) в другую.

Пересечения фазовой траекторией L(, ; t) 
оси абсцисс o совпадают с моментами появле-
ния локальных экстремумов выборочной функ-
ции (t). Следовательно, пользуясь формулами (3) 
и (12), для среднего числа пересечений NL(o, T) 
полуоси o и среднего числа пересечений 
NL(o, T) полуоси o функцией L(, ; t), 
t  [t0, t0  T] получим

 

     ext

1 24

1
o o

2

0
2 0

( )

, ,

( )
.

( )

L LN T N T N T

T r
r

    

 
  

   
  (18)

Если теперь для фазовой траектории L(, ; t) 
рассмотреть характеристики длительностей по-
ложительных и отрицательных выбросов, то 
предварительно нужно заметить, что гауссовы 
процессы обладают симметричным относительно 
оси   m  0 распределением и, следовательно: 
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С учетом этого свойства формулы (7), (13) и 
(14) позволяют определить среднюю длитель-
ность выбросов фазовой траектории на уровне 
(t)  m  0:
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Результаты (10)–(19), по существу, полностью 
отражают характерные особенности фазовых 
траекторий L(, ; t) гауссовых процессов. Они 
позволяют определять на фазовой плоскости (, 
) основные числовые характеристики и справед-
ливы для описания процессов (t) с различными 
спектрально-корреляционными свойствами. При 
вычислении характеристик в основные формулы 
(13)–(19) достаточно подставить значения произ-
водных r(0) и r(4)(0) от нормированной корреля-
ционной функции 2( ) ( ).r R

      Эти значения 
непосредственно связаны с дисперсиями произ-
водных (t) и (t) исследуемого процесса:
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 (20)

и для моделей гауссовых процессов (t) являются 
основными величинами, влияющими на струк-
туру фазовых траекторий.

В соответствии с определением (4), (5), для га-
уссовых моделей (t) через дисперсии производ-
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ных (20) выражается и коэффициент сложности 
общей структуры функций L(, ; t): 
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В качестве простой иллюстрации на рис. 3 по-
казан характер отдельной реализации (t), t  [t0, 
t0  T] стационарного широкополосного гауссова 
процесса, особенности изменения ее производной 
(t) и структура фазовых траекторий L(, ; t) на 
плоскости (, ).

Полезно здесь подчеркнуть, что при исследо-
ваниях гауссовых процессов (t) во многих зада-
чах интерес представляет зависимость характе-
ристик вероятностной структуры фазовых тра-
екторий L(, ; t) непосредственно от спектраль-
но-корреляционных свойств процесса (t). В дан-
ном случае эта зависимость определяется пара-
метром
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При широкополосных процессах (t), ког-
да спектральная плотность S() сосредоточена 
в окрестностях частоты 0  0, а корреляционная 
функция имеет вид 2 2( ) ( ) ( ),R r           где 
() — некоторая монотонно убывающая функ-
ция , значение спектрального момента 2 полно-
стью определяется эффективной шириной э 

и коэффициентом формы спектральной плотно-
сти [12, 13] 
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Для нескольких типовых моделей функций 
R() и S() в таблице приведены значения всех 
основных параметров, необходимых для вероят-
ностного анализа фазовых траекторий L(, ; t) 
широкополосных процессов (t).

Если исследуемый гауссов процесс (t) отно-
сится к классу узкополосных и его корреляцион-
ная функция R() имеет вид 
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 (24)

то значение спектрального момента
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Иначе говоря, как и следовало ожидать при 
рассмотрении узкополосных случайных процес-
сов (t), на вероятностную структуру фазовых 
траекторий L(, ; t), помимо формы и ширины 
спектра, существенное влияние оказывает сред-
няя частота спектральной плотности S(). 

С учетом приведенных результатов (22)–(25) 
характеристики (13)–(21) позволяют в различных 
по своему содержанию задачах выполнять деталь-
ный вероятностный анализ структуры гауссовых 
процессов и исследовать влияние спектрально-
корреляционных свойств на поведение случайно-
го процесса (t) в фазовом пространстве (, ). 

При более общем подходе к исследованиям 
вероятностных свойств процессов (t), для фазо-
вых траекторий L(, ; t) на плоскости (, ) мо-
гут задаваться некоторые пороговые уровни или 

  Рис. 3. Выборочная функция (t) широкополосного гауссова процесса, поведение ее производной (t) и структу-
ра фазовых траекторий 
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определенные области допустимых значений и, 
в соответствии с условиями решаемых задач, мо-
гут, например, рассматриваться характеристики 
выходов фазовых траекторий за заданный уро-
вень, скорости выходов, вероятности и длитель-
ности нахождения процессов в заданных обла-
стях допустимых значений для (t) и (t).

Общая структура фазовых траекторий

В зависимости от необходимой детальности ис-
следований при рассмотрении случайных процес-
сов интерес могут представлять различные вероят-
ностные характеристики. Выделим здесь основные 
особенности фазового пространства (, ), которые 
позволяют получать полезную информацию о ве-
роятностной структуре процессов (t) без анализа 
количественных характеристик (1)–(7) фазовых 
траекторий L(, ; t), из одного их общего вида.

— При исследовании случайных процессов 
(t) фазовые траектории L(, ; t), как и следовало 
ожидать, также имеют случайную структуру. На 
фазовых отображениях (см. рис. 3) отсутствуют 
замкнутые траектории и не проявляются какие-
либо явно выраженные закономерности (предель-
ные циклы). Общее поведение фазовых траекто-
рий определяется характером совместного веро-
ятностного распределения для значений (t) и (t).

— Расположение фазовых траекторий L(, ; 
t) относительно координатных осей на плоскости 
(, ) показывает, что значения (t) и (t) в совпа-
дающие моменты времени обладают свойством 
некоррелированности (ортогональности). При ис-
следованиях гауссовых процессов (см. рис. 3) это 
свойство приводит к общей статистической неза-
висимости значений (t) и (t) не только в совпа-
дающие моменты времени.

— При возрастании длительности выборочных 
функций (t), t  [t0, t0  T] общая структура фазо-
вых отображений позволяет делать приближенные 
выводы относительно характера плотностей веро-
ятностей случайных процессов (t) и (t), выпол-
нять приближенное оценивание дисперсий и веро-
ятностей нахождения значений (t) и (t) в опреде-
ленной области фазового пространства (, ). 

— Для стационарных случайных процессов (t) 
изменения производной (t) в положительную и от-
рицательную сторону на фазовой плоскости (, ) 
носят приближенно одинаковый характер. Это по-
казывает, что случайная функция (t) имеет нуле-
вое математическое ожидание и, кроме того, под-
тверждает известное свойство симметрии относи-
тельно среднего значения плотности вероятностей 
производной (t) стационарного процесса (t).

— Общее поведение фазовых траекторий L(, 
; t) позволяет наглядно отображать на фазовой 
плоскости (, ) информацию о появлении раз-
личных неоднородностей в вероятностной струк-
туре процессов (t), появлении «загрязнений», 
аномальных значений, изменениях спектраль-
ных свойств и структуры производной (t) иссле-
дуемых процессов. 

В качестве дополнительной иллюстрации на 
рис. 4 показаны фазовые траектории L(, ; t), 
t  [t0, t0  T] случайного процесса (t) с экспонен-
циальным распределением. Структура фазового 
отображения на плоскости (, ) наглядно ха-
рактеризует здесь высокую концентрацию (вы-
сокую вероятность появления) мгновенных зна-
чений процесса (t) в области относительно ма-
лых величин и заметное уменьшение вероятно-
стей появления больших значений (t). Общий 
характер изменения «плотности» фазовых тра-
екторий хорошо согласуется с экспоненциальной 

  Значения основных параметров для анализа фазовых траекторий типовых моделей гауссовых процессов
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формой плотности вероятностей p(; t) процес-
са (t).

В целом выделенные особенности фазового 
пространства показывают, что при отсутствии 
аналитических решений отдельные свойства ве-
роятностной структуры процессов (t) могут быть 
исследованы на качественном уровне по общему 
виду фазовых траекторий L(, ; t). Такой подход 
важен в задачах оперативной обработки данных, 
задачах экспресс-анализа случайных процессов, 
задачах телеметрии и мониторинга состояния 
сложных динамических систем.

Заключение

По существу, представленные в данной работе 
результаты показывают характерные особенности 
отображения непрерывных случайных процессов 
(t) на фазовой плоскости (, ) и дают основу для 
количественного описания вероятностной струк-
туры фазовых траекторий L(, ; t). Эти результа-
ты позволяют сделать несколько общих выводов. 

В задачах обработки и анализа данных пред-
ставление информации на фазовой плоскости (, ) 
позволяет сформировать фазовое пространство ис-
следуемого случайного процесса (t), в котором да-
ется наглядное отображение информации о состоя-
нии процесса (t) и скорости изменения этого состо-
яния (t)  d(t)/dt в произвольный момент времени 
на рассматриваемом интервале t  [t0, t0  T]. 

На основе использования методов фазовой 
плоскости (, ) появляются возможности на-
копления и усреднения выборочных функций, 
возможности получения дополнительной ин-
формации о вероятностных свойствах процесса 
и возможности отображения информационной 
структуры случайных процессов «в целом» на 
выбранном интервале анализа.

По своему содержанию методы количествен-
ного описания фазовых траекторий L(, ; t) не-
посредственно связаны с общей теорией выбросов 
случайных функций, хотя и используется при 
этом иная форма представления информации.

Исследования структуры фазовых отображе-
ний позволяют выполнять вероятностный ана-
лиз особых точек реализаций (t), оценивать экс-
тремальные значения случайных процессов, рас-
сматривать вероятности выхода и скорости вы-
хода функций (t) из области заданных значений.

Все рассмотренные в данной работе числовые 
характеристики фазовых траекторий относятся 
к классу «измеряемых» — для многих моделей 
случайных процессов их удается определить ана-
литически в явном виде, они имеют наглядную 
физическую интерпретацию и в задачах обработ-
ки информации достаточно просто измеряются 
аппаратурно.

  Рис. 4. Выборочная функция случайного процесса 
с экспоненциальным распределением и ее 
отображение на фазовой плоскости
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Purpose: We analyze the ways to present random processes on a phase plane, and study the detailed probabilistic structure of 
phase trajectories at the level of quantitative descriptions. Results: Studying continuous random processes has demonstrated the 
characteristic features of forming a phase space of states. Quantitative characteristics are introduced to describe sample functions. 
A universal approach is offered to the analysis of probabilistic structure of phase trajectories. On the example of Gausse models, we 
discussed the influence of spectral-correlation properties of the processes to their phase reflections. Practical relevance: The obtained 
results can increase the information capacity of studying random processes, provide the ways for probabilistic analysis of the general 
structure of phase presentations, unite the classic methods of phase space with the methods of general theory of level crossings of 
random functions, and clearly present the data in the problems of collection, transformation and processing of information.
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