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Цель: показать основные характеристики разрядного метода решения систем линейных алгебраических уравнений 
и его модификации, построенные на основе нестационарного итерационного процесса, а также продемонстрировать 
перспективу их использования для решения плохо обусловленных систем линейных алгебраических уравнений. Мето-
ды: теоретически обосновывается сходимость, оценивается скорость сходимости как ограниченная снизу геометри-
ческой прогрессией со знаменателем, равным норме матрицы перехода. С помощью норм оценивается устойчивость 
к возмущениям в виде ошибок округления. Результаты: на основе анализа большого вычислительного эксперимента 
делается вывод о нестрогом выполнении для рассмотренных итерационных разрядных методов условия строгого диа-
гонального преобладания в матрице коэффициентов, а также слабой зависимости количества итераций для достижения 
требуемой точности решения от числа обусловленности системы уравнений. Практическая значимость: полученные 
теоретически и подтвержденные практически результаты показывают перспективность разрядных методов при исполь-
зовании в специализированных процессорах систем встраиваемого класса.

Ключевые слова — нестационарный итерационный процесс, система линейных алгебраических уравнений, СЛАУ, 
разрядный метод решения СЛАУ, плохо обусловленные СЛАУ, устойчивость к возмущениям, скорость сходимости.

Введение

Одной из часто решаемых задач, к которой 
в математической постановке сводится широ-
кий круг прикладных задач, является решение 
систем линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ) вида АХВ [1–6].

Традиционный взгляд на применение итера-
ционных методов для решения СЛАУ заключа-
ется в том, что они предпочтительны для реали-
зации при распараллеливании, при невысоких 
требованиях по точности решения, при наличии 
строгого диагонального преобладания в матри-
це А, при высоких порядках СЛАУ [6–8]. Однако 
они представляются малоперспективными из-за 
существенной зависимости числа итераций от об-
условленности матрицы исходной системы урав-
нений. 

Особое место среди итерационных методов ре-
шения СЛАУ занимают разрядные итерацион-
ные методы [2, 9], решение в которых формирует-
ся в виде накапливаемых сумм разрядных при-
ращений. Эти методы существенно отличаются 
от традиционных и хорошо известных итераци-
онных методов, поскольку в их основе лежит не-
стационарный итерационный процесс вида 

1 1( ),k k k
kX X X B   H A

где k — номер итерации, а Нk — последователь-
ность диагональных матриц на итерациях.

В настоящей работе рассматриваются основ-
ные характеристики базового метода разрядных 

формирований неизвестных и его модификации. 
Результаты решения ряда тестовых СЛАУ с боль-
шим числом обусловленности позволяют наде-
яться на слабую зависимость от него скорости 
сходимости методов, что существенно расширяет 
решаемый ими класс задач. 

Базовый разрядный метод 

Важными характеристиками качества чис-
ленных методов при обеспечении безусловной 
сходимости к решению являются [1, 7, 8] слож-
ность (операционный состав, общее число опе-
раций, затрачиваемых на вычисления), числен-
ная устойчивость (чувствительность к ошибкам 
округления), точность (обеспечиваемая погреш-
ность вычислений), область сходимости (ограни-
чения на класс решаемых задач).

Базовый итерационный разрядный метод ре-
шения СЛАУ, если вектор невязок k-й итерации 
k kX B  A  вычислять через невязки предыду-

щей итерации, представляется следующим обра-
зом [2, 9]:
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Задача реализации разрядных вычислений 
сводится к необходимости представления эле-
ментов вектора приращений неизвестных Hkk–1 
в виде основания системы исчисления в неко-
торой целой степени. Число и регулярность тре-
буемых действий для выполнения соотношений 



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 3, 2016 101

КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

итерации определяет выбор вида матрицы Hk, 
а операционный состав — ее элементы.

В работе [2] Hk на итерациях формиру-
ется в виде диагональной матрицы Hk

 11 22diag ( ) ( ) ( ), ,...,k k k
nnh h h  c элементами ( )k

iih  таки-

ми, что Hkk–1 есть основание системы счисле-
ния  в целой степени.

Условие сходимости приведенного итераци-
онного процесса — матрица А со строгим диаго-
нальным преобладанием [7]. Из него следует, что 
норма матрицы перехода TkE – HkA на k-й ите-
рации ||Tk||   < 1, и процесс сходится. 

Скорость сходимости. Вектор ошибки вы-
числяемого решения ZkX* – Xk, где X* — един-
ственное решение, а Xk — приближение к реше-
нию на k-й итерации. Представим вектор ошибки 
Zk в виде ZkTkZk–1. В работах [2, 9] показано, что 
ZkTkTk–1Tk–2...T1Z0, а учитывая, что для любого 
значения k ||Tk ||, получаем ZkkZ0. Таким об-
разом, последовательность векторов Zk сходится 
к нулю со скоростью, которая ограничена снизу 
геометрической прогрессией со знаменателем ,
и для решения СЛАУ с точностью  необходимо 
выполнить K ³ ln(1/)/ ln(1/) итераций [2].

Устойчивость вычислительного процесса. 
Ограниченная разрядная сетка вычислительных 
средств является в каждом акте вычислений ис-
точником ошибки, связанной с округлениями. 
Пусть Xk–1 вычислено с ошибкой k–1, т. е. вме-
сто точного значения получено Xk–1Xk–1 + k–1. 
Тогда на k-й итерации получим приближенное 
значение в виде

XkXk–1 + k–1 – Hk(A(Xk–1 + k–1) – B)

Xk–1 – Hk(AXk–1 – B) + (E – HkA)k–1.

Отсюда следует, что ошибки k и k–1 связа-
ны уравнением kTkk–1, и метод устойчив, по-
скольку ||Tk|| < 1.

Окончание вычислительного процесса. Как и 
ранее, определим вектор ошибки на итерациях 
как ZkX* – Xk. Очевидно, итерационный про-
цесс нужно заканчивать всякий раз, когда неко-
торая мера ошибки становится достаточно малой, 
т. е. когда ||Zk||  либо при выполнении условия 
||Zk||||Z0||, т. е. при уменьшении вектора началь-
ной ошибки в  раз. 

Точное решение X* заранее неизвестно, значе-
ние ||Zk|| нельзя вычислить непосредственно. Для 
аппроксимации Zk обычно применяется вектор 
невязок k. Есть лучшие способы получения ме-
ры относительной и абсолютной ошибок, но они 
требуют значительных дополнительных вычис-
лительных затрат и дополнительной памяти. 
При условии сходимости методов более приемле-
мо использование критерия остановки по вели-
чине нормы вектора разности XkXk – Xk–1, 

который позволяет получить разумную нижнюю 
оценку ошибки на каждой итерации. Конечно, 
||Xk|| несколько недооценивает ||Zk||, однако име-
ется возможность для каждого конкретного при-
менения метода разработать критерий остановки 
итераций по ||Xk||, который будет более точно 
оценивать вектор ошибки [7]. На практике такой 
способ нашел наиболее широкое применение, по-
скольку, во-первых, вектор Xk либо непосред-
ственно вычисляется в процессе выполнения 
итерации (методы Якоби, Ричардсона, простой 
итерации, вариационные), либо его вычисление 
легко осуществимо; во-вторых, значение ||Xk|| 
в ряде случаев применяется как относительный 
допуск при проверке потери значимости. 

Именно описанный выше способ является наи-
более приемлемым при реализации разрядных 
методов. Поскольку элементы вектора Xk кратны 
степени основания счисления и непосредственно 
связаны с номером итерации и величиной прира-
щения, то можно оканчивать итерационный про-
цесс по значению номера итерации. Более того, 
в ряде случаев можно судить о необходимости окон-
чания вычислений только по номеру итерации. 

Рассмотренный метод может быть реализован 
как с обычным двоичным, так и знакоразрядным 
представлением операндов [9–11]. Он хорошо рас-
параллеливается вплоть до уровня обработки от-
дельных разрядов [10–13]. 

Разрядный метод 
с коррекцией модуля шага

Основное отличие предлагаемого метода от 
описанного базового состоит в том, что в итераци-
онную схему вводится коэффициент регулирова-
ния модуля шага k: 

ХkХk–1 – k Нk(АХk–1 – В),

k(АХk–1 – В, Sk )/(ASk, Sk),

SkНk(АХk–1 – В).

Коэффициент k представляет собой величину 
шага в направлении Sk, выбираемую из условия 
минимизации функционала невязки [9]

F(X)1/2 (AXk–1, Xk–1) – (B, Xk–1).

Для сохранения операционной просто-
ты итераций на уровне базового метода зна-
чение модуля шага можно вычислять в виде 
klog(((АХk–1 – В),Sk)/(ASk,Sk)), что, как и в базо-
вом методе, осуществляется простыми операци-
ями сравнения. Вычисление значений элементов 
векторов SkНk(АХk–1 – В) и АSkAHk–1, яв-
ляющихся результатами основных вычислений, 
практически не вносит дополнительных вычис-
лительных затрат.
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Результаты численного эксперимента
Для экспериментальной оценки методов на 

большом количестве тестовых СЛАУ [2, 14, 15] 
были получены сравнительные характеристики 
поведения базового метода разрядных формиро-
ваний неизвестных, метода с коррекцией модуля 
шага, а также результаты вычислений MathCad. 
Данные о спектре матрицы и числе ее обусловлен-
ности вычислялись с помощью функций MathCad. 
Базовой характеристикой, подлежавшей иссле-
дованию, являлась зависимость числа итераций, 
необходимых для получения заданной точности 
решения СЛАУ, которая вычислялась как отно-
шение нормы вектора разницы между точным 
решением и приближением на k-м шаге к норме 
точного решения. 

Анализ результатов показал, что для СЛАУ 
с хорошо обусловленными матрицами коррек-
ция шага обеспечивает существенное увеличение 
скорости сходимости (приблизительно в 2 ра-
за), поскольку введение k гарантирует выбор 
правильного направления и величину шага ите-
рационного процесса. Для ряда тестовых СЛАУ 
метод с коррекцией шага сходится за одну-две 
итерации.

Существенным с точки зрения проведен-
ных в работе исследований является отсут-
ствие строгой зависимости количества итера-
ций от числа обусловленности и требования 
выполнения условия строгого диагонального 
преобладания в матрице коэффициентов. Так, 
для СЛАУ с cond1(A)2,235107, матрицей

коэффициентов 
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точности 110–7 решение достигло на 16-й ите-
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 Решение, полученное в MathCad: 
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Для СЛАУ с подобными характеристиками 
порядков 10, 100 и 500 метод показал аналогич-
ные результаты.

Заключение

При очевидной простоте рассмотренных ме-
тодов их непосредственная программная реали-
зация может быть значительно упрощена как 
за счет использования дополнительных преоб-
разований при разработке разных вариантов вы-
числительных алгоритмов, ориентированных на 
конкретные вычислительные средства, так и за 
счет специфики машинного представления чис-
ловой информации, влияющего на точность, бы-
стродействие и простоту реализации.

Следует отметить, что приведенные в статье 
оценки основываются на использовании аппарата 
норм — максимальных оценок матриц и векторов, 
что существенно занижает на практике показате-
ли рассмотренных методов. Работа над тематикой 
разрядных вычислений на основе нестационарной 
итерационной процедуры далека от завершения и 
требует построения соответствующей теории, де-
тализирующей механизм зависимости скорости 
сходимости от ряда параметров разрядных мето-
дов, а также характеристик решаемых СЛАУ. 
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Purpose: The goal of this work is to show the main characteristics of the bit-wise method for solving systems of linear algebraic 
equations, discuss the modifications of this method built on the base of nonstationary iterative process, and demonstrate the ways 
of using them for solving ill-conditioned systems of linear equations. Methods: We theoretically substantiate the convergence, 
estimating its rate as bounded below by a geometrical progression with a ratio equal to the transfer matrix norm. Using the norms, 
we esimate the steadiness against perturbations like round-off errors. Results: After analyzing the results of a big computational 
experiment, we make a conclusion that for the discussed iterative bit-wise methods, the condition of strict diagonal dominance in 
the matrix of coefficients can be met in a nonstrict way, and that the number of iterations to achieve the required solution accuracy 
weakly depends on the conditioning number of the system of equations. Practical relevance: Our theoretically obtained and 
practically substantiated results demonstrate how promising the bit-wise methods are for using in specialized processors of built-in 
systems.

Keywords — Nonstationary Iterative Process, System of Linear Equations, Bit-Wise Method of SLE solution, Ill-Conditioned SLE, 
Steadiness against Perturbations, Convergence Rate.
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