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Введение

Задача синтеза систем управления, позволя-
ющих компенсировать параметрические и внеш-
ние возмущения в условиях помех измерения, 
была и остается одной из ключевых проблем 
теории и практики автоматического регулиро-
вания. Это связано с тем, что технические и тех-
нологические процессы подвержены изменению 
параметров, отрицательно сказываются внешние 
воздействия на сам процесс и сигналы измере-
ния, качество измерений зависит от особенности 
соответствующих устройств. Примером может 
служить управление электрическим генератором 
в общей энергетической сети [1, 2], где изменение 
сопротивления линий электропередач обусловле-
но внешними воздействиями (коротким замыка-
нием, суточными изменениями нагрузки, обледе-
нением и т. п.). До сих пор остается открытой про-
блема [1, 2] качественного управления электри-
ческим генератором при наличии погрешности 
в измерениях угла поворота ротора относительно 
синхронной оси вращения, угловой скорости ро-
тора и переходной электродвижущей силы, осо-
бенно в аварийных режимах.

В настоящее время разработано немало мето-
дов и подходов для решения задачи компенсации 
возмущений и помех измерения. Так, для ком-
пенсации возмущений используются метод ин-

вариантных эллипсоидов [3], методы на базе вну-
тренней модели возмущений [4], методы иденти-
фикации параметров синусоидальных возмуще-
ний [5], метод вложения систем [6], метод синтеза 
универсальных регуляторов [7], метод вспомога-
тельного контура [8] и т. д. Для построения алго-
ритмов управления при наличии помех в канале 
измерения используются метод H -оптимизации 
[9], метод вспомогательного контура [8], методы 
анализа влияния помех измерения на качество 
работы замкнутой системы [10–12] и т. д.

Отметим, что А. М. Цыкуновым [8] получен 
алгоритм компенсации возмущений и помех для 
структуры матриц модели объекта при более об-
щих условиях по сравнению с работой [9]. Так, 
в [8] не требуется, чтобы произведение матрицы 
перед возмущением на матрицу перед помехой 
было равно нулю. Также в работе [8] рассматри-
ваются произвольные внешние ограниченные 
возмущения, а не синусоидальные, как в ста- 
тье [5]. Однако автором [8] предполагается, что 
размерность помехи должна быть меньше раз-
мерности вектора состояния объекта, параме-
трические и внешние возмущения могут при-
сутствовать только в определенных уравнениях 
модели объекта, отсутствуют аналитические 
условия расчета параметров алгоритма управ-
ления. Решению данных проблем и посвящена 
настоящая статья.
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Для синтеза алгоритма компенсации поме-
хи будет развит предложенный [8] подход с ис-
пользованием нашего результата [13] на случай 
действия помех, размерность которых равна раз-
мерности вектора состояния объекта, а также на-
личия возмущений в любом уравнении модели 
объекта. Для компенсации возмущений будет 
рассмотрен подход [13] с использованием наблю-
дателя производных. Дополнительно, в отличие 
от работы [8], будут получены аналитические ус-
ловия расчета параметров регулятора.

Постановка задачи стабилизации  
линейной системы в условиях возмущений 
и помех измерения

Пусть модель объекта управления описывает-
ся следующими уравнениями:

 
( ) ( ) ( ) ( , , );

 
 (1)

 
( ) ( ) ( ),

 
 (2)

где A — известная гурвицева матрица соответ-
ствующей размерности; x(t) [x1(t), …, xn(t)]T — 
вектор состояния; B [b1, …, bn]T, bi  0; u(t) R — 
сигнал управления; f(x, u, t) R — функция, за-
висящая от параметрических и внешних возму-
щений; z(t) Rn — сигнал, доступный измере-
нию; (t) [ 1(t), …, n(t)]T — помеха измерения. 

При решении задачи на объект управления 
(1), (2) наложим следующие предположения.

1. Сигнал возмущения f(x, u, t) представлен 
в виде ( , , ) ( ) ( ) ( ),  где 
с01 Rn, с02 R и с03 R — неизвестные посто-
янные вектор и числа, принадлежащие известно-
му компактному множеству ; (t) — ограничен-
ная функция вместе с ее первой производной.

2. Пара ( , )  — управляема для 
всех с01 и с02 из .

3. Доступен измерению только сигнал z(t).
Требуется спроектировать систему управле-

ния, которая обеспечит выполнение целевого ус-
ловия

 
( )  при t > ,  (3)

где  > 0 — точность регулирования;  > 0 — вре-
мя переходного процесса. Здесь и далее | | — ев-
клидова норма соответствующего вектора.

Алгоритм компенсации помех измерения

Перепишем уравнение (2) в виде

 

( ) ( ) ( ),   (4)

где , ..., , , , ...,  — вектор соответ-
ствующей размерности, у которого j-я компонен-
та равна 1, а остальные нулю.

Обозначим

( ) ( ), ..., ( ), ( ), ..., ( ) ;
 

, ..., , , ..., .

Перепишем (4) как

 
( ) ( ) ( ) ( ).   (5)

Исключим i-е уравнение в (5). Для этого ум-
ножим (5) слева на  — матрицу размерности 
(n – 1) n, полученную из единичной матрицы 
порядка n путем вычеркивания i-й строки. В ре-
зультате 

 
( ) ( ) ( ),   (6)

где ( ) ( ).
Продифференцируем (6) по времени вдоль тра-

екторий системы (1):

 
( ) ( ) ( ) ( , , ) ( ).   (7)

Выразим в (5) переменную x(t) и подставим ее 
в (7):

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( , , ) ( ).
 
 (8)

Введем обозначения

,  ,  ,  

и перепишем (8) в виде

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , , ) ( ).
 
 (9)

Если бы сигналы f и i были доступны изме-
рению, то решение уравнения (9) позволило бы 
получить точное значение вектора .  Однако сиг-
налы f и i не доступны измерению по условию за-
дачи. Введем в рассмотрение вектор , который 
является оценкой вектора  и определяется вы-
ражением

 
( ) ( ) ( ) ( ).   (10)

Для реализации алгоритма (10) требуется 
информация о производной ( ),  которую мож-
но получить, используя наблюдатель производ- 
ных. Воспользуемся следующей процедурой 
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для исключения наблюдателя. Найдем реше-
ние дифференциального уравнения (10) в виде  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).  Очевид- 

но, что для реализации последнего уравнения 
требуется информация о начальном условии ( ).  
Покажем независимость оценки помехи от знания 
начального условия ( ).  Сформируем новый алго-
ритм оценки помехи в виде

 

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ,   (11)

где ˆ( )  — новый вектор оценки сигнала ( );  
ˆ ˆ( ) ,  ˆ  — оценка значения ( ).  Если ма-

трица  гурвицева, то разность между векто-
рами ( )  и ˆ( )  экспоненциально стремится 

к нулю, так как ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )  в силу 
(10) и (11).

Рассмотрим ошибку

 
ˆ( ) ( ) ( ),   (12)

которая характеризует качество оценивания век-
тора ( )  с использованием алгоритма (11). Учи-
тывая (10) и (11), продифференцируем (12) по вре-
мени:

 
( ) ( ) ( ) ( , , ) ( ).

 
 (13)

Из уравнения (13) следует, что на величи-
ну ошибки e(t) влияют значения функций u(t) и 
f(x, u, t). Очевидно, что соответствующим выбо-
ром сигнала управления u(t) можно уменьшить 
влияние возмущения f(x, u, t) на качество оцени-
вания вектора ( ).  Решению данной проблемы 
посвящен следующий раздел.

Алгоритм компенсации возмущений

Выпишем в системе (1) i-е уравнение. Для это-
го умножим слева (1) на матрицу Ei:

 
( ) ( ) ( ) ( , , ),   (14)

где ( ) ( ).  Выразим в (14) возмущение как

 

( , , )

( ) ( ) ( ) .   (15)

Из (15) следует, что для получения информа-
ции о возмущении f(x, u, t) необходима инфор-
мация о сигналах x(t) и ( ).  Однако данная ин-

формация напрямую не доступна из постановки 
задачи. Поэтому дальнейшие действия посвяще-
ны получению оценок сигналов x(t) и ( ),  кото-
рые позволят сформировать оценку возмущения 
ˆ( , , ).

В предыдущем разделе был синтезирован ал-
горитм (11), который позволяет оценить часть 
сигнала помехи (t) в (2) в виде функции ˆ( ).  
Воспользуемся функцией ˆ( )  для уточнения 
значения вектора состояния x(t).

Пусть ˆ ( )  — оценка вектора x(t). Принимая 
во внимание (5) и (12), запишем выражение для 
ˆ ( )  в виде

 
ˆˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).   (16)

Для оценки сигнала ( )  воспользуемся на-
блюдателем

 
ˆ( ) ( ),   (17)

где  > 0 — малое число; p d / dt. Наблюдатель 
(17) представляет собой реальное дифференциру-
ющее звено.

В результате выражение для оценки возмуще-
ния f можно записать как

 

ˆ( , , )

ˆ( ) ( ) ( ) ,
 

 (18)

где ( )  — оценка сигнала ˆ ( );  0 <  < 1.
Для компенсации возмущения введем закон 

управления в виде

 
ˆ( ) ( , , ).   (19)

Выразим из (18) и (19) сигнал управления как

 
ˆ( ) ( ) ( ) .   (20)

Перед формулировкой основного результата 
введем следующие обозначения:

;

;

;

;

.
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;

;

; ;

.
 

;
 

;
 

;

;  

;

;  

;

;

 

.  (21)

Утверждение. Пусть выполнены условия 
предположений 1–3, матрица  — гурвицева, 

(t) — ограниченная помеха вместе с ее первой 
производной, i-я компонента вектора (t) дваж-
ды дифференцируема и ограничена, а также 
существуют коэффициенты  и  такие, что 
матрица Ae — гурвицева. Тогда система управ-
ления, состоящая из алгоритма оценки помехи 
(11), закона управления (20) и наблюдателя (17), 
обеспечивает выполнение целевого условия (3) 
с точностью

 
min( ) ( ) .   (22)

Здесь

 
( ) ( ),   (23)

( ) ( ), ( ), ( ) ;

 
ˆ( ) ( ) ( );   (24)

 — матрица, при которой выполнено ли-
нейное матричное неравенство ,  

,  ,   > 0 такое, что 

R > 0, min max( ) / ( ),  sup ( ) ,
 

( )
 

( ), ( ), ( ), ( ), ( ) .
Оценка предельного множества |x| определя-

ется в виде

 

min( )
lim sup ( ) .   (25)

Замечание. Из (13) и доказательства утверж-
дения следует, что существенный вклад в точ-
ность регулирования  вносит i-я составляющая 
помехи i(t). Поэтому для синтеза алгоритма 
управления можно воспользоваться следующей 
рекомендацией. Предположим, что в (1) у вектора 
B компоненты bk и bl не равны нулю; сигналы k(t) 
и l(t) ограничены вместе с двумя производными; 

( ) ( )  при t > T. Тогда для синтеза 

алгоритма компенсации возмущений рекоменду-
ется выбирать k-e уравнение в системе (1).

Пример исследования работоспособности 
разработанной схемы управления

Рассмотрим объект управления (1), (2) в виде

 

( , , ),   (26)

( ) ( ) ( ).

Множество возможных значений  задано 
следующими неравенствами:

,  ,  ,  , ,  ,

где , , .  Дополнительно | (t)|  7.

Сформируем систему управления. В качестве 
i-го уравнения выберем третье уравнение в си-

стеме (26). Тогда .  Следовательно: 
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,  .  Примем  и 

сформируем алгоритм оценки сигнала помехи 
(11) в виде

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ),  (27)

где ( ) ( ), ( ) .
Наблюдатель зададим в виде (17). Так как 

, , ,  то  и , , .  Сог- 
ласно (20) сигнал управления определится в виде

 

ˆ( ) ( ) , , ( ) ,
( )

 (28)

где ˆˆ ( ) ( ) ( )  из (16).

На рис. 1 изображены области устойчивости 
матрицы Ae, заданной в (21), по параметрам  и  
с учетом множества возможных значений .

Выберем  0,998 и  0,05 в (17) и (28). 
Зададим начальные условия в (26) в виде 
x(0) [1, 1, 1]T. Пусть

 

( , , ) ( ) ( ) ( )
, ( ) , sin , ( );
( ) sin ( );
( ) cos ( );
( ) , sin , ( ).

 

 (29)

В (29) d1(t), d2(t), d3(t) и d4(t) — случайные ку-
сочно-постоянные функции, подчиненные равно-
мерному закону распределения с нулевыми мате-
матическими ожиданиями, нулевыми дисперси-
ями и длительностями соответственно 0,07, 0,01, 
0,03 и 0,1 с. Дополнительно |d1(t)|  5, |d2(t)|  10, 

|d3(t)|  12 и |d4(t)|  0,05. Результаты переходных 
процессов по x(t) показаны на рис. 2, а.

Пусть

 

( , , ) ( ) ( ) ( )
( ) , sin ( );
( ); ( ), ,

 

 (30)

где q1 и q2 — функции квантования по уров-
ню с интервалом квантования 0,5 и 1,3 соответ-
ственно. В работах [10, 11] отмечалось, что сиг-
нал квантования по уровню можно представить 
в виде аддитивной помехи измерения. Результа-
ты переходных процессов по x(t) для недифферен-
цирующих составляющих помехи представлены 
на рис. 2, б.

Из рис. 2 видно, что система управления обе-
спечивает компенсацию возмущений и помех 
измерения после 3 с с точностью 0,1 и 0,05 соот-
ветственно. При этом возмущение и помеха со-
держат сигналы с широким диапазоном частот. 
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 Рис. 1. Области устойчивости замкнутой системы 
по параметрам  и 

 Fig. 1. Stability domains of the closed-loop system 
under parameters  and 

 Рис. 2. Переходный процесс по x(t) при возмуще-
нии и помехе вида (29) (а) и (30) (б)

 Fig. 2. The transients on x(t) under disturbance and 
measurement noise (29) (а) and (30) (б)
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Также, в отличие от расчетов в работе [8], расчет 
параметров в системе управления (17), (27) и (28), 
согласно утверждению, можно осуществлять на 
этапе проектирования (см. рис. 1), а не подбором 
параметров на этапе моделирования.

Заключение

Получен алгоритм компенсации возмущений 
и помех измерения, действующих на линейные 
динамические объекты с неизвестными параме-
трами. Рассмотрен алгоритм компенсации по-
мех, размерность которых равна размерности 
вектора состояния, при этом возмущение может 
присутствовать в любом уравнении модели объ-
екта, в отличие от работы [8]. Также получены 
условия, которые позволяют рассчитывать ко-
эффициенты алгоритма управления для обе-
спечения устойчивости замкнутой системы. 
Показано, что качество регулирования в устано-
вившемся режиме существенно зависит от вели-
чины компоненты помехи, которая присутствует 
при синтезе системы компенсации возмущений. 
Результаты моделирования подтвердили резуль-
таты аналитических расчетов и эффективность 
системы управления.

Алгоритм компенсации помехи измерения по- 
лучен при поддержке гранта Президента Рос- 
сийской Федерации (договор № 14.W01.16.6325-
МД (МД-6325.2016.8)). Алгоритм компенсации 
возмущений получен при поддержке РНФ (грант 
№ 14-29-00142) в ИПМаш РАН. Другие результа-
ты получены при финансовой поддержке грантов 
РФФИ (№ 16-08-00282, 16-08-00686, 17-08-01266), 
ведущих университетов Российской Федерации 
(субсидия 074-U01) и поддержке Министерства об-
разования и науки Российской Федерации (проект 
14.Z50.31.0031).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Доказательство утверждения

Сформируем уравнение замкнутой системы по 
переменным x(t), e(t) и (t). Вначале рассмотрим 
уравнение ошибки (13), которое характеризует 
качество оценивания сигнала ˆ ( )  с использо-
ванием наблюдателя (17). Учитывая (24), продиф-
ференцируем (t) по времени:

 

ˆ( ) ( ) ( ).
 

 (П.1)

Принимая во внимание (16), перепишем (П.1) 
как

 
( ) ( ) ( ) ( ).   (П.2)

С учетом (16) качество оценки ( )  по отноше-
нию к ( )  можно записать в виде

 

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ).
 
( П.3)

Выразим сигнал управления u(t) из (18) и (19) 
в виде

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

ˆ ( ) ( ) ( ) .

 

(П.4)

Принимая во внимание предположение 1, 
(П.1) и (П.3), перепишем (П.4) как

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

 

(П.5)

Выразим в (П.5) сигнал u(t) в виде

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) .   (П.6)

Принимая во внимание предположение 1 и 
(П.6), запишем выражение для u(t) + f(x, u, t) 
в виде

( ) ( , , ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) . (П.7)

Подставив (П.7) в (13) и принимая во внима-
ние обозначения (21), получим

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).
 
 (П.8)

Теперь определим сигнал ( )  в (П.2). С уче-
том обозначений (21) подставим (П.7) в (1). В ре-
зультате получим

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).
 
 (П.9)
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Выделим i-ю строку в (П.9), умножив слева (П.9) 
на матрицу :

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).
 

 (П.10)

Принимая во внимание уравнения (П.2) и 
(П.8), продифференцируем (П.10):

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ).

 

 (П.11)

Разрешим (П.11) относительно ( )  в виде

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) .

 

(П.12)

Подставим (П.12) в (П.2) и перепишем (П.2) 
как

 

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) .

  

(П.13)

Принимая во внимание уравнения (П.8), (П.9) 
и (П.13), запишем уравнение замкнутой системы 
в виде

 
( ) ( ) ( ).   (П.14)

Пусть существуют коэффициенты  и  такие, 
что матрица Ae — гурвицева. Следовательно, 
система (П.14) устойчива. Значит, вектор 

( ) ( ), ( ), ( )  предельно ограничен.  

Тогда из (П.7) сигнал u(t) ограничен. Из (4) сле-

дует, что z(t) ограничен. Из (12) следует, что 
( )  ограничен. Сигнал ˆ ( )  ограничен из (16). 

Тогда из (20) сигнал ( )  ограничен. Таким об-
разом, все сигналы в замкнутой системе ограни- 
чены.

Найдем производную от (23) вдоль траекторий 
системы (П.14):

 
( ) ( ) ( ) ( ).  (П.15)

Воспользуемся оценкой

( ) ( ) ( ) ( )

и перепишем (П.15) в виде

 
( ) ( ) .   (П.16)

Преобразуем (П.16) к виду

 
.   (П.17)

Разрешив неравенство (П.17) относительно V, 
получим

 
( ) ( ) .  (П.18)

Принимая во внимание (23), перепишем (П.18) 
как

 

min( ) ( ) ( )

.   (П.19)

Из неравенства (П.19) следуют оценки для ве-
личины  в виде (22) и (25).

Покажем теперь, что существуют  и , при ко-
торых матрица Ae будет гурвицевой. Рассмотрим 

  1. Тогда  и .  

Таким образом, матрица Ae, заданная в (21), не 
существенно зависит от c01, c02 и c03 при   1. 
Значит, существуют коэффициенты  и  такие, 
что матрица Ae — гурвицева.
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Algorithm for Compensation of Measurement Noises and Disturbances
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Introduction: The theory and practice of automatic control pays special attention to the problem of compensating disturbances 
and measurement noises. Most technical and technological processes are subject to changes in their parameters during the operation. 
External influences also can have a negative impact on the process. The measurement signals contain errors whose values depend on the 
external environment and the characteristics of the measuring device (its type, absolute and relative errors, etc.). Currently, there are 
no papers discussing simultaneous compensation of disturbances and measurement noises. Purpose: We try to synthesize a new control 
algorithm which would simultaneously compensate the parametric and external disturbances, as well as the measurement noises. The 
parameters of this algorithm should be calculated according to certain conditions which we also have to specify. Methods: The method we 
use is based on the disturbance compensation principle. It allows you to find a law providing that the control signal value is opposite to 
the disturbance value. Such an approach allows you to control the plants without significantly increasing the control signal amplitude. 
Results: We have synthesized a linear system stabilization algorithm assuming that a signal equal to the sum of the plant state vector 
and the noise vector is available for measurement. Parametric and external disturbances can be present in any equation of the plant 
model. Sufficient conditions for calculating the parameters of the regulator have been obtained to ensure the stability of a closed-
loop system. The results are analytically proved. The efficiency of the algorithm is demonstrated by a computer simulation. Practical 
relevance: Compared to the existing adaptive and robust control algorithms, the developed algorithm provides higher accuracy of 
control over technical systems under disturbances and measurement noises.

Keywords — Disturbance, Measurement Noise, Dynamic Compensation, Observer of Derivatives.
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