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Введение 

В настоящее время при обработке сигналов ши-
рокое распространение получили когерентные ме-
тоды обработки сигналов, элементами которых яв-
ляются разнообразные фильтры. С помощью филь-
тров выполняются операции фильтрации, диффе-
ренцирования, интегрирования, экстраполяции и 
т. д. В каждом конкретном случае фильтр должен 
обладать определенными частотными свойствами. 
В когерентных системах при преобразовании высо-
кочастотных сигналов на видеочастоту и последу-
ющей обработке необходимо полностью сохранить 
все временные и спектрально-корреляционные 
свойства сигналов, включая знак частоты Доплера 
[1]. Данная задача легко решается с использовани-
ем разнообразных комплексных фильтров, в ко-
торых сравнительно легко изменяется их частота 
настройки без изменения амплитудно-частотных 
характеристик. При этом частота настройки филь-
тров может принимать как положительные, так и 
отрицательные значения.

В общем виде частотная передаточная функ-
ция (ПФ) непрерывного комплексного фильтра 
записывается следующим образом [2, 3]:

 

( ) ( ) ...
( ) .

( ) ( ) ...
  (1)

Данная частотная ПФ является дробно-рацио-
нальной функцией, которая называется правиль-

ной, если n  m. Корни числителя в (1) называются 
нулями функции, а корни знаменателя — полюса-
ми. Полюсы и нули являются либо действитель-
ными числами, либо комплексно-сопряженными. 
В выражении (1) p j ; p0 j 0, где 0 — частота на-
стройки комплексного фильтра. Следует отметить, 
что при m n и 0  0 комплексный фильтр явля-
ется полосовым фильтром, при m n и 0 0 — 
фильтром нижних частот, а при m n и 0  0 — 
комплексным режекторным фильтром и, наконец, 
при m n, 0 0 — фильтром верхних частот.

Импульсная характеристика  
комплексного фильтра

Для нахождения импульсной характеристики 
комплексного фильтра в выражении (1) введем 
замену переменных s p – p0. Тогда частотная ПФ 
(1) записывается в виде

 

...
( ) .

...
  (2) 

В соответствии с работами [2, 3] данную ча-
стотную ПФ можно представить в параллельной 
форме 

 

( ) ... ,
 

 (3)

где ri — вычеты; sk — полюсы функции. 
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Целая часть W0  0 при m n. Вычеты, соответ-
ствующие комплексно-сопряженным полюсам, 
также являются комплексно-сопряженными.

Обратное преобразование Фурье параллель-
ной формы (3) определяет импульсную харак-
теристику комплексного фильтра в виде суммы 
экспонент и -функции [3]:

 

( ) exp( ) ( ),   (4)

где pk sk + j 0 — полюсы частотной ПФ (1).
Такую импульсную характеристику име-

ет система с (n + 1) каналами, в которой канал 
с импульсной характеристикой h(t) W0 (t) вос-
производит входной сигнал без искажений. Это 
безынерционный канал с бесконечной полосой 
пропускания. Показатели pk в экспоненциаль-
ных слагаемых в общем случае являются ком-
плексными числами pk ck + j( k + 0). При 
этом необходимо, чтобы действительная часть 
ck  0, иначе в сумме (4) появляются слагаемые 
вида rkexp(ckt), которые со временем возрастают 
до бесконечности. Компонента j k придает коле-
бательный характер импульсной характеристике 
фильтра с частотой k. Затухающий гармониче-
ский сигнал exp(– t)(cos kt + jsin kt) появляет-
ся на выходе при ck 0. Наличие компоненты j 0 
дает колебательный характер импульсной харак-
теристике фильтра на частоте 0.

В результате импульсная характеристика 
комплексного фильтра может быть записана сле-
дующим образом:

 

( ) exp( )exp[ ( ) ] ( )

exp( )exp( )[cos( )

sin( )] ( ).

 

 (5)

Из выражения (5) видно, что импульсная ха-
рактеристика комплексного фильтра в общем 
виде является тоже комплексной, т. е. содержит 
как вещественную, так и мнимую составляю-
щие. Для перехода от действительного фильтра 
к комплексному с частотой настройки 0 доста-
точно импульсную характеристику действитель-
ного фильтра умножить на комплексный сигнал 
[cos( 0t) + jsin( 0t)], что эквивалентно переносу 
частотной ПФ действительного фильтра на часто-
ту 0 без изменения формы амплитудно-частот-
ной характеристики.

В систему MatLab [4] включена группа функ-
ций для работы с ПФ. Нули и полюсы ПФ (2) рас-
считываются с помощью функции roots вычисле-
ния корней полиномов числителя и знаменателя. 
Векторы коэффициентов числителя и знаменате-

ля ПФ записываются со старшего коэффициента. 
Функция poly по значениям корней вычисляет 
коэффициенты полиномов; функция residue(a, b) 
вычисляет вычеты rk и вектор k. Пустой вектор 
k [ ] показывает отсутствие целой части в ПФ 
W0 0 (n m). С помощью функции freqs(a, b, ) 
вычисляется комплексная ПФ на заданной оси  
по значениям коэффициентов a и b.

Примеры вычислений  
импульсных характеристик 

1. Комплексный полосовой фильтр на базе 
фильтра нижних частот Баттерворта второ-
го порядка.

Частотная ПФ такого фильтра с учетом соотно-
шения (1) записывается следующим образом [3, 4]:

 

( ) ,
( ) ( )

  (6)

где ср — частота среза фильтра.
Модуль частотной ПФ (6) определяется соот-

ношением

( )
( ) / ,

при этом коэффициенты a и b имеют вид

[ ];  [ ].

Программа расчета полюсов функции (6) при 

0 0 по данным коэффициентам представляет-
ся следующим образом [5]:

2
ср[ ]a

2
ср ср[1 2 ]b

p
[r,p,k a,b

k
Выполнение данной программы дает следую-

щие результаты:

r1 0 – j0,707107, p1 – 0,7071070 + j0,707107;

r2 0 + j0,707107, p2 – 0,707107 – j0,707107; k [].

Таким образом, для рассматриваемого филь-
тра при 0 0 вычеты r1 и r2, а также плюсы p1 
и p2 являются комплексно-сопряженными. Тогда 
в соответствии с (5) импульсная характеристика 
комплексного полосового фильтра определяется 
соотношением 

h(t) [r1exp(p1t) + r2exp(p2t)][cos( 0t) + jsin( 0t)].
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Полученная импульсная характеристика 
может быть записана через вещественную и 
мнимую составляющие hx(t) и hy(t). При этом 
h(t) hx(t) + jhy(t), где 

hx(t) [r1exp(p1t) + r2exp(p2t)]cos( 0t);

hy(t) [r1exp(p1t) + r2exp(p2t)]sin( 0t).

Вид амплитудно-частотной характеристики 
рассматриваемого комплексного полосового филь-
тра при ср 1 рад/c и 0 10 рад/с показан на 
рис. 1 (линия 1), а на рис. 2, а изображены ква-
дратурные составляющие hx(t) и hy(t) импульсной 
характеристики фильтра.

2. Комплексный режекторный фильтр на ба-
зе фильтра нижних частот Баттерворта вто-
рого порядка.

Частотная ПФ и ее модуль рассматриваемого 
фильтра с учетом соотношения (1) могут быть за-
писаны, соответственно, в виде [2, 3]

 

( )
( ) ;

( ) ( )

( ) ( )
( ) ./

 

 (7)

Модуль частотной ПФ W( ) показан на рис. 1  
(линия 2) для случая, когда ср 1 рад/c и  

0 –5 рад/с.
Векторы коэффициентов фильтра представля-

ются следующим образом:

a [1 0 0]; [ ].

При этом программа расчетов полюсов функ-
ции (7) 0 0 по заданным коэффициентам при-
нимает вид

a 
2

ср ср[1 2 ]b  % -

p b
[r, p, k] a, b

k
При выполнении данной программы получа-

ются следующие результаты:

r1 –0,707107 + j0, p1 –0,7071070 + j0,707107;

r2 –0,707107 + j0, p1 –0,7071070 – j0,707107; k 1.

В итоге импульсная характеристика комплекс-
ного режекторного фильтра приобретает вид

h(t) [r1exp(p1t) + r2exp(p2t)][cos( 0t) +

+jsin( 0t)] + [0].
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 Рис. 1. Амплитудно-частотные характеристики по-
лосового 1 и режекторного 2 комплексных 
фильтров

 Fig. 1. Amplitude-frequency characteristics of band-
pass 1 and notch 2 complex filters
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 Рис. 2. Импульсные характеристики полосового (а) 
и режекторного (б) фильтра

 Fig. 2. Pulse characteristics of the bandpass (а) and 
notch (б) filter
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Для случая, когда ср 1 рад/c и 0 –5 рад/с, 
на рис. 2, б представлены квадратурные состав-
ляющие импульсной характеристики фильтра за 
исключением -функции. 

Заключение

Полученные теоретические результаты показы-
вают, что импульсные характеристики как полосо-
вого, так и режекторного комплексных фильтров 
являются также комплексными и содержат веще-
ственную и мнимую составляющие, сдвинутые по 

фазе на 90 . Для преобразования действительного 
фильтра в комплексный достаточно его импульс-
ную характеристику умножить на комплексный 
сомножитель [cos( 0t) + jsin( 0t)], где 0 — частота 
настройки фильтра. Рассмотренная в статье мето-
дика расчета импульсных характеристик может 
быть распространена на полосовые и режекторные 
комплексные фильтры практически любых поряд-
ков. Подобные фильтры могут быть использованы 
при построении когерентных доплеровских изме-
рителей скорости и ускорения, систем селекции 
движущихся целей, радиовысотомеров и т. д.
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Federation

Introduction: When developing such information processing systems as Doppler measuring instruments for speed or acceleration, 
moving target selection systems, radio altimeters with frequency modulation of the bearing signal, or coordinated devices for detection 
and assessment of object parameters, the developers often use coherent methods of signal reception and analysis. In particular, they use 
complex filters with complex impulse characteristics which allow you to find output signals for any preset input signals by means of 
integral of imposing. Purpose: We need to develop a technique of synthesizing complex filters with preset frequency properties on the 
basis of complex impulse characteristics. Results: We have obtained expressions in general terms for quadrature components of impulse 
characteristics of both band and rejection complex filters. This allows you to find their output signals for the known input ones. The 
suggested theoretical statements are substantiated by concrete examples. Practical relevance: The use of complex filters in coherent 
systems of signal processing allows you to fully consider the temporal and spectral-correlation characteristics of the input signals and 
to considerably increase the efficiency of various radio-technical systems.

Keywords — Complex Filter, Frequency Transfer Function, Deductions, Poles, Complex Impulse Characteristic.
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