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Введение: развитие биологических и социальных систем во многом определяется уровнем полезности элитной группы, ко-
торая выделяется из основной популяции и характеризуется высоким статусным положением. Процесс формирования элитной 
группы носит случайный характер в силу неизбежных ошибок при отборе. Степень влияния этих ошибок на уровень полезности 
элитной группы различна в зависимости от правил отбора. Цель: оценка влияния правил отбора на динамику изменения сред-
него уровня полезности элитной группы. Результаты: определена динамика изменения вероятностных характеристик средне-
го уровня полезности элитной группы при двух сценариях отбора: с фиксированным порогом и порогом, который определяется 
достигнутым на момент отбора средним уровнем полезности группы. Установлено, что при отборе по первому сценарию сред-
ний уровень полезности элитной группы стремится к уровню, величина которого даже при больших вероятностях ошибки от-
бора больше среднего уровня полезности по всей популяции. Однако если считать недопустимым уменьшение среднего уровня 
полезности элиты ниже порога отбора, вероятность ошибок при отборе должна быть меньше или равна квадрату вероятности 
попадания члена популяции в элитную группу. Доказано, что при втором сценарии средний уровень полезности элитной груп-
пы стремится к среднему значению этого параметра по всей популяции независимо от вероятности ошибки отбора. Величина 
последней влияет только на длительность переходного процесса, в течение которого элита «растворяется» в популяции, и ее 
представители в среднем перестают отличаться от других членов популяции по уровню своей полезности. Введено понятие 
критической вероятности ошибки отбора, при котором средний уровень полезности элитной группы равен нижней допустимой 
границе. Практическая значимость: доказано, что для правильного формирования элиты должен использоваться сценарий 
отбора с фиксированным, высоким порогом отбора. Вычисленное значение критической вероятности ошибки отбора может 
быть использовано для контроля процесса формирования элитной группы.
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Введение

В биологических и социальных системах 
огромное значение имеют процессы формирова-
ния и эволюции элитной группы (ЭГ) (элиты), чле-
ны которой обладают более высоким значением 
некоторого статусного параметра по отношению 
к оставшейся части популяции. Благодаря этому 
превосходству элита имеет значительное влияние 
на состояние и развитие всей популяции в целом. 
Таким статусным параметром может быть положе-
ние в системе социальной иерархии (социальные 
группы) или чистота линии, продуктивность, тех-
нологические качества (биологические группы). 
Одновременно каждый член популяции, включая 
и членов ЭГ, может быть охарактеризован неко-
торым уровнем полезности, который объективно 
передает степень влияния члена на эволюцию по-
пуляции. Очевидно, если статусные положения 
членов элиты соответствуют высоким значениям 
уровня полезности, динамика развития популя-
ции с большой вероятностью будет положитель-
ной (прогресс), и наоборот, несоответствие статуса 
и уровня полезности может привести всю популя-

цию к застою или даже отрицательной динамике 
развития (регресс).

Процесс изучения влияния элиты на жизнь 
общества имеет долгую историю. Согласно [1], 
она восходит к трудам Ибн Халдуна (1332–1406), 
арабского философа, историка, политического и 
общественного деятеля [2]. В настоящее время 
изучение процессов формирования, развития и 
влияния элит оформилось в отдельное направле-
ние — элитологию [3].  Признанными основателя-
ми элитологии являются итальянские социологи 
Н. Макиавелли (1469–1527), Г. Моска (1858–1941), 
В. Парето (1848–1923), Р. Михельс (1876–1936). 
В отечественной школе становление и развитие 
науки о роли элит в жизни общества связано 
с именем Л. Н. Гумилева (1912–1992). В настоя-
щей статье не будет анализа учений названных 
авторов, во-первых, потому что он дан в много-
численных публикациях по элитологии (см. [1, 
3–5] и ссылки в этих работах), и, во-вторых, по 
той причине, что статья посвящена математиче-
скому анализу процесса отбора в элиту.

Необходимо, однако, отметить, что у исто-
ков зарубежной элитологии стоял Вильфредо 
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Парето — экономист, философ и инженер, чья те-
ория циркуляции элит способствовала примене-
нию математических методов в теории эволюции 
общества [1, 6]. И все же исследования процессов 
в ЭГ и их влияния на общество в настоящее вре-
мя в основном касаются исторических, экономи-
ческих, социологических, политических, право-
вых, а также морально-нравственных аспектов 
[7–9]. По-видимому, такое положение дел объяс-
няется существующим интересом к жизни элиты 
и тем резонансом, который имеют в обществе со-
бытия, происходящие в ЭГ.

В то же время в элитологии математические 
методы давно нашли применение для анализа ди-
намических процессов, происходящих внутри ЭГ 
и в обществе в целом [1, 10–14]. Настоящая статья 
близка к работам [15–17], которые посвящены про-
цессам, развивающимся в ЭГ. В этих работах пред-
полагается, что на этапе формирования элиты ис-
пользуется достаточно простое параметрическое 
правило, когда в элиту попадают только члены по-
пуляции (ЧП), уровень полезности которых превы-
шает некоторый порог. Считается, что это правило 
при формировании элиты выполняется с ошиб-
ками. Эти ошибки ведут к засорению ЭГ членами 
с низким уровнем полезности. Кроме того, со вре-
менем происходит «изнашивание» членов ЭГ, след-
ствием которого также является уменьшение уров-
ня полезности элиты. Поэтому в вышеназванных 
работах основное внимание уделяется эволюции 
элиты, поддержанию ее высокого уровня путем от-
браковки членов с низким уровнем полезности и 
делегирования в элиту новых членов.

Социальная значимость работ [15–17] была 
впервые раскрыта в публикации А. Н. Ефимова 
[18], опубликованной в 1988 г. В статье прямо бы-
ло указано на возможность ошибок при отборе 
в ЭГ и влияние этих ошибок на качество элиты. 
Однако, как сказано в статье [19]: «… в связи с за-
катом перестройки, бурными процессами рас-
пада СССР и последующего передела власти все 
эти идеи моделирования и исследования меха-
низмов эволюции элит были благополучно забы-
ты. Одной из возможных причин забвения мог-
ло стать то, что озвученные в статье результаты 
были слишком нелицеприятны для пришедшей 
к власти новой волне элит».

В предлагаемой работе акцент делается на 
вероятностном анализе этапа создания ЭГ и 
влиянии правил отбора на средний уровень по-
лезности ее членов. Отбор в ЭГ осуществляется 
в соответствии с некоторым сценарием. В статье 
рассматриваются два сценария, причем в обоих 
случаях при отборе допускается возникновение 
ошибок. Первый сценарий отбора такой же, как 
и в работе [15]. При втором сценарии порог фор-
мируется исходя из достигнутого на момент от-
бора среднего уровня полезности всей ЭГ. Целью 

работы является исследование влияния правил 
отбора в ЭГ на динамику изменения ее среднего 
уровня полезности.

Вероятностные характеристики среднего 
уровня полезности элиты в процессе отбора

Пусть случайная величина , заданная на 
множестве X[0, 1], имеет равномерное распре-
деление с интегральной функцией распределе-
ния вероятностей F(x; 0,1), где
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Случайная величина  с множеством ее значе-
ний X ассоциируется с уровнем полезности чле-
нов некоторой популяции P, перед которой стоит 
задача сформировать ЭГ EP. Поскольку каж-
дому ЧП соответствует свой уровень полезности, 
то в дальнейшем не будем различать членов по-
пуляции и их уровни полезности.

Элитная группа E(X) представляет собой под-
множество членов, чей уровень полезности при 
отсутствии ошибок отбора должен быть выше не-
которого порога xпор:

 
   ïîð: .E X X x      (2)

Заметим, что при сделанных предположениях 
порог xпор определяет вероятность отбора случай-
но выбранного ЧП в ЭГ Pотб, которая для равно-
мерного распределения равна Pотб1 – xпор.

Допустим, что ЭГ формируется путем последо-
вательного извлечения ЧП из популяции и срав-
нения с порогом. При этом на k-м шаге ЧП с уров-
нем k попадает в элиту, если k  xпор, k1, 2, …. 
Тогда средний уровень ЭГ
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где uj, j = 1, …, k — случайная величина, при-
нимающая значения 1 при попадании j-й осо-
би в элиту и 0 в противном случае. При этом k, 
k = 1, 2, … представляет собой дискретный слу-
чайный процесс. Целью настоящей статьи явля-
ется определение статистических характеристик 
данного случайного процесса.

Вначале рассмотрим процесс формирования 
ЭГ, при котором ошибки отбора не возникают. 
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В данном случае uj(k – xпор), j1, …, k, где 
(x) — функция Хевисайда:
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Для определения статистических характери-
стик случайной величины k, k1, 2, … восполь-
зуемся методом характеристических функций. 
Характеристическая функция (ХФ) совместного 
распределения случайных величин Au и au 
равна
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где fст(x) = f(x; 0,1) — плотность стандартного 
равномерного распределения и
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Тогда, учитывая, что отдельные слагаемые 
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независимы, ХФ совместного распределения слу-
чайных величин Ak и ak будет равна
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Вычисляя обратное преобразование Фурье от 
(6), получим совместную плотность распределения
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где () — дельта-функция Дирака.
Тогда плотность распределения случайной ве-

личины kAk/ak равна
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Интеграл в (9) вычисляется просто, однако ко-
нечное выражение для плотности получается до-

статочно громоздким. Поэтому для дальнейшего 
анализа определим ХФ распределения:
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Полученная ХФ (10) позволяет легко найти 
моменты распределения. В частности математи-
ческое ожидание распределения
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Как следует из (11), при k математическое 
ожидание среднего уровня ЭГ достаточно быстро 
стремится к уровню
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т. е. к середине отрезка, в который попадают зна-
чения уровня полезности ЭГ.

Рассмотрим теперь, как влияют на средний 
уровень ЭГ ошибки отбора. При этом будем рас-
сматривать два сценария возникновения ошибок:

1) ошибка при отборе возникает случайно, 
независимо от уровня предъявляемого к отбору 
ЧП, при неизменном пороговом уровне xпор;

2) ошибка при отборе возникает случайно, 
независимо от уровня предъявляемого к отбору 
ЧП, при пороговом уровне xпор, который зависит 
от достигнутого на момент отбора среднего уров-
ня элиты.

Для первого сценария средний уровень ЭГ по-
прежнему вычисляется на основании уравнения 
(3), но случайная величина 
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где Pош — вероятность ошибки; k — равномер-
но распределенная на интервале [0, 1] случайная 
величина, которая характеризует возникновение 
ошибки и является статистически независимой от 
k. Как следует из (13), при k  xпор ЧП отбирает-
ся в ЭГ с вероятностью 1. В противном случае ЧП 
также может попасть в ЭГ с вероятностью Pош.
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Как можно заметить, уравнения (7) и (14) со-
впадают при Pош0. ХФ распределения среднего 
уровня ЭГ при этом будет равна
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 (15)

На основании (15) легко можно вычислить ма-
тематическое ожидание среднего уровня ЭГ
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При k математическое ожидание среднего 
уровня ЭГ быстро стремится к величине
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Это значение можно назвать асимптотическим 
средним уровнем полезности ЭГ.

Несложно показать, что это значение меньше 
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Таким образом, происходит уменьшение сред-
него уровня ЭГ вследствие «загрязнения» сорны-
ми особями, проникающими в ЭГ из-за ошибок 
отбора. Как следует из (18), разница между уров-
нями îø

  и   тем больше, чем выше вероят-
ность ошибки Pош и уровень порога xпор. При ве-
роятности ошибки

 
 2 2

êðèò ïîð ïîð1 ,P x x    (19)

которая может быть названа критической, 
îø

ïîðx   и средний уровень ЭГ равен порогу от-
бора xпор, т. е. нижнему допустимому уровню по-
лезности ЭГ. Учитывая, что величина порога xпор 
близка к единице, критическая вероятность, как 
следует из (19), примерно равна квадрату вероят-
ности попадания члена популяции в ЭГ и, следо-
вательно, принимает очень малые значения. На-

пример, при xпор0,95 критическая вероятность 
ошибки отбора составляет всего Pош0,0028. В то 
же время несложно показать, что îø 0 5, ,   при-
чем равенство достигается только при Pош1. 
Следовательно, при реализации рассматриваемого 
сценария отбора с большой вероятностью средний 
уровень полезности ЭГ всегда будет выше среднего 
уровня полезности по всей популяции.

Рассмотрим теперь второй сценарий отбо-
ра с ошибкой. Пусть уровень порога, с которым 
сравнивается очередной кандидат в ЭГ, зависит 
от текущего среднего уровня (рис. 1):

 
 
nop 1 2 1( ) .k

k k kx       
  

(20)

В данном случае свойство статистической не-
завис имости отобранных кандидатов, которое 
являлось основой проведенного ранее анализа, 
не выполняется, так как порог на текущем ша-
ге зависит от результатов предыдущих шагов. 
Поэтому для статистического анализа рассматри-
ваемого варианта перепишем уравнение (3) в виде
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Уравнение (20) позволяет легко определить ус-
ловную плотность вероятностей
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  (22)

0 1 kxпор = 2 k – 1 

1 – k1– k

X 

  Рис. 1. Средний уровень полезности k и порог от-
бора xпор на k-м шаге

  Fig. 1. The mean level of utility k and the threshold 
of selection xпор at the k-th step

(21)
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где f(x; a, b) — плотность равномерного распреде-
ления вероятностей (6). На основании (21) мож-
но сделать вывод, что двухмерный случайный 
процесс k = (k, ak), k = 1, 2, … является мар-
ковским с плотностью перехода (22). Для полно-
го описания этого процесса надо определить на-
чальную безусловную плотность распределения 
f(1, a1). Поскольку начальный отбор в ЭГ соот-
ветствует событию a1 = 1, данная плотность лег-
ко вычисляется:
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 (23)

где sign() — функция «знака».
Условное математическое ожидание распреде-

ления с плотностью перехода (22)
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Поскольку при k ak–1, происходит 
стабилизация среднего уровня ЭГ на некотором 
асимптотическом значении îø.  Уравнение (24) 
позволяет определить этот уровень. Очевидно, 
что при k–10,5 второе слагаемое в (24) стано-
вится равным нулю, и, следовательно, îø 0 5, .   
Таким образом, при Pош > 0 средний уровень 
элиты неминуемо становится равным среднему 
уровню популяции 0 5, .x   От вероятности ошиб-
ки отбора Pош будет зависеть лишь длительность 
переходного процесса: чем меньше Pош, тем боль-
шее время потребуется для стабилизации средне-
го уровня элиты.

Реализации процесса  k  для трех рассмо-
тренных сценариев отбора представлены на рис. 2 
при Pотб0,05 (xпор0,95) и Pош0,20 в дискрет-
ном времени. Сравнение кривых на рисунке по-
зволяет сделать следующие выводы.

1. При отборе без ошибок средний уровень 
элиты быстро стремится к значению 0 975,   
и в дальнейшем слабо флюктуирует около этого 
уровня. Дисперсия флюктуаций уменьшается 
с течением времени.

2. При отборе с ошибками по обоим сценариям 
наблюдается длительный переходный процесс, 
в результате которого (k) стремится к асим-
птотическому значению îø

  и в дальнейшем 
также слабо флюктуирует около этого уровня. 
Дисперсия флюктуаций тоже уменьшается с те-
чением времени, но ее величина больше, чем при 
отборе без ошибок. При этом во время переходно-
го процесса возможно значительное уменьшение 
среднего уровня элиты по сравнению с асимпто-

тическим значением îø.  Так, для реализаций 
на рис. 2 средний уровень принимал значения 
ниже среднего уровня всей популяции 0 5, ,x   
причем для второго сценария промежуток време-
ни, когда средний уровень ЭГ был ниже среднего 
уровня всей популяции, был достаточно продол-
жительным.

3. Ошибки при отборе резко снижают средний 
уровень ЭГ. Это может иметь катастрофические 
последствия, особенно для отбора с ошибками по 
второму сценарию, при котором средний уровень 
элиты только по прошествии достаточно продол-
жительного переходного процесса стабилизиру-
ется на уровне 0 5, .x 

В соответствии с уравнениями (12) и (17) рас-
считаны зависимости математического ожида-
ния   от вероятности ошибки Pош при различ-
ных значениях Pотб (рис. 3). Соответствующая 
кривая для второго сценария получена по ре-
зультатам математического моделирования. 
Небольшие отклонения от уровня 0 5,x   для 
этой кривой объясняются необходимостью моде-
лировать очень длинные серии отбора при малых 
значениях вероятности ошибки Pош. Это невоз-
можно в условиях конечности времени модели-
рования. Графики на рисунке свидетельствуют о 
значительной разнице результатов отбора по рас-
сматриваемым сценариям. Для первого сценария 
асимптотический уровень полезности ЭГ, оста-
ваясь больше среднего уровня полезности всей 
популяции, монотонно убывает с увеличением 

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

k
0

(k
)

1

2

3

  Рис. 2. Изменение среднего уровня полезности во 
времени для различных сценариев отбора при 
Pотб0,05 (xпор0,95) и Pош0,20: 1 — без ошибки; 
2 — первый сценарий; 3 — второй сценарий

  Fig. 2. Changing of the mean level of utility over time 
for different scenarios of selection for Pотб0,05 
(xпор0,95) and Pош0,20: 1 — without error; 2 —  
first scenario; 3 — second scenario



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 1, 201962

СТОХАСТИЧЕСКАЯ ДИНАМИКА И ХАОС

вероятности ошибки Pош. Для второго сценария 
при любом значении вероятности ошибки асим-
птотический уровень равен среднему уровню 
полезности популяции. Таким образом, в ситу-
ации, когда элита сама начинает устанавливать 
правила отбора, неминуемо происходит ее засоре-
ние, и с течением времени представители элиты 
в среднем перестают отличаться от других членов 
популяции по уровню своей полезности.

Заключение

В работе дан вероятностный анализ процесса 
формирования ЭГ в популяции с равномерным 
распределением уровня полезности. Рассмотрены 
два сценария отбора в ЭГ: отбор с фиксированным 
порогом уровня полезности кандидатов и отбор 
с порогом, величина которого зависит от среднего 
уровня полезности членов самой ЭГ. В обоих слу-
чаях при отборе допускаются случайные ошибки 
с некоторой вероятностью. Установлено, что при 
отборе по первому сценарию средний уровень по-
лезности элиты стремится к уровню, величина 
которого даже при больших вероятностях ошиб-

ки отбора больше среднего уровня полезности по 
всей популяции в целом. Однако если считать 
недопустимым уменьшение среднего уровня по-
лезности элиты ниже порога отбора, вероятность 
ошибок при отборе должна быть меньше или рав-
на квадрату вероятности попадания члена по-
пуляции в ЭГ. При втором сценарии, когда порог 
отбора фактически определяется самой элитой, 
средний уровень полезности стремится к значе-
нию этого параметра по всей популяции незави-
симо от вероятности ошибки отбора. Величина 
последней влияет только на длительность пере-
ходного процесса, в течение которого элита «рас-
творяется» в популяции, и ее представители 
в среднем перестают отличаться от других членов 
популяции по уровню своей полезности.

Учитывая, что ЭГ в значительной мере влияет 
на состояние популяции, следует признать, что 
для ее правильного формирования должен ис-
пользоваться сценарий с фиксированным, высо-
ким порогом отбора. Тогда, несмотря на возмож-
ные ошибки при отборе, вероятность появления 
которых надо по возможности уменьшать, в эли-
ту с большой вероятностью будут попадать члены 
с высоким уровнем полезности.
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  Рис. 3. Зависимости асимптотического среднего уровня полезности элиты   от вероятности ошибки Pош при 
различных значениях вероятности отбора Pотб для трех сценариев отбора: 1 — без ошибки; 2 — первый сценарий; 
3 — второй сценарий

  Fig. 3. Plots of the asymptotic mean level of utility of the elite via the probability of the error Pош for different prob-
abilities of selection Pотб and selection scenarios: 1 — without error; 2 — first scenario; 3 — second scenario
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Introduction: The development of biological and social systems is largely determined by the utility level of the elite group which 
stands out from the main population, being characterized by a high status. An elite group development process is random due to 
unavoidable errors in selection. The degree of influence of these errors on the utility level of an elite group can differ depending on 
the selection rules. Purpose: Evaluation of the influence of selection rules on the dynamics of the mean level of an elite group utility. 
Results: We have studied the dynamically changing probabilistic characteristics of an average elite group utility level, following two 
different selection scenarios: with a fixed threshold, and with a threshold determined by the mean level of the group utility achieved 
by the moment of the selection. It has been found out that in the first scenario the mean level of the elite group utility tends to a level 
whose value, even when the selection error probability is high, is greater than the mean utility level for the whole population. However, 
if it is unacceptable to reduce the mean level of the elite utility below the selection threshold, the error probability should be less than 
or equal to the square of the probability that a population member is selected for the elite group. It is proved that in the second scenario 
the mean level of the elite group utility tends to the mean value of this parameter for the whole population, regardless of the selection 
error probability. The latter affects only the duration of the transition process during which the elite «dissolves» in the population 
and its representatives cease to differ on average from the other members of the population in terms of their utility. The concept of 
critical probability of selection errors is introduced, at which the mean level of the elite group utility is equal to the lowest permissible 
boundary. Practical relevance: It is proved that correct elite development requires a selection scenario with a fixed high threshold. The 
calculated value of the critical probability of selection errors can be used to control the development of an elite group.

Keywords — elite, elite group, member status, utility level, selection, selection error probability.
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