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Рассматриваются основные проблемы управления радиотелескопом и его адаптации в условиях космоса. 
Изложены общие принципы управления зеркальной системой космического телескопа «Миллиметрон». Рассмот
рены варианты конструкций механики подсистем адаптации. Проанализированы свойства и характеристики 
различных материалов при низких температурах. Приведены оценки динамических характеристик конструкций 
элементов зеркальной системы.

Ключевые слова — космический радиотелескоп, система автоматического управления, криогенные темпе
ратуры, электроприводы.

Введение

Космические телескопы, в частности телескоп 
обсерватории «Миллиметрон» диаметром 12 м, 
предназначены для исследования различных 
объектов Вселенной в миллиметровом и инфра-
красном диапазонах (от 20 мкм до 20 мм) как 
с ультравысокой чувствительностью (режим оди-
ночного телескопа), так и со сверхвысоким угло-
вым разрешением (в режиме интерферометра).

Высокая чувствительность таких телескопов 
достигается за счет теплового экранирования ан-
тенны и глубокого охлаждения телескопа и при-
емной аппаратуры с помощью криогенной уста-
новки. Высокое угловое разрешение может обе-
спечиваться за счет использования адаптивного 
управления элементами зеркальной системы те-
лескопа при работе в режиме интерферометра, 
состоящего из космического телескопа и круп-
нейших наземных телескопов.

Главное зеркало (ГЗ), а также контррефлектор 
(КР) таких телескопов могут состоять из подвиж-
ных щитов, устанавливаемых на актуаторах, 

обеспечивающих адаптацию их поверхностей 
с помощью соответствующих управляющих си-
стем, создание которых требует решение целого 
ряда проблем, связанных с эксплуатацией от-
дельных ее элементов в условиях сверхнизких 
температур и глубокого вакуума.

Обобщенная структура систем управления 
зеркальной системой радиотелескопа 
в условиях космоса

В отношении принципов управления зеркаль-
ной системой рассматриваемых радиотелескопов 
можно с большой долей уверенности сказать, что 
они будут аналогичны отработанным принципам 
управления зеркальной системой радиотелеско-
па РТ-70, строящемся в международной обсерва-
тории «Суффа» в Узбекистане [1].

Система управления космического радиотеле-
скопа (КРТ) в самом общем случае может состо-
ять из 5 основных контуров.

1. Контур управления формой поверхности 
ГЗ. Положение щитов лепестков ГЗ меняется при 
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помощи электромеханических актуаторов так, 
чтобы обеспечить минимальное среднеквадрати-
ческое отклонение профиля поверхности от рас-
считанного аппроксимирующего параболоида 
(АП) ГЗ.

2. Контур управления положением ГЗ. Наве-
дение ГЗ осуществляется по углу азимута и углу 
места так, чтобы фокальная ось АП, построенно-
го по методу наименьших квадратов по измере-
ниям реперных точек поверхности ГЗ, совмести-
лась с линией визирования космического источ-
ника радиоизлучения.

3. Контур управления положением КР. Поло-
жение КР изменяется так, чтобы фокус и фокаль-
ная ось АП ГЗ и фокус и фокальная ось аппрок-
симирующего эллипсоида (АЭ) КР совместились 
с минимальными ошибками.

4. Контур управления формой поверхности 
КР. Положение щитов КР меняется при помощи 
электромеханических актуаторов так, чтобы обе-
спечить минимальное среднеквадратическое от-
клонение между ходами лучей от всех точек по-
верхности ГЗ до перископического зеркала (ПЗ), 
рассчитываемых с учетом положения щитов ГЗ 
и КР.

5. Контур управления положением ПЗ. Из па-
мяти выбирается приемник излучения, с кото-
рым предполагается работа, и определяется 
управляющее воздействие, подаваемое на элект-
ропривод ПЗ. Затем по данным о координатах 
космического источника радиоизлучения и вза-
имном положении элементов зеркальной систе-
мы с помощью электродинамической модели по-
следней рассчитываются координаты фазового 
центра электромагнитного излучения в зоне ПЗ 
и определяются управляющие воздействия для 
электроприводов ПЗ, чтобы системы координат 
приемника и фазового центра совместились.

Управление указанными контурами и их син-
хронизацию осуществляет центральный компью-
тер или супервизор. Он же будет координировать 
свою деятельность с другими подсистемами кос-
мического аппарата и с наземными службами.

Система адаптации КРТ обычно строится в виде 
управляющей локальной вычислительной сети 
(УЛВС), объединяющей УЭВМ1—УЭВМ5 контуров 
автоматического управления с контролерами опти-
ческих систем измерения положения ГЗ, КР и ПЗ 
под управлением сетевого сервера (супервизора). 
Данная УЛВС должна обеспечивать в реальном 
времени обмен информацией между подсистема-
ми, находящимися в различных температурных 
режимах от 4 до 300 К в условиях глубокого ва-
куума, и подачу им питающих напряжений.

На обобщенной структуре УЛВС (рис. 1) обо-
значены: ОСИП — оптическая система измере-
ния положения; САУ — системы автоматическо-
го управления актуаторами щитов; АЩ — актуа-
торы щитов ГЗ; ЩКР — щиты контррефлектора; 
ЭДА1—ЭДА96 — электродвигатели актуаторов; 
ДОС1—ДОС96 — датчики обратной связи переме-
щения актуаторов; ЭДУМ — электродвигатель 
угла места; ДОСУМ — датчик обратной связи 
угла места; ДА — двигатели азимута; ЭДКР1—
ЭДКР6 — электродвигатели системы перемеще-
ния контррефлектора; ДОСКР1—ДОСКР6 — дат-
чик обратной связи перемещения контррефлек-
тора; ЭДПЗ1—ЭДПЗ7 — электродвигатели систе-
мы перемещения плоского зеркала; ДОСПЗ1—
ДОСПЗ7 — датчики обратной связи перемещения 
плоского зеркала; ЭДЩКР1—ЭДЩКР24 — элект-
родвигатели системы щитов КР; ДОСЩКР1—
ДОСЩКР24 — датчики обратной связи системы 
щитов КР.

Системы управления положением и формой 
поверхности ГЗ и КР охлаждаемого КРТ пред-
ставляют собой наиболее сложную проблему, свя-
занную, прежде всего, с необходимостью реше-
ния следующих задач:

— создание принципиально новой измери-
тельной системы, обеспечивающей точное (с по-
грешностью не более 10 мкм) измерение положе-
ния щитов зеркал при температуре 4 К;

— исследование динамики поведения элемен-
тов конструкции ГЗ и КР при их раскрытии 
и охлаждении до 4 К;

Рис. 1.�� �Обобщенная�структура�УЛВС
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— выбор либо разработка наиболее эффектив-
ных двигателей для актуаторов щитов;

— исследование динамики поведения конструк-
ции ГЗ при повороте по углу места и азимуту;

— выбор либо разработка наиболее эффектив-
ных двигателей для угловых и линейных переме-
щений зеркал;

— исследование трения и смазки подвижных 
узлов конструкции зеркал при температуре 4 К;

— выбор движителей электроприводов, рабо-
тающих в космосе при температуре 4 К, и расчет 
их силовых и тепловых характеристик.

Варианты конструкций механики 
подсистем адаптации

Первый вариант коррекции ошибок наведе-
ния и деформаций зеркальной системы — это 
применение деформируемых зеркал, использую-
щихся в оптических телескопах. Они состоят из 
отдельных сегментов, каждый из которых управ-
ляется тремя пьезоэлектрическими актуаторами 
(толкателями). Этот тип зеркал использован в си-
стеме адаптивной оптики телескопа Джемини 
[2]. Подобные конструкции могут применяться 
в системах управления щитами поверхностей ГЗ 
и КР при условии адаптации пьезодвигателей 
к условиям сверхнизких температур и глубокого 
вакуума.

Второй вариант — это возможность использо-
вать гексаподы из комбинированных приводов, 
взяв за аналог такого устройства гексаподы про-
изводства фирмы PI (Германия) [3], с наконечни-
ками на пьезоприводах, например типа NEX-
LINE (рис. 2). В основу такого метода позициони-
рования подвижного основания гексапода поло-
жен следующий принцип: электромеханический 
привод совершает наибольшее перемещение под-

вижного основания, а за счет пьезопривода на 
конце каждого электропривода осуществляется 
точная подстройка.

Конструкцию привода системы автоматиче-
ского управления положением ПЗ целесообразно 
строить по аналогии с КР. Однако основание гек-
сапода (ПЗ) должно иметь возможность повора-
чиваться от электропривода углового перемеще-
ния, обеспечивающего перенаправление излуче-
ния на тот или иной приемник.

Конструкцию привода наведения ГЗ можно 
выполнить по аналогии с электроприводом угло-
вого перемещения ПЗ. При этом угломестный 
электропривод связывается с жесткой частью ГЗ.

При создании конструкций электроприводов 
рассматриваемых систем прежде всего необходи-
мо подобрать конструкционные материалы, обе-
спечивающие работоспособность и долговечность 
систем в условиях эксплуатации при сверхниз-
ких температурах.

Анализ свойств и характеристик 
различных материалов при низких 
температурах

С понижением температуры большинство ма-
териалов становятся более прочными и износо-
стойкими. При 77 К (температура кипения жид-
кого азота) предел прочности большинства ме-
таллов в 2–5 раз больше, чем при комнатной тем-
пературе; прочность некоторых пластмасс увели-
чивается в 8 раз, стекла — в 12 раз. При 4,2 К 
(температура кипения жидкого гелия) предел 
прочности меди в 2 раза больше, чем при комнат-
ной температуре, а прессованного алюминия — 
в 6 раз, сталей — в 2,5–3 раза [4].

Однако при низких температурах в материа-
ле, особенно под нагрузкой, могут происходить 
внутренние структурные превращения, в резуль-
тате которых возрастает опасность внезапного 
разрушения деталей. Поэтому даже в тех случа-
ях, когда глубокое охлаждение носило времен-
ный характер, при последующей работе в услови-
ях нормальных температур следует считаться 
с возможными остаточными явлениями, а при 
работе в условиях низких температур необходи-
мо учитывать возможность преждевременного 
хрупкого разрушения материала в результате 
уменьшения пластичности.

В последнее время в конструкциях аппаратов 
космического назначения все шире применяют 
различные углепластики, и в частности углерод-
ное волокно (УВ), которое получают высокотем-
пературной обработкой в среде инертного газа 
синтетических волокон из полиакрилонитрила 
или других полимеров. Поэтому УВ эластичное, 
имеет развитую поверхность и в силу произошед-

Рис. 2.  � Общий� вид� гексапода,� построенного� на�
комбинированном�приводе
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шей графитизации (карбонизации) приобретает 
кроме прочности еще и свойства повышенной теп-
ло- и электропроводности, износостойкости и ан-
тифрикционности. Естественно, что такой набор 
ценных характеристик существенно расширяет 
спектр технологических и эксплуатационных 
свойств углепластиков, которые в настоящее вре-
мя являются наиболее перспективными материа-
лами для аэрокосмической отрасли.

В РКК «Энергия» им. С. П. Королева разрабо-
тана технология изготовления отражающей по-
верхности из УВ для крупногабаритных развер-
тываемых рефлекторов космических телескопов 
[5]. Основным требованием, предъявляемым к от-
ражающей поверхности больших развертывае-
мых рефлекторов, является обеспечение точно-
сти положения опорных точек отражающей по-
верхности и их принадлежность к теоретической 
поверхности. Техническим результатом разрабо-
танной технологии является возможность изго-
товления рефлекторов диаметром от 6 до 18 и бо-
лее метров. Однако данных об испытании образ-
цов изделий, выполненных по данной технологии, 
при сверхнизких температурах до 4 К не имеется.

Европейским космическим агентством (TSTEC) 
совместно с НПО им. С. А. Лавочкина и АКЦ 
ФИАН им. П. Н. Лебедева разработаны прецизи-
онные трубы каркаса и размеростабильные пара-
болические оболочки радиотелескопа диаметром 
10 м [6, 7]. Прецизионные трубы сохраняют форму 
и размеры в интервале температур эксплуатации 
для каркасов антенн КРТ и для крепления при-
борных платформ к корпусам спутников и име-
ют следующие параметры: длина до 1300 мм; мо-
дуль упругости не менее 108 ГПа; коэффициент 
линейного термического расширения не более 
0,3 × 10–6 К–1; термичеcкая крутка не более 7′′; 
термический изгиб не более 10 мкм.

Размеростабильные параболические оболочки 
и сегменты оболочек представляют собой трех-
слойные конструкции из сотового заполнителя 
и обшивок из эпоксидного углепластика с радио-
отражающим металлизированным слоем на осно-
ве синтетической ткани, нанесенным на рабочие 
поверхности, и имеют следующие параметры: 
предельное отклонение параболической поверх-
ности от теоретической не более 0,4 мм; коэффи-
циент линейного термического расширения об-
шивок не более 0,7 × 10–6 К–1; диаметр оболочек 
до 2800 мм; размеры сегментов до 2800 × 7800 мм; 
толщина конструкций от 5 до 50 мм; масса от 2,5 кг 
на 1 м2 конструкции.

Поведение материалов и особенности их раз-
рушения при низких температурах имеют опре-
деляющее значение для успешного создания кос-
мической техники, работающей значительное 
время при низких (до 4 К) температурах. 

Исследования, проводимые в этой области [6], 
показывают, что относительный температурный 
коэффициент линейного расширения стремится 
к нулю при температурах, близких к абсолютно-
му нулю. Общее термическое линейное расшире-
ние у металлов при нагреве от гелиевых темпера-
тур до 293 К обычно меньше 0,5 % первоначаль-
ной длины образца (у меди 0,3 %). Медь, алюми-
ний, серебро, β-никель, свинец, золото, платина 
и некоторые из их сплавов сохраняют значитель-
ную пластичность при весьма низких температу-
рах (до 4 К).

Металлы с кристаллической решеткой объем-
но-центрированного куба: α-железо, хром, мо-
либден, тантал и вольфрам — склонны к разру-
шению без остаточных пластических деформа-
ций. Температура перехода этих материалов 
в хрупкое состояние изменяется в широких пре-
делах — от нескольких сотен градусов для воль-
фрама до гелиевых температур для тантала.

Прочность материалов при многократных на-
гружениях характеризуется пределом усталости. 
Его изменения у некоторых металлов при их 
охлаждении показаны на рис. 3. Хотя предел 
усталости многих металлов при снижении темпе-
ратуры возрастает, увеличивается при этом опас-
ность перехода от усталостного к хрупкому раз-
рушению при возникновении первых небольших 
трещин.

При выборе конструкционных материалов для 
электроприводов важное значение имеет анализ 
изменения их электрического сопротивления при 

Рис. 3. � � Зависимость� предела� усталости� σ1� от�
температуры� [4]:�1�—�сталь�12×18Н10T;�
2�—�сталь�7×16Н6;�3�—�сталь��03×20Н16АГ6;�
4�—�алюминиевый�сплав�АМг6;�5�—�алюми-
ниевый�сплав�Д20;�6�—�титановый�сплав�
АТ2;�7�—�титановый�сплав�ВТ-5
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понижении температуры. Когда температура сни-
жается, термоактивируемые эффекты в кристал-
лических телах уменьшаются; значительно из-
меняются основные физические и механические 
свойства. Электросопротивление металлов ли-
нейно уменьшается с понижением температуры 
и устанавливается на значении, обычно называе-
мом остаточным сопротивлением (рис. 4). У ряда 
металлов при температурах от 4 до 23 К электри-
ческое сопротивление падает почти до нуля [7]. 
На прочность и вид разрушения твердых тел пе-
реход в сверхпроводящее состояние не влияет.

Сверхпроводимость наблюдается при охлаж-
дении материалов (в основном металлов) ниже 
определенной критической температуры. При 
этом электрическое сопротивление постоянному 
току обращется практически в нуль и магнитное 
поле выталкивается из объема образца (эффект 
Мейснера).

Сверхпроводимость наблюдается как у эле-
ментов, так и у сплавов и металлических соеди-
нений. Сверхпроводимость есть у Hg, Sn (белое), 
Pb, Tl, Tn, Ga, Ta, Th, Ti, Nb (иногда Cd). Наи-
большее распространение из сверхпроводящих 
материалов в электротехнике получили сплав 
ниобий-титан и интерметаллид ниобий-олово. 

Технологические процессы изготовления и ста-
билизации исключительно тонких ниобий-тита-
новых нитей достигли весьма высокого уровня 
развития. При создании многожильных провод-
ников на основе ниобий-олова часто применяется 
так называемая бронзовая технология. Наиболее 
широкое реальное использование сверхпроводи-
мость находит при создании крупных электро-
магнитных систем, так как при сверхнизких тем-
пературах можно получать значительные вели-
чины индукции.

Использование сверхпроводников для получе-
ния сверхсильных постоянных магнитов являет-
ся одним из важнейших достижений физики низ-
ких температур [9]. Сверхпроводящий соленоид, 
в отличие от обычного, не нуждается во внешнем 
источнике питания, поскольку однажды возбуж-
денный в нем ток не затухает. Нужно только под-
держивать соленоид при низкой температуре, 
а для этого требуются гораздо меньшие мощно-
сти, так как с понижением температуры удельное 
сопротивление ферромагнитного материала рез-
ко падает.

Для устройства различных электромеханиче-
ских преобразователей широко применяется пье-
зоэлектрический эффект (прямой и обратный). 
Для этого иногда используют составные пьезо-
элементы, предназначенные для осуществления 
деформаций разного типа. Для аэрокосмической 
техники в основном используется пьезокерамика.

Низкотемпературная пьезокерамика представ-
лена материалами на основе твердых растворов 
цирконата-титаната свинца марок ЦТ-19, ЦТБС-3, 
ЦТС-23, ЦТС-35, ЦТСНВ-1 и др. [10].

Характеристики различных пьезокерамик 
при сверхнизких температурах (до 4 К) изучены 
слабо, и открытых публикаций по ним практиче-
ски нет.

Расчет динамических характеристик 
конструкций

Предполагается, что основой конструкций 
элементов зеркальной системы космического те-
лескопа будут прецизионные углепластиковые 
трубы, разработанные TSTEC совместно с НПО 
им. С. А. Лавочкина и АКЦ ФИАН им. П. Н. Ле-
бедева.

Оценим возможные собственные колебания 
наиболее проблемных элементов конструкции по 
следующим исходным данным [11]: 
масса главного зеркала (m) 1500 кг
количество лепестков (n) 24
масса жесткого зеркала (mg) ~ 800 кг
масса раскрывающегося  
зеркала (mw) ~ 700 кг
масса одного сегмента (ms) ~ 30–60 кг
масса контррефлектора (mк) ~ 400–600 кг

Рис. 4. � � Зависимости�удельного�сопротивления�от�
температуры� в� широком� интервале� тем-
ператур�для�меди�(а)�и�при�низких�темпе-
ратурах�для�меди�и�алюминия�(б) [8]
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модуль упругости (e) ~ 108 ГПа
диаметры поперечного сечения 
труб (d) ~ 25–100 мм
Тогда площади поперечного сечения труб S� =�
=�0,25πd2 будут в пределах 4,9 × 10–4 ÷ 7,9 × 10–3 мм, 
и их жесткость (C�=�eS) соответственно 5,3 × 107 ÷ 
÷ 8,5 × 108 Н/м.

Частота собственных колебаний лепестков 
рассчитывается по формуле

1 Ãö
2

[ ].C
F

mπ
=

Результаты расчета собственных колебаний 
лепестков показаны в табл. 1, а контррефлекто-
ра — в табл. 2.

Поскольку установка контррефлектора предпо-
лагается на 8 трубах, при расчете собственных ко-
лебаний будем считать, что его жесткость Ск�= 8С.

При расчете собственных колебаний зер-
кальной системы в целом будем полагать, что ее 
жесткость Сз.с�= 16С. Тогда собственная частота 

ç.ñ
ç.ñ

1 508 Ãö.
2

C
F

mπ
= =

Элементы зеркальной системы телескопа при 
оценке их колебаний будем описывать дифферен-
циальным уравнением вида

,mx Cx rx f=− − + 

где m — масса элемента; C — его жесткость; x — 
перемещение; r — коэффициент сопротивления; 
f — возмущающая сила.

Используя преобразование Лапласа, можно 
получить передаточную функцию такого звена 
в виде 

2 2
1
2 1

,
( )

W
C T s Tsλ

=
+ +

где Т = 1/2πF; λ — логарифмический декремент 
затухания, который в рассматриваемом случае, ис-
ходя из свойств материалов при температуре 4 К, 
по-видимому, будет в пределах от 0,01 до 0,05.

Анализ колебаний элементов конструкций по-
казывает, что амплитуды колебаний могут до-
стигать 100 % от установившихся значений сме-
щений, вызываемых действием возмущающих 
сил. Однако абсолютные значения амплитуд не 
превышают 0,04 мкм при силе 1 Н. Время затуха-
ния до ± 10 % может достигать 0,4 с.

При маневрах спутника, например переходе 
с орбиты на орбиту, с ускорениями до 0,1g на эле-
менты крепления телескопа могут действовать 
возмущающие силы до 150 Н при массе 1500 кг. 
Тогда амплитуды смещений могут быть до 6 мкм, 
что опасно с точки зрения образования трещин 
и возможных разрушений. Поэтому требуется 
дальнейшее изучение данной задачи с учетом из-
менения температуры вдоль элемента конструк-
ции и возможных фазовых превращений.

Заключение

1. С большой долей уверенности можно сказать, 
что принципы управления зеркальной системой 
космического телескопа «Миллиметрон» будут ана-
логичны отработанным принципам управления 
зеркальной системой радиотелескопа РТ-70, строя-
щегося в международной обсерватории «Суффа».

2. Вся вычислительная и усилительная тех-
ника может использоваться стандартная, так как 
она будет расположена в служебном модуле, т. е 
будет работать при температуре 300 К. Однако 
двигатели и сами датчики обратной связи долж-
ны быть адаптированы к работе при температуре 
4 К, что потребует их специального исполнения 
и проведения дополнительных исследований.

3. При создании систем автоматического 
управления космическим телескопом «Милли-
метрон» потребуется:

а) отработка принципиально новой измери-
тельной системы, обеспечивающей точное (с по-
грешностью не более 10 мкм) измерение положе-
ния щитов и центрального жесткого зеркала при 
температуре 4 К;

б) исследование динамики поведения элемен-
тов конструкции телескопа при его раскрытии 
и охлаждении до 4 К;

в) выбор либо разработка наиболее эффектив-
ных двигателей для систем управления;

г) исследование динамики поведения кон-
струкции главного зеркала при его повороте по 
углу места и азимуту;

Таблица 1. � � Ожидаемые� частоты� собственных�
колебаний�лепестков

ms, кг
d, мм

25 50 75 100

30 212 423 635 846

35 196 392 588 784

40 183 366 550 733

45 173 345 518 691

50 164 328 492 656

55 156 313 469 625

60 150 299 449 598

Таблица 2. � � Ожидаемые� частоты� собственных�
колебаний�контррефлектора

ms, кг
d, мм

25 50 75 100

400 159 322 493 656

500 146 291 441 587

600 134 263 403 536
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д) исследование трения и смазки подвижных 
узлов конструкции телескопа при температуре 
4 К;

е) расчет силовых и тепловых характеристик 
электроприводов, работающих в космосе при тем-
пературе 4 К.

4. Анализ свойств и характеристик различных 
материалов при низких температурах (до 4 К) по-
казал, что:

а) их жесткость резко возрастает, а вязкость па-
дает, что хорошо с точки зрения управления, но 
одновременно возрастает хрупкость, что плохо;

б) появляется сверхпроводимость, что позво-
ляет уменьшить потребляемую электропривода-
ми мощность и тепловые потери.

5. Анализ существующих принципов преобра-
зования электрической энергии в механическую 
энергию перемещений показал, что наиболее пер-
спективно использование пьезоэффекта, закона 
Ампера с использованием вращающегося маг-
нитного поля и конденсаторного эффекта, т. е. 
эффекта втягивания диэлектрика в конденсаторе. 
При этом уже существуют пьезодвигатели, рабо-
тающие на пьезоэффекте при температуре до 6 К.

6. Варианты конструкций механики подси-
стем адаптации к настоящему времени практиче-

ски не проработаны, так как не определена окон-
чательно концепция построения конструкции те-
лескопа в целом. Однако можно с большой долей 
уверенности сказать, что в основе механики при-
водов контррефлектора и плоского зеркала будет 
использование механизмов типа «гексапод».

7. Проведенные прикидочные расчеты показа-
ли, что:

а) с точки зрения силовых характеристик 
практически во всех электроприводах могут быть 
использованы пьезодвигатели;

б) все работающие электродвигатели практи-
чески не будут сказываться на температуре теле-
скопа;

в) наиболее слабыми звеньями конструкции те-
лескопа с точки зрения механических характери-
стик являются узлы крепления телескопа к слу-
жебному модулю, а также лепестки главного реф-
лектора и узлы их крепления к жесткому зерка-
лу и контррефлектор. Их динамические парамет-
ры при 4 К могут быть в следующих пределах: 
собственные частоты колебаний — 130 ÷ 850 Гц; 
время затухания колебаний — 0,01 ÷ 0,4 c; мак-
симальные амплитуды колебаний: в обычных ре-
жимах — 0,002 ÷ 0,02 мкм, при маневрах спутни-
ка — 1 ÷ 6 мкм.
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верОятнОстные неравенства чебышевскОгО типа 
в ОднОй задаче рОбастнОгО управления
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канд. физ.мат. наук, старший научный сотрудник
Институт проблем управления им. В. А. Трапезникова РАН

Рассмотрена одна постановка задачи робастного управления по вероятностному критерию, предложенная 
сравнительно недавно в литературе. В ее рамках анализируется проблема существования робастного управле
ния, для решения которой построены критерии, основанные на применении вероятностных неравенств чебы
шевского типа.

Ключевые слова — вероятностный критерий, робастное управление, неравенства Чебышева и Гаусса, плот
ность распределения.

Введение

В работе [1] предложен метод нахождения ро-
бастного управления техническим объектом (ТО), 
сущность которого состоит в предположении 
о принадлежности распределения выходной пе-
ременной ТО некоторому классу (априори не из-
вестного) распределений. В данном контексте под 
термином «робастное управление» подразумева-
ется управление с гарантированным качеством 
в условиях априорной неопределенности [2]. При 
этом ставится задача уменьшения мощности та-
кого класса (числа входящих в него плотностей 
распределения выходной переменной). В свою 
очередь для выбора этих распределений в работе 
[1] используются энтропийный подход и метод 
дисперсионного анализа (критерий Фишера).

Общая постановка задачи [1] может быть ассо-
циирована как со многими содержательными за-
дачами по гарантированию точности управле-
ния, где требуется удерживать ошибку управле-
ния в требуемых приемлемых границах (напри-
мер, [3]), так и с концептуально близкими задача-
ми финитного управления (наведения), где важ-
на высокая вероятность попадания в заданный 
интервал.

Как будет показано ниже, в рамках постанов-
ки задачи [1] естественным образом возникает 
также вопрос о наличии достаточных условий су-
ществования решения такой задачи робастного 
управления. В настоящей работе в рамках поста-
новки задачи робастного управления построены 
достаточные условия существования ее решения.

Предварительный анализ

В работе [1] сформулирована следующая по-
становка задачи нахождения робастного управ-
ления ТО. Математическая модель выходной пе-
ременной y ТО представляется в виде

 { }0 1, ( , , ),mf M y f u u= = = …U X X
 

(1)

где M{./.} — символ условного математического 
ожидания; U = (u1, …, um)T — вектор переменных 
управления; X = (x1, …, xn)T — вектор входных 
управляемых переменных.

Сущность метода состоит в предположении, 
что плотность распределения вероятностей вы-
ходной переменной объекта y принадлежит неко-
торому классу распределений K, состав которого 
априори не известен. Данный класс представлен 
условными плотностями распределения pj(y,�f,�j), 
j = 1, …, k, чьи параметры определяются на каж-
дом шаге (временном интервале формирования 
управления) на основе экспериментальных дан-
ных. Здесь j — условное среднеквадратическое 
отклонение (СКО). «Целевое условие функциони-
рования объекта оценивается вероятностным не-
равенством

 [ ]{ } 0, ,P y A B P∈ ≥  (2)

в котором P0 — приемлемое с технологической 
точки зрения заданное значение вероятности; [A, 
B] — технологический допуск на выходную пере-
менную y, распределение которой принадлежит 
классу K�распределений» [1, с. 125]. Для каждого 
представителя pj(y,�f,�j) класса K в соответствии 
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с вероятностным критерием (2) определяется об-
ласть допустимых управлений. «Для каждого 
представителя рассматриваемого класса распре-
делений относительно f (в предположении, что 
j = const) решается уравнение:

 0d 1( , , ) , , , .
B

j
A

p y f y P j kϕ = =∫ …  (3)

Для унимодальных, симметричных или асим-
метричных плотностей распределения вероятно-
стей, традиционно используемых для описания 
вероятностных свойств выходных переменных 
ТО, каждое из уравнений (3) имеет два корня 
f1j�< f2j, которые ограничивают интервал [f1j, f2j] 
значений условного математического ожидания 
f, в котором для j-го представителя выполняется 
целевое условие (2)» [1, с. 125].

Далее строится пересечение этих интервалов

 1 2
1

ˆ [ , ].
k

j j
j

F f f
=

= ∩  (4)

Отображение пересечения (4) с помощью ре-
грессии (1) в пространство управлений с учетом 
технологических ограничений на управления об-
разует в этом пространстве область Sр робастных 
управлений [1, с. 125–126].

В такой постановке существование области Sр 
робастных управлений определяется существо-
ванием пересечения F̂  в (4), которое может быть 
пусто. Действительно, пусть Ψj(f) — набор функ-
ций от переменной f для нескольких плотностей 
pj(y,�f,�j) при фиксированном j:

 d 1( ) ( , , ) , , , .
B

j j
A

f p y f y j kΨ ϕ= =∫ …  (5)

График функций Ψj(f) в (5), полученных для 
гауссова (линия 1) и лог-нормального (линия 2) 
распределений при следующих данных: A = 10–3, 
B = 0,5, j = 0,1, представлен на рис. 1. Легко ви-

деть, что для уровня P0 = 0,980 пересечение F̂ 
в (4) непусто, для уровня P0 = 0,985 пересечение 
F̂  в (4) пусто при непустых интервалах [f1j, f2j], 
и решение задачи робастного управления не су-
ществует, для уровня P0 = 0,990 уже один из двух 
интервалов [f1j, f2j] пуст, для уровня P0 = 0,995 
оба интервала [f1j, f2j] пусты.

Достаточные условия  
для плотностей общего вида

Построим достаточные условия непустоты пе-
ресечения F̂  в формуле (4) для плотностей рас-
пределения общего вида. В связи с этим прежде 
всего следует заметить, что ширина интервалов 
[f1j, f2j] в формуле (4) и, в конечном итоге, непу-
стота их пересечений определяются двумя «пара-
метрами» исходной постановки задачи, а именно 
вероятностью P0 и СКО j. Как наглядно проде-
монстрировано выше, увеличение вероятности 
P0 и/или увеличение СКО j приводят к пустоте 
пересечения F̂  в формуле (4). Тогда было бы есте-
ственно предположить существование опреде-
ленного «баланса» между значениями P0 и j, 
причем поддержание такого баланса гарантиро-
вало бы непустоту пересечения F̂  в формуле (4).

Пусть сначала класс распределений K формиру-
ется из представителей, являющихся симметрич-
ными унимодальными плотностями распределе-
ния. Тогда на основании неравенства Чебышева, 
принимая в рассмотрение вышеприведенные обо-
значения и учитывая формулу (2), можно записать

 
2

0 21

2

.P
B A

ϕ
− ≤

 −    

 (6)

При этом в контексте настоящей работы осо-
бый интерес представляет именно условие дости-
жения равенства в формуле (6). Таким образом, 
величина

 
2

2
01

2max ( )B A
Pϕ

 − = −  
 (7)

является максимальным значением дисперсии, 
при котором можно гарантировать непустоту ин-
тервалов [f1j, f2j] в формуле (4) при заданных ве-
роятности P0 и ширине интервала [A, B]. Для лю-
бого СКО j�< jmax непустота пересечения F̂  в фор-
муле (4) тем более обеспечена, причем как для 
симметричных, так и для асимметричных плот-
ностей распределения. На рис. 2 приведен соот-
ветствующий пример для плотности распределе-
ния Гумбеля

1( ) exp exp ,y y
p y

α α
β β β

  − −   = −       

где α и β являются параметрами распределения.Рис. 1. � �О�возможности�пустоты�пересечения�(4)
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Пусть теперь класс K представлен как симмет-
ричными, так и асимметричными унимодаль-
ными плотностями распределения. Тогда, осно-
вываясь на неравенстве Чебышева, можно запи-
сать [формально более строгое, чем в формуле (6)] 
условие 

 
2

0 21 ( ) ,
(min{ , })

M y
P

A B

ς
ς ς
−

− ≤
− −

 (8)

где M(.) — символ математического ожидания; 
ς — произвольная точка из интервала [A, B]. При 
этом, аналогично предыдущим рассуждениям, 
в контексте рассматриваемой задачи именно до-
стижение равенства в формуле (8) представляет 
главный интерес. В свою очередь минимизация 
выражения, стоящего в правой части неравен-
ства (8), только бы способствовала достижению 
равенства. Из свойств функции μ(ς) = (min{ς�– A, 
B�– ς})2 и ввиду равенства M(y�– ς)2 = j2 + (M(y) – 
– ς)2 следует, что 

 
2 2

2 2

2

( ) ,
(min{ , })

M y

A B B A

ς ϕ
ς ς
−

≥
− −  −    

 (9)

причем равенство в формуле (9) достигается тогда 
и только тогда, когда ς = (A�+ B)/2 и M(y) = ς.

Таким образом, условие

 
2 2

0

2 2

1 1
4max

max

( ) ( )B A Pϕ

ϕ ϕ

 = − − ≤

 (10)

является достаточным для непустоты пересече-
ния F̂  в формуле (4) как для симметричных, так 

и для асимметричных плотностей из класса K 
[благодаря тому факту, что в силу условия (10) все 
интервалы [f1j, f2j] содержат середину интервала 
[A, B]].

Более того, поскольку при выполнении усло-
вия (10) середина интервала [A, B] всегда «захва-
тывается» интервалами [f1j, f2j], условие унимо-
дальности может быть опущено. При этом, конеч-
но, для заданного распределения должны выби-
раться только два корня уравнения (3), ближай-
шие к точке (A�+ B)/2 слева и справа.

Представленный в разделе «Предварительный 
анализ» пример наглядно иллюстрирует, что при 
нарушении условия (10) середина интервала [A, 
B] может не принадлежать интервалам [f1j, f2j] 
в формуле (4). В условиях данного примера усло-
вие (10) влечет следующую (верхнюю) грани-

цу для СКО: 
2

01 0,030561
4

( ) ( )B A Pϕ − −
≤ =  при 

P0 = 0,985 и 
2

01 0,017635
4

( ) ( )B A Pϕ − −
≤ =  при 

P0 = 0,995, что противоречит рассматриваемой 
величине СКО j = 0,1.

Таким образом, построенное условие (10) ни-
как не ограничивает (даже не принимая во вни-
мание условие унимодальности) формирование 
гипотетического класса распределений выходной 
переменной объекта, если принять во внимание, 
что численное (а другое и не требуется) решение 
уравнений (3) не представляет никаких трудно-
стей для любой явно заданной плотности распре-
деления pj(y,�f,�j).

Уточнение достаточных условий  
для унимодальных распределений

Несмотря на универсальную форму, которая 
подходит для всех типов плотностей распределе-
ния, условие (10) выглядит достаточно «грубым» 
и налагающим чрезмерно строгое ограничение 
на допустимое СКО в случаях, связанных только 
с унимодальными плотностями распределения. 
В предположении унимодальности плотности 
распределения условие (10) может быть улучше-
но с использованием методологии, рассмотрен-
ной выше и дополненной некоторыми результата-
ми в области вероятностных неравенств, а имен-
но целесообразно привлечь следующее обобще-
ние неравенства Гаусса [4]:

 0 2
4 0

9
{ } ,P x k k

k
ξ θ− ≥ ≤ ∀ >  (11)

где θ2 = M(ξ� – x0)2, x0 — произвольное действи-
тельное число и ξ — произвольная случайная ве-
личина, имеющая унимодальную плотность рас-

Рис. 2. � �«Вложение»�интервалов�[f1j,�f2j]�в�формуле�
(4)�при�уменьшении�СКО�j�для�распределе-
ния�Гумбеля�при�A�=�10,�B�=�20:�1�—�j�=�2; 
2�—�j�=�2,5;�3�—�j�=�3
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пределения (в традиционном неравенстве Гаусса 
предполагается, что x0 является модой распреде-
ления случайной величины ξ). Неравенство (11) 
также называется неравенством Высочанского—
Петунина. В контексте данной работы необходи-
мо отметить еще одно обобщение неравенства Га-
усса [5], допускающее привлечение информации 
о моментах более высокого порядка данной слу-
чайной величины.

Пусть, подобно выражению (8), ς является про-
извольной точкой из интервала [A, B]. Полагая 

в (11) 0,y x
∆ ∆

ξ ς= =  и 
2

min{ , }
,

( )

A B
k

M y

ς ς

ς

− −
=

−
 из выра-

жения (11) можно непосредственно получить

 
2

0 2
4

1
9

( )
.

(min{ , })
M y

P
A B

ς
ς ς
−

− ≤
− −

 (12)

При этом, аналогично рассуждениям преды-
дущего раздела, в рамках настоящей постановки 
задачи именно достижение равенства в формуле 
(12) представляет особый интерес. В свою очередь 
минимизация выражения, стоящего в правой ча-
сти неравенства (12), только способствовала бы 
достижению равенства. Действуя аналогичным 
предыдущему разделу образом, получаем, что 
минимум правой части формулы (12) достигается 
тогда и только тогда, когда ς = (A�+ B)/2 и M(y) = ς. 
Таким образом, из (12) и представленных рассу-
ждений вытекает следующее достаточное усло-
вие, которое должно быть наложено на допусти-
мое значение дисперсии j2:

 
2 2

0

2 2

9 1
16max

max

( ) ( )
.

B A Pϕ

ϕ ϕ

 = − − ≤

 (13)

Возвращаясь к рассмотренной выше числен-
ной иллюстрации из примера (1), можно заклю-
чить, что при нарушении условия (13) середина 
интервала [A, B] может не принадлежать всем 
интервалам [f1j, f2j] в формуле (4). Условие (13) 
влечет следующую верхнюю границу для СКО: 
j� ≤ 0,045842 при P0 = 0,985 и j� ≤ 0,026453 при 
P0 = 0,995, что также противоречит рассматрива-
емой величине j = 0,1.

Заключение

Таким образом, полученные условия (10) и (13) 
предоставляют возможность выбора внутри клас-
са K не более двух (в случае асимметричных рас-
пределений) или одной (в случае привлечения 
только симметричных распределений) «наихуд-
ших» плотностей распределения выходной пере-
менной объекта и гарантирование существования 
соответствующей этим плотностям (этой плотно-
сти) области допустимых робастных управлений.

Кроме того, условия (10) и (13) очевидным об-
разом можно переписать в формах, определяю-
щих соответствующие предельные допустимые 
значения величин 0

maxP  и Δmin вероятности P0 
и ширины Δ = B� – A интервала [A, B] соответ-
ственно:

0 1
max ( , )P g ϕ ∆= ; Δmin = g2(j, P0), 

удовлетворение одной из которых (величин) при 
заданных двух других величинах также является 
достаточным условием непустоты пересечения (4).
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Рассматривается задача об оптимальном подавлении входных возмущений, действующих на линейную ста
ционарную систему с одним входом и одним выходом, с учетом ограниченности ресурсов управления. В каче
стве минимизируемого функционала принимается H∞норма передаточной функции замкнутой системы. Пред
лагается единый подход к синтезу обратных связей в вырожденном случае, когда оптимальная передаточная 
функция не является равномерно пропускающей. 

Ключевые слова — обратная связь, оптимизация, функционал, передаточная функция, пространство H∞, норма.

Введение 

Одним из широко применяемых подходов 
к аналитическому синтезу линейных стационар-
ных систем управления является теория опти-
мизации по норме пространства Харди H∞ [1–7]. 
Методы этой теории могут быть применены 
для проектирования систем стабилизации, наи-
лучшим образом подавляющих входные воз-
мущения с учетом ограничений на управляю-
щие воздействия, формируемые контуром обрат-
ной связи.

В настоящее время как в рамках H∞-теории, 
так и в различных сферах ее применения продол-
жаются исследования, направленные на повы-
шение эффективности алгоритмов синтеза и по-
лучаемых с их помощью решений. 

В частности, в силу специфики задачи линей-
ного синтеза с учетом ограничений непосред-
ственное использование базовых алгоритмов H∞-
оптимизации в рамках подходов «2-Риккати» 
или «LMI»  [2, 3] затруднено некоторыми момен-
тами, требующими особого рассмотрения. Кроме 
того, указанные подходы нельзя признать наибо-
лее эффективными в вычислительном плане для 
задач с одним входом и одним выходом.

В связи с отмеченными обстоятельствами 
в статье используется альтернативный спект-
ральный подход к H∞-оптимальному синтезу 
с учетом ограничений на управление. Это откры-
вает новые возможности для исследования 
свойств оптимальных решений и снижает вычис-
лительные затраты на их поиск. 

Экономия вычислительных ресурсов имеет 
особое значение для адаптивной перенастройки 
обратных связей в режиме реального времени. 
В частности, когда речь идет о бортовых систе-
мах управления движущимися объектами или 
о встраиваемых системах, роль упрощения рас-
четных схем весьма значима в силу ограничен-
ных возможностей вычислительных средств. 

В отличие от работ [4–7], где центральное вни-
мание уделяется регулярной ситуации для рас-
сматриваемой задачи, данная статья в основном 
посвящена малоисследованному вырожденному 
случаю. Вырожденность (сингулярность) впервые 
обсуждалась в обзоре [4], где и был введен соответ-
ствующий термин, определяемый гарантирующи-
ми свойствами H∞-оптимальных регуляторов. Для 
них в качестве наихудших возмущений могут вы-
ступать гармонические колебания, имеющие вы-
рожденную спектральную плотность мощности.

В данной статье предлагаются алгоритмы син-
теза H∞-оптимальных регуляторов с различными 
структурами, возможность использования кото-
рых определяется неединственностью решения 
задачи в сингулярном случае. 

Задача H∞-оптимизации  
с ограниченным управлением

Рассмотрим линейный стационарный объект 
управления с моделью
 ( ) ( ) ,A s y B s u d= +  (1)
в изображениях по Лапласу при нулевых началь-
ных условиях. Здесь A и B — взаимно простые 
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полиномы; d, y, u — скаляры: внешнее возмуще-
ние, регулируемая переменная и управление со-
ответственно. Замкнем объект (1) регулятором

 ( )u W s y=   (2)

с дробно-рациональной передаточной функцией 
(ПФ) W(s). В результате получим замкнутую си-
стему со входом d, представляемую моделью

 ( ) ,F s dξ=  (3)

где F — ее обобщенная ПФ, определяемая соотно-
шениями 

22 22( ) ( ) ( ) ,y uF j F j k F jω ω ω= +  w ∈ [0, ∞);    (4)

[ ]1( ) / ( ) ( ) ( ) ,yF s A s B s W s= −

 [ ]( ) ( ) / ( ) ( ) ( ) .uF s W s A s B s W s= −  (5)

Выход ξ замкнутой системы, как следует из 
формул (3)–(5), — это комбинация регулируемой 
переменной и управления. Меру подавления воз-
мущения на выходе замкнутой системы (1), (2) бу-
дем характеризовать функционалом

 
2 2

[0, )
sup( ) ( ) .J W F F j

ω
ω∞

∈ ∞
= =  (6)

Его величина представляет собой пиковое зна-
чение амплитудно-частотной характеристики 
замкнутой системы, определяющее реакцию на 
самое неблагоприятное возмущение. Очевидно, 
что чем меньше эта величина, тем меньшим будет 
максимум переменной y при заданном ограниче-
нии максимума управления u.

 Весовой множитель k в (4) введен для учета 
ограничений на управление: если k → 0, то их 
значимость снижается, а если k → ∞ — возраста-
ет. Предельный случай k�= 0 (задача без ограни-
чений) подробно рассмотрен в работах [5, 6].

Для указанной замкнутой системы с функци-
оналом (6) поставим задачу

2 2

0[ , )
( ) sup ( ) ( ) min,

W
J W F j F W

Ωω
ω ∞ ∈∈ ∞

= = →
 

 0min ( )
W

J W J
Ω∈

=  (7)

о поиске H∞-оптимального регулятора с ПФ

2 20

0[ , )
arg min sup ( ) arg min ( ) .

W W
W F j F W

Ω Ωω
ω ∞∈ ∈∈ ∞

= =   (8)

Здесь Ω = {W(s)∈Ωr: F(s)∈RH∞} — множество 
ПФ W для регуляторов (2), стабилизирующих 
замкнутую систему, где Ωr — совокупность произ-
вольных дробно-рациональных функций; RH∞ — 
банахово пространство правильных дробей с гур-
вицевыми знаменателями и конечными H∞-
нормами. 

Поскольку функционал J(W) нелинейно зави-
сит от искомой функции W, для упрощения по-
строений выполним параметризацию [6, 7] допу-
стимого множества Ω, вводя варьируемые функ-
ции-параметры Φ выражением

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),y us s F s s F sΦ α β= +  (9)

где α и β — любые полиномы, обеспечивающие 
гурвицевость полинома

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).Q s A s s B s sβ α= +  (10)

Формулы (5) и (9) дают взаимно однозначную 
связь: 

( ) ( )/ ,W A BWΦ α β= + −

 ( ) ( )/ ,W A BΦ α Φ β= − +  (11)

а также выражения для ПФ замкнутой системы

 ( )( ) / ,y yF F B QΦ Φ β= = +
 

 

 ( )( ) / .u uF F A QΦ Φ α= = −  (12)

Введем множество ΩΦ дробно-рациональных 
функций Φ(s) с гурвицевыми знаменателями, 
как отображение множества Ω, осуществляемо-
го первой формулой в (11). Тогда оптимизацион-
ная задача 

 2( ) ( ) min ,I H
ΦΦ Ω

Φ Φ ∞
∈

= →  (13)

где функция H(Φ) = H(s, Φ) определяется тожде-
ством

 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),y y u uH H F F k F FΦ Φ Φ Φ Φ Φ≡ +  (14)

и эквивалентна задаче (7) (черта обозначает заме-
ну знака аргумента).

Функционал I(Φ) (13) легко представить в виде

 

2

0

2
1 2 3

0

[ , )

[ , )

( ) sup ( )

sup ( ) ,s j

I H j

T T T

ω

ω
ω

Φ ω

Φ ω

∈ ∞

=
∈ ∞

= =

 = − +  
 (15)

 
2

1 ,k A B
T

QG
α β−

=  2 ,G
T

Q
=  

2

3 ,k
T

GG
=  (16)

где T1 и T2 — дроби с гурвицевыми знаменателя-
ми, а гурвицев полином G(s) определяется в ре-
зультате выполнения факторизации

 2 .k AA BB GG+ ≡  (17)

Пользуясь подходом, указанным в работе [1], 
рассмотрим вместо (13) задачу о таком выборе па-
раметра Φ∈ΩΦ, чтобы выполнялось неравенство

 2 2 0( ) , , ,aI JΦ γ γ ε ε≤ = + ≥  (18)

где 
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22
3 3 0

0 0[ , ) [ , )
max ( ) max / ( ) ( ),aJ T k G j T

ω ω
ω ω ω

∈ ∞ ∈ ∞
= = =

 22
0

0[ , )
arg max / ( ) .k G j

ω
ω ω

∈ ∞
=  (19)

Очевидно, что минимум J0 функционала в за-
дачах (13), (7) равен наименьшему числу γ2, для 
которого имеет решение задача (18):

 

2
0

2 2
1 2 3

0min{ : : [ , )

}.

J

T T T

Φγ Φ Ω ω

Φ γ

= ∃ ∈ ∀ ∈ ∞ ×

× − + ≤  (20)

Определение 1. Будем говорить, что в задаче 
(13) имеет место регулярная� ситуация� [4], если 
для любых функций-параметров Φ(s)∈ΩΦ выпол-
няется условие I(Φ) > Ja. Если же найдутся функ-
ции Φ(s)∈ΩΦ, для которых I(Φ) = Ja, то ситуацию 
будем называть вырожденной (сингулярной).

Условия существования и особенности 
сингулярной ситуации

Как показано в работах [4–7], задачи (13) и (18) 
могут быть решены известными методами теории 
оптимизации линейных стационарных систем по 
норме H∞. Соответствующие расчетные алгорит-
мы, связанные с пространством состояний, вклю-
чают схемы решения уравнений Риккати или си-
стем линейных матричных неравенств. Такой 
подход реализован в популярной среде MATLAB. 

Альтернативой ему служит спектральный 
подход, представленный для регулярной ситуа-
ции [5, 6], в основе которого находятся задачи Нэ-
хари и Неванлинны—Пика. Он обладает опреде-
ленными преимуществами, одно из которых по-
зволяет эффективно решать задачу в вырожден-
ном случае.

Естественно, что особую роль здесь играет 
критерий существования вырожденной ситуа-
ции, проверка которого должна осуществляться 
по исходным данным задачи. Такой критерий 
представляется следующим утверждением.

Теорема 1. Сингулярная (вырожденная) ситу-
ация в задаче (13) имеет место тогда и только тог-
да, когда выполняется неравенство

 0,mq ≥  (21)

где qm — минимальное собственное значение ма-
трицы Пика 

{ },ijl=П
 

1
,i j

ij
i j

d d
l

g g

−
=

+  

 ( ) ,
( ) ( )

i
i

i s i

B g
d

A g R g
−

=−  1, , ,i j n=  (22)

здесь 1( , )ig i n=  — корни полинома G(–s) (далее 
предполагается, что все они простые); Rs(s) — по-

лином, не имеющий корней в открытой правой 
полуплоскости, являющийся результатом факто-
ризации

 2( ) ( ) ( ) ( ) .s s aR s R s J G s G s k− ≡ − −  (23)

Доказательство. В соответствии с определе-
нием 1 в сингулярном случае вместо задачи (13) 
можно рассматривать вопрос о поиске такой 
функции Φ(s)∈ΩΦ, для которой выполняется ра-
венство 

 ( ) .aI JΦ =  (24)

В свою очередь, из (15) следует, что это эквива-
лентно выполнению условия

2
1 2 3( ) ( ) ( ) ( )aT j T j j J Tω ω Φ ω ω− ≤ − 0[ , ).ω∀ ∈ ∞   (25)

В силу (19) справедливо соотношение Ja� –��
–� T3(w) ≥ 0 ∀w∈[0, ∞), т. е. найдется дробно-
рациональная функция Ls�(s) такая, что имеет ме-
сто тождество

 
[ ]2( ) ( ) / ( ) ( ) ,s s aL s L s J k G s G s− ≡ − −

  
 т. е. ( ) ( ) / ( ),s sL s R s G s≡  (26)

где полином Rs(s) определяется факторизацией 
(23). Заметим, что этот полином с очевидностью 
имеет пару корней s�=�±jw0 на мнимой оси. 

Подставляя (26) в (25), имеем
2 2

1 2( ) ( ) ( ) ( ) / ( )sT j T j j R j G jω ω Φ ω ω ω− ≤

∀w∈[0, ∞), что эквивалентно условию 

( ) 2
1 2 1 1,T T PΦ

∞
− ≤  где 1( ) ( ) / ( ).sP s G s R s≡    (27)

Вводя обозначение D(s) ≡ [T1(s) – T2(s)Φ(s)] P1(s), 
в соответствии с формулами (16) и (27) получим

 

2( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )] / [ ( ) ( )],s

D s k s A s s B s

G s G s s Q s R s

α β
Φ

= − − − −
− −  (28)

причем Φ(s)∈ΩΦ⇔D(s)∈RH∞.
Учитывая формулы (10) и (17), легко показать, 

что 

[ ]( ) ( ) / ( ) ( ) ,i i i i s id D g B g A g R g= =− −  1, .i n=    (29)

На основании (27) и (29) можно утверждать, 
что для существования решения задачи (13) 
в сингулярном случае необходимо и достаточно, 
чтобы для указанной функции Φ(s)∈ΩΦ выполня-
лись соотношения

 2 1( ) ,D s ∞ ≤  ( ) ,i iD g d=  0Re ,ig > 1, .i n=  (30)

Вопрос о нахождении функции D(s)∈RH∞, удо-
влетворяющей (30), — это интерполяционная за-
дача Неванлинны—Пика [1]. Необходимым и до-
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статочным условием существования ее решения 
служит неотрицательная определенность матри-
цы Пика (22), что эквивалентно (21). Теорема до-
казана.

Пусть условие (21) выполнено, т. е. существует 
решение D� = Ds(s) задачи Неванлинны—Пика 
(30). Пусть найдена функция [1], имеющая вид 

 1 2( ) ( ) / ( ),s s sD D s m s m s= ≡  (31)

где ms2(s) — гурвицев полином. Покажем, что 
этой функции однозначно соответствует пара-
метр Φs∈ΩΦ, являющийся решением задачи (13). 
Для этого воспользуемся соотношением (28), из 
которого имеем функцию

2

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,

( ) ( )

s

s s

s

D s Q s R s k s A s s B s
G s G s

Φ

α β

=

− − + −
=−

−
  (32)

обеспечивающую решение (32) задачи Неванлин-
ны—Пика (30). 

Покажем, что эта функция принадлежит мно-
жеству ΩΦ. В соответствии с (29) имеем равенства 
Φs (gi) = 0, 1,i n= . Следовательно, деление числи-
теля в (32) на полином G(–s) осуществляется на-
цело (без остатка), т. е. в знаменателе функции 
Φs имеем только гурвицевы полиномы G и ms2. 
Поскольку при этом величина I(Φs) = ||H(Φs)||∞

2 = Ja 
конечна, то Φs∈ΩΦ.

По найденной оптимальной функции-пара-
метру Φs, в соответствии с формулами (11) с уче-
том (31) непосредственно найдем ПФ искомого 
оптимального регулятора — решения задачи (7):

1 2
2

1 2

( ) /
,

( )/
s s ss

s
s s s s

Q AR m Bm GA
W

B Q BR m k Am G

Φ α
Φ β

− +−
= =

+ − −

откуда непосредственно следуют формулы 

1 2( ) ( ) / ( );s s sW s W s W s=

[ ]1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) / ( );s s s sW s A s m s R s B s m s G s= + − −

2
2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) / ( ).s s s sW s B s m s R s k A s m s G s = − − −   �

(33)

Заметим, что деление на полином G(–s) в фор-
мулах (33) осуществляется нацело (без остатка), 
что легко доказывается на базе (29).

Итак, если исходные данные задачи соответ-
ствуют сингулярной ситуации, определяемой 
условием (21), то оптимальный регулятор по от-
ношению к задаче (7) может быть построен по сле-
дующей схеме. Вначале выполняется факториза-
ция (17), затем по формуле (19) определяется ве-
личина Ja�и выполняется факторизация (23). Да-
лее решается задача Неванлинны—Пика (30) 
(любым из методов, приведенных в работе [1]) 

и на базе ее решения (31) по формулам (33) на-
ходится ПФ искомого регу лятора.

Обратим внимание на следующие особенности 
решения задачи (7) в сингулярной ситуации. 

В соответствии со свойством «all-pass» (равно-
мерное пропускание) решения (31) задачи Неван-
линны—Пика [1, 2] имеем 

 1 2 const,( ) ( ) / ( )s s sD j m j m jω ω ω µ≡ ≡ =  (34)

причем если матрица Пика (22) такова, что qm�= 0, 
то µ = 1 и указанное решение является един-
ственным, а если qm�> 0, то µ < 1 и существует 
сколь угодно много решений задачи.

Учитывая отмеченные обстоятельства, рас-
смотрим обобщенную ПФ F оптимальной зам-
кнутой системы. В соответствии с формулами (4) 
и (5), определяющими эту функцию, для опти-
мального регулятора с учетом (33) имеем

 
22 22( ) ( ) ( ) ,s sy suF j F j k F jω ω ω= +  (35)

где

[ ]
2

1 2

2

1( ) / ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) / ( )
;

( ) ( )

sy s

s s s

s

F s A s B s W s

B s m s R s k A s m s G s

m s G s

= − =

 − − −  =−

[ ]
[ ]1 2

2

( ) ( ) / ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) / ( )
.

( ) ( )

su s s

s s s

s

F s W s A s B s W s

A s m s R s B s m s G s

m s G s

= − =

+ − −
=−

После подстановки Fsy и Fsu в (35) с выполне-
нием простых алгебраических преобразований, 
учитывающих (17), приходим к выражениям

2 22
2 1 2

2
2

2
2 21

2

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

.

s s s
s

s

s
s s

s

m j R j k m j
F j

m j G j

m
F G R k

m

ω ω ω
ω

ω ω

+
= ⇔

⇔ = +

Учитывая, что, согласно (34), имеем |ms1/ms2| ≡  
≡ µ, а из (23) следует |Rs|2 ≡ Ja|G|2 — k2, получаем 

 2 22 2 21( ) ( ) / ( ) .s aF j J k G jω µ µ ω= + −  (36)

Формула (36) позволяет сделать следующие 
выводы:

а) если qm�= 0, т. е. µ = 1, то |Fs�(jw)|2 ≡ Ja , т. е. 
ПФ оптимальной замкнутой системы, как и ре-
шение задачи Неванлинны—Пика, является рав-
номерно-пропускающей функцией;

б) если qm�> 0, т. е. µ < 1, то оптимальная зам-
кнутая система не является равномерно-пропу-
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скающей, и функция |Fs(jw)|2 имеет максимум Ja, 
совпадающий с максимумом функции T3(w) на 
одной и той же частоте w0. 

Синтез оптимальных регуляторов  
с заданной структурой

Как показано в работах [4–7], решение задач 
(13) и (7) в регулярной ситуации является един-
ственным. В вырожденном случае положение су-
щественно изменяется, что определяется следую-
щим утверждением. 

Теорема 2. Решение задачи (7) в сингулярном 
случае является не единственным, причем ПФ 
Wsu(s) любого стабилизирующего регулятора (2), 
доставляющего минимум функционалу (6), на 
частоте 22

0
0[ , )

arg max / ( )k G j
ω

ω ω
∈ ∞

=  удовлетворя-
ет условию

0 0( ) ,suW j zω =  

 где 2
0 0 0( ) /( ( )).z B j k A jω ω=− − −  (37)

Доказательство.� Неединственность решения 
задачи (13), а следовательно, и исходной задачи 
синтеза (7) определяется хотя бы отмеченной 
выше неединственностью решения задачи Не-
ванлинны—Пика (10) в случае qm�> 0.

Пусть каким-либо способом построен регуля-
тор (2), являющийся решением задачи (7) и имею-
щий ПФ Wsu(s), которая тождественно не совпа-
дает с функцией Ws (35). По формуле (11) опреде-
лим соответствующую ей функцию-параметр 
Φsu. Поскольку I(Φsu) = Ja, в соответствии с фор-
мулой (15) имеем 

 

2
1 2

3 0
( ) ( ) ( )

( ) [ , ).
su

a

T j T j j

T J

ω ω Φ ω
ω ω
− +

+ ≤ ∀ ∈ ∞  (38)

Однако, согласно (19), справедливы равенства

3 3 0
0[ , )

max ( ) ( ),aJ T T
ω

ω ω
∈ ∞

= =

на основании которых из (38) следует, что

1 0 2 0 0

0 1 0 2 0

0( ) ( ) ( )
( ) ( ) / ( ).

su

su

T j T j j

j T j T j

ω ω Φ ω
Φ ω ω ω
− = ⇒

⇒ =

Подставляя в полученное равенство формулы 
(16) и используя (11), с учетом (17) последователь-
но получаем

0

2

0( ) ;su
s j

k A B
j

GG
ω

α βΦ ω
=

−
=

 

0

0
0 2

0

( )( ) ,
( )

su
su

su s j

A B j
W j

B k A jω

Φ α ωω
Φ β ω=

− −
= =−

+ −

что и требовалось доказать. 

Приведенное в предшествующем разделе ре-
шение задачи H∞-оптимизации в сингулярном 
случае позволяет построить регулятор (2) с ПФ 
(33), имеющей вполне определенную фиксиро-
ванную структуру, зависящую от исходных дан-
ных, которую далее будем называть базовой.

Однако известно [4, 7], что регуляторы базо-
вой структуры обладают целым рядом недостат-
ков, затрудняющих их практическое примене-
ние. Сюда относятся возможная неустойчивость 
регулятора как отдельного динамического объек-
та, неправильность дробно-рациональной функ-
ции Ws(s), нулевой радиус шара робастной устой-
чивости замкнутой системы в пространстве пара-
метров.

В связи с отмеченными обстоятельствами 
и с учетом неединственности решения задачи 
в сингулярной ситуации возникает естественное 
желание построить оптимальный регулятор со 
структурой, которая отличается от базового ва-
рианта и заведомо лишена присущих ему недо-
статков.

В работе [5] указан общий подход к построе-
нию таких регуляторов, состоящий в исходном 
задании структуры их ПФ с выделением вектора 
h∈Ep настраиваемых параметров: Wsu�=�Wsu(s, h). 
При этом если в указанной структуре существует 
оптимальное решение, то с необходимостью вы-
полняется условие (37), а также равенство

 
2

0[ , )
( ) max ( , ) ,su aF j J

ω
Ψ ω

∈ ∞
= =h h  (39)

где Fsu(s, h) — ПФ соответствующей замкнутой 
системы.

Существо подхода состоит в таком выборе век-
тора h параметров регулятора, чтобы одновре-
менно обеспечивалось выполнение указанных 
условий и требования устойчивости замкнутой 
системы.

Одним из вариантов реализации этого подхода 
является синтез H∞-оптимальных регуляторов со 
специализированной многоцелевой структурой. 
Для ее введения сформируем минимальную реа-
лизацию для объекта (1) 

 

( );
,

u d t

y

= + +
=

x Ax b h

cx



 (40)

где x∈En — вектор состояния объекта; A, b, h 
и c — матрицы соответствующей размерности 
с постоянными компонентами, удовлетворяющие 
тождествам

 det( ) ( );s A s− ≡E A  1( ) ( );s B s−− ≡c E A b  

 1 1( ) .s −− ≡c E A h  (41)

Предлагаемая структура закона управления 
имеет следующий вид:
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( );
;

( )( ).

z u y

u

K p y

ξ
ξ

= + + −

= +

= −

z A b g cz

kz

cz



 (42)

Первое уравнение представляет наблюдатель 
с вектором состояния z∈En, а второе — базовый 
закон управления, причем выбор векторов g и k 
обеспечивает гурвицевость полиномов ( ) det( )gA s Es= − +A gc 

( ) det( )gA s Es= − +A gc  и 0( ) det( )s Es∆ = − −A bk . Тре-
тье уравнение определяет динамический�коррек-
тор, роль которого заключается в обеспечении 
желаемой реакции замкнутой системы на воз-
действие возмущений.

Будем считать, что векторы g и k с указанны-
ми свойствами заданы, исходя из требований 
к собственной динамике системы без возмуще-
ний, а ПФ K(s) корректора будем трактовать как 
искомый элемент.

Теорема 3. Если выполнены условия

12 0 0( ) ,T jω ≠  21 0 0( ) ,T jω ≠

 
12 0 21 0

11 0 22 0 0 22 0 0
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,
T j T j

T j T j z T j

ω ω
ω ω ω

−
− + ≠  (43)

где функции T11, T12, T21 и T22 являются элемен-
тами матрицы

 

1

11 12

21 22

0 1
1 0

( ) ( ) ( )

( ) ( )
,( ) ( )

s s

T s T s

T s T s

−
  = − + − + −  

     + ≡       

k
T E A gc bk g b

c

 (44)

то найдется такая строго правильная дробно-
рациональная функция K(s) динамического кор-
ректора, что корни характеристического полино-
ма замкнутой системы (40), (42) будут находиться 
в открытой левой полуплоскости, а ПФ регулято-
ра (42) будет удовлетворять условию (37).

Доказательство. Прежде всего, заметим, что 
характеристический полином рассматриваемой 
замкнутой системы представляется в виде

0

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),
c c c c

g c

s

s s

N s s N s s

A s s s

∆
∆ ∆

∆ ∆

− −
= − − + − =
− − +

=

E A 0 b

gc E A gc b

c k c

  (45)

где Nc и ∆с — соответственно числитель и знаме-
натель функции K(s).

Обратим особое внимание на то, что из форму-
лы (45) следует независимость полинома ∆(s) от 
числителя ПФ корректора. Это позволяет утверж-
дать, что любой корректор с гурвицевым полино-
мом ∆с(s) обеспечивает устойчивость замкнутой 
системы. 

Тогда выбором полинома Nc(s) можно обеспе-
чить выполнение равенства (37). С этой целью 

представим уравнения регулятора (42) без кор-
ректора в виде

 

( ) ;
; ,

z y b

u y

ξ
ξ ζ

= − + + +

= + = −

z A gc bk g

kz cz



 (46)

что эквивалентно соотношению вход-выход

 
11 12

21 22

( ) ( )
( ) ,( ) ( )

u y T s T s y
s

T s T sζ ξ ξ
                  = =                     

T  (47)

где передаточная матрица T(s) определяется фор-
мулой (44).

Рассматривая систему (47) как локальный 
объект управления, замкнем ее динамическим 
корректором как локальным регулятором:

11 12

21 22

( ) ( ) ;
( ) ( ) ;

( ) ,

u T s y T s

T s y T s

K s

ξ
ζ ξ

ξ ζ

= +

= +

=  

имеющим ПФ

 

11 12
1

22 211

( ) ( ) ( ) ( )

[ ( ) ( )] ( ).
suW s T s T s K s

T s K s T s−

= + ×

× −  (48)

Тогда выполнение условия (37) обеспечивает-
ся равенством

[ ]
11 0 12 0 0

1
22 0 0 21 0 01

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

T j T j K j

T j K j T j z

ω ω ω

ω ω ω−

+ ×

× − =

откуда непосредственно имеем

 0 0( ) ,K j fω =  (49)

где

0

0 11 0

12 0 21 0 11 0 22 0 0 22 0

( )
,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f

z T j
T j T j T j T j z T j

ω
ω ω ω ω ω

=
−

=
− +

если выполняются условия (43).
Теперь зададим произвольный гурвицев поли-

ном ∆с(s) =�s2�+�β1s�+�β0 и введем в рассмотрение 
полином Nc(s) =�α1s�+�α0. Осуществим выбор дей-
ствительных чисел α1 и α0, обеспечивая выполне-
ние равенства

 0 0 0 0( ) ( ) / ( ) ,c cK j N j j fω ω ∆ ω= =  (50)

где комплексное число f0 определяется формулой 
(49), получая при этом

 0 0 0 1 0 0 0Re ( ); Im ( ) / .c cf j f jα ∆ ω α ∆ ω ω= =  (51)

В итоге построена ПФ K(s) =� (α1s� +� α0)/(s2� +��
+�β1s�+�β0) корректора, которая для любых β1 > 0 
и β0 > 0 и для чисел α1 и α0 (50) обеспечивает 
устойчивость замкнутой системы и удовлетворя-
ет условию (37). 
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Рассмотрим регулятор (42), в котором ПФ кор-
ректора задается выражением K(s) =�(α1s�+�α0)/(s2�+�
+�β1s�+�β0) в соответствии с доказательством тео-
ремы 3. При этом ПФ Wsu�=�Wsu(s, h) регулятора 
(42) от входа y к выходу u имеет два свободных па-
раметра β1 > 0 и β0 > 0, которые и являются в дан-
ном случае компонентами вектора h∈E2 настраи-
ваемых параметров.

Если выбором этих параметров удается обе-
спечить выполнение условия (39), чего можно до-
биться с помощью простого численного метода, 
то полученный в результате вектор h0∈E2 одно-
значно определит решение задачи (7) в предло-
женной структуре.

Примеры синтеза  
в сингулярной ситуации

Рассмотрим математическую модель (1) объек-
та управления, где

2 25 25( ) , ;A s s s= + −  1( ) ,B s =

и зададим весовой множитель k�= 0,05 для обоб-
щенной функции (4). 

Будем решать задачу (7) о поиске H∞-опти-
мального регулятора. В соответствии со схемой 
решения вначале выполним факторизацию (17), 
в результате которой получим полином

20 0500 0 1931 1 611( ) , , , ,G s s s− = − +

имеющий корни g1,2 = 1,932 ± 5,337j.
Далее по формуле (19) определяем величину 

Ja�= 2,353 ⋅ 10–3 максимума функции T3(w) и ча-
стоту w0 = 4,97 1/с, на которой он достигается. 
Для иллюстрации на рис. 1, a представлен гра-
фик функции Aa�(w) = k/|G(jw)| = (T3(w))1/2.

Следующим действием выполняется фактори-
зация (23) — ее результатом служит полином 
Rs(s), не имеющий корней в открытой правой по-
луплоскости:

3 22 425 10 0 06003( ) , , .sR s s−= ⋅ +

По полученным данным строим матрицу Пика 
по формулам (22):

3

3

0 1065 3 581 10 0 03820

3 581 10 0 03820 0 1065

, , ,
,

, , ,

j

j

−

−

 ⋅ +  =    ⋅ + 
П

имеющую собственные значения q1 = 0,06810, 
q2 = 0,1448. Поскольку минимальное из них qm�=�q1 
положительное, имеем сингулярную ситуацию. 

Для синтеза регулятора в базовой структуре 
решаем задачу Неванлинны—Пика (30) для исход-
ных данных g1,2 = 1,932 ± 5,337j, d1,2 = 0,7639 ±  
± 0,07156j, получая при этом m2(s) = 3,058s�+ 0,8624, 
m1(s) =�0,7936⋅m2(–s), µ = 0,7936 < 1. По формулам 
(33) находим ПФ оптимального регулятора

3 20 1177 0 5393 4 144 0 1086
0 03518 0 05931

, , , ,
( ) .

, ,s
s s s

W s
s

− − − +
=

+

Частотная характеристика Fa(w) = |F(jw)|2 зам-
кнутой оптимальной системы для ПФ Ws(s) пред-
ставлена непрерывной кривой на рис. 1, б. 

Недостаток найденного регулятора с базовой 
структурой очевиден: его ПФ не является пра-
вильной дробью, что порождает ряд негативных 
последствий. В связи с этим имеет смысл искать 
решение задачи в других структурах. Здесь вос-
пользуемся простейшим вариантом ПД-регуля-
тора u(t) = k2d/dt(y(t)) + k1y(t) и попытаемся найти 
такие числа k1 и k2, чтобы замкнутая система была 
устойчивой при выполнении условий (37) и (39).

В данном случае имеем Wsu(s) = k2s� + k1, по 
формуле (37) находим z0 = –7,993 – 79,560j. Тогда 
условие Wsu(jw0) =� z0 приводит к очевидным ра-
венствам k1 = Rez0, k2 = Imz0/w0, которые дают 
числа k1 = –7,993, k1 = –79,60. Нетрудно видеть, 
что отрицательные значения коэффициентов 
здесь достаточны для обеспечения устойчивости 
замкнутой системы. Выполнение условия (39) 
иллюстрируется штрихпунктирной кривой на 
рис. 1, б, представляющей частотную характе-
ристику Fa(w) = |F(jw)|2 замкнутой оптимальной 
системы для ПФ Wsu(s) с найденными коэффици-
ентами. 

Итак, построенный ПД-регулятор, так же как 
и указанный регулятор базовой структуры, явля-
ется H∞-оптимальным регулятором для данного 
примера. Его реализация существенно проще 
при одинаковом показателе качества.

Теперь рассмотрим тот же объект, но с весо-
вым множителем k�= 0,0055 в обобщенной функ-
ции (4). Соответствующий график функции Aa(w) 
показан на рис. 2, a, а на рис. 2, б представлена 
частотная характеристика замкнутой системы 
для оптимальной ПФ
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0 0003320 0 002877
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+Рис. 1. � � Графики� функций� Aa(w)� =� k/|G(jw)|� (а)�
и�Fa(w) =�|F(jw)|2�(б):�k�=�0,05
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В данном случае матрица Пика имеет нулевое 
собственное значение, поэтому оптимальной зам-
кнутой системой является равномерно-пропуска-
ющая. Очень близкий результат дает ПД-регуля-
тор с коэффициентами k1 = –1322, k1 = –661,7, что 
отражено на рис. 2, б.

Заключение 

В статье рассмотрен сингулярный вариант за-
дачи H∞-оптимизации линейной стационарной 
системы с одним входом и одним выходом, к ко-
торой приводит естественное стремление макси-
мально подавить влияние возмущения на регу-
лируемую переменную с учетом ограниченно-
сти ресурсов управления. Доказано необходимое 
и достаточное условие сингулярности, указаны 

возможные варианты решения и предложен ре-
гулярный способ их построения.

С учетом неединственности решения задачи 
также предложена схема использования специ-
альной структуры для нахождения оптимально-
го регулятора, свободного от динамических недо-
статков регулярного подхода. Представленные 
результаты проиллюстрированы на примерах.
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Рассматривается построение оптимального управления выведения ракетыносителя на эллиптическую ор
биту на безатмосферном активном участке при непрерывной работе двигательной установки с нерегулируемой 
тягой. Угловые скорости разворотов ракетыносителя по углу тангажа и углу рыскания принимаются за управля
ющие параметры. В качестве критерия оптимальности задается максимум массы ракетыносителя на момент 
вывода на орбиту. Определяются структура управления и способ нахождения параметров управления ракетой
носителем.

Ключевые слова — оптимальное управление, моделирование движения объекта, принцип максимума Пон
трягина.

Введение

Задача построения оптимального управления 
выведения ракеты-носителя (РН) на эллиптиче-
скую орбиту на безатмосферном активном участ-
ке в варианте, когда за управляющие перемен-
ные принимаются углы ориентации вектора тяги 
(углы тангажа и рыскания), совпадающего с про-
дольной осью РН, рассмотрена и исследована в мо-
нографиях Д. Ф. Лоудена [1], Р. Ф. Аппазова [2], 
Ю. Г. Сихарулидзе [3] и многих других авторов.

Вместе с тем имеются РН с жесткими ограни-
чениями на величины угловых скоростей разво-
ротов по углам ориентации, обусловленные кон-
структивными особенностями.

Использование для них программного управ-
ления, построенного в предположении, что за 
управляющие параметры приняты углы тангажа 
и рыскания, приводят к неоптимальному исполь-
зованию энергетики РН.

В работе [3] предлагается программу угла тан-
гажа задавать кусочно-линейной функцией. Ко-
личественные оценки потерь по массе выводимой 
полезной нагрузки, имеющих место в этом слу-
чае, отсутствуют.

В статье рассмотрены вопросы построения 
оптимального управления (определение его струк-

туры, параметризации и способа нахождения 
значений его параметров), когда в качестве управ-
ления принимаются величины программных 
угловых скоростей разворотов по углам тангажа 
и рыскания.

Целевая эллиптическая орбита, на которую 
должна быть выведена РН, задается в инерциаль-
ной геоцентрической системе координат, совпа-
дающей на момент старта (срабатывание датчика 
контакта подъема РН) с гринвической системой 
координат.

Орбита задается совокупностью оскулирую-
щих параметров, в качестве которых можно при-
нять:

ior — угол наклона плоскости орбиты;
Ωor — долготу восходящего узла;
por — фокальный параметр орбиты;
eor — эксцентриситет орбиты;
wper — аргумент перигея,

— или какой-либо другой эквивалентной сово-
купностью оскулирующих параметров.

В качестве параметра, задающего точку орби-
ты, будем использовать значение приведенной 
широты U. Общую задачу построения управле-
ния можно реализовать последовательным реше-
нием задач управления для выведения в точки 
орбиты, заданные приведенными широтами, 
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и последующим выбором точки выведения (при-
веденной широты), при которой получаем опти-
мум критерия.

При решении будем использовать орбиталь-
ную систему координат Oη1η2η3. Начало системы 
O находится в центре Земли; ось Oη2 лежит в ор-
битальной плоскости, задаваемой ior,� Ωor, и со-
ставляет угол, равный U, с линией узлов; ось Oη1 
принадлежит орбитальной плоскости, ортого-
нальна оси Oη2 и направлена в сторону полета по 
орбите; ось Oη3 дополняет систему координат 
Oη1η2η3 до правой ортогональной декартовой си-
стемы координат. Такая система координат ис-
пользовалась, например, при построении про-
граммы полета РН «Сатурн-5» [3].

Математическая постановка задачи 
выведения в заданную точку

Полет РН рассматривается как движение ма-
териальной точки. Движение РН происходит на 
внеатмосферном активном участке полета РН под 
действием реактивной двигательной установки 
(ДУ) с постоянными тягой P и секундным расхо-
дом массы mras.

Режим работы ДУ непрерывный, в момент до-
стижения заданной орбиты выдается команда на 
ее выключение.

Гравитационное поле Земли описывается нор-
мальным потенциалом, включающим нулевую 
и вторую зональные гармоники из модели «Пара-
метры Земли 90» [4].

Ориентация вектора тяги совпадает с ориен-
тацией продольной оси РН Ox1 и задается угла-
ми тангажа νor(t) и рыскания ψor(t). Под углом 
рыскания понимается угол между продольной 
осью РН и ее проекцией на плоскость Oη1η2, под 
углом тангажа понимается угол между осью Oη1 
и проекцией продольной оси РН на плоскость 
Oη1η2.

В качестве управляющих переменных берутся 
значения программных угловых скоростей раз-
воротов РН по углу тангажа Uν и углу рыскания 
Uψ, на которые наложены ограничения: |Uψ|�<�Ugr,�
|Uν|�<�Ugr,�Ugr�= 1 град/с.

Допустимый диапазон изменений углов танга-
жа и рыскания составляет ± 85 град.

Начальные условия по координатам радиуса-
вектора РН (η1,� η2,� η3), вектора скорости (η4,� η5,�
η6), начальной ориентации по углам ν(t),�ψ(t) и ве-
личине массы m(t) в момент начала управления tn 
известны и равны соответственно: ηin, i�=�1,�…,�6, 
νorn, ψorn, mn.

Терминальные (конечные) условия по точке 
орбиты, заданной приведенной широтой U, нахо-
дятся по известным формулам эллиптической те-
ории [2]:
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где g0 — модуль гравитационного ускорения; aoz — 
большая полуось общеземного эллипсоида.

Момент окончания управляемого движения 
(участка выведения) tk и терминальные условия 
по углам тангажа νor(tk), рыскания ψor(tk), массе 
РН m(tk) свободны.

В силу непрерывности работы ДУ и постоян-
ного расхода массы критерий максимума выво-
димой массы РН эквивалентен критерию мини-
мума времени выведения: 
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Система дифференциальных уравнений, опи-

сывающая движение РН на активном участке 
в системе Oη1η2η3, имеет следующий вид:
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Через 
1 1 2 3( , , )gη η η η  обозначены проекции гра-

витационного ускорения; m — текущая масса РН. 
Гамильтониан системы (1) записывается в виде
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Через λ1, ..., λ6, λm, λψ, λν обозначены сопря-
женные переменные принципа максимума Пон-
трягина.

В силу линейного вхождения управления Uν, 
Uψ в систему (2) и гамильтониан, система (2) мо-
жет иметь, в принципе, участки движения с осо-
бым управлением [5]. Кроме того, уравнения из-
менения фазовых переменных λ1, ..., λ6 завязаны 
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с уравнениями изменения сопряженных пере-
менных через проекции гравитационного ускоре-
ния, что приводит к необходимости их совместно-
го интегрирования. В результате получаем необ-
ходимость решать краевую задачу для нелиней-
ной системы дифференциальных уравнений 18-го 
порядка [6].

Для преодоления возникающих существен-
ных вычислительных трудностей в поиске управ-
ления для определения его структуры был ис-
пользован метод модельной задачи [3]. В модель-
ной задаче значения проекций гравитационного 
ускорения ( )

i jgη η  (i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3) берутся 
в прогнозируемой точке выведения

 const( ) .
i im izg gη η η= =  (3)

Введение модельного представления гравита-
ционного ускорения позволяет свести определе-
ние структуры оптимального управления к по-
следовательному определению структуры управ-
ления боковым, вертикальным и горизонталь-
ным движением РН, на которые распадается при 
использовании модели (3) общее движение, зада-
ваемое системой (2).

Структура управления боковым движением

Система дифференциальных уравнений, опи-
сывающая боковое движение, в рамках сформу-
лированной постановки задачи имеет следующий 
вид:
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Критерий оптимальности для построения 
управления
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Критерий Jψ вводится для сохранения взаи-
мосвязи указанных выше трех движений. Физи-
ческий смысл Jψ — минимизация потерь по ка-
жущейся скорости в орбитальной плоскости из-
за реализации бокового движения по переводу 
системы из начального состояния η3(tn),�η6(tn),�tn 
в конечное η3(tk),�η6(tk),�tk за фиксированный взя-
тый интервал времени управления.

Рассмотрим гамильтониан системы (4) с кри-
терием (5):
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Зададим ограничение на управление: |Uψ|�<�Ugr.

Сопряженная система, соответствующая (4) 
и критерию (5), имеет вид
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Начальные условия на момент tn: η3(tn),�η6(tn),�
m(tn),�ψor(tn) — известны.

Терминальные условия на момент tk оконча-
ния движения: η3(tk) =� 0,� η6(tk) =� 0 — заданы, 
ψor(tk) — свободно, λψ(tk) = 0, tk — формально счи-
тается заданным. Значения λ3(tk), λ6(tk)� должны 
быть выбраны из условия приведения системы 
в точку η3(tk) =�0,�η6(tk) =�0.

В целях упрощения записи для сопряженных 
переменных приняты те же обозначения, что 
и в случае основной системы (2). Оптимальное 
управление, при его существовании, представля-
ется в виде

1 2

sign

åñëè 0

îñîáîåóïðàâëåíèå,
åñëè 0

( ( )),

( )
.

( ) [ , ]

grU t

t
U

t t t t

ψ

ψ
ψ

ψ ψ ψ

λ
λ

λ

 ≠= = ∀ ∈

Особое управление находим из условия

1 20( ) [ , ] [ , ].n kt t t t t tψ ψ ψλ = ∀ ∈ ⊂

Тогда для тех же значений t должно выпол-
няться

6 0d d 0/ ( / )( cos sin ) .or ort P mψλ λ ψ λ ψ= − =
   

(7)

Возьмем производную от dλψ/dt по времени t 
в силу систем (4) и (6):

2 2 2
6 0

6

0 6 0

d d

d d
d d 0

/ ( / )( cos sin )

( / )(( / )cos
( / )sin sin cos ) .

ras or or

or

or or or

t Pm m

P m t

t U U

ψ

ψ ψ

λ λ ψ λ ψ
λ ψ

λ ψ λ ψ λ ψ

= − +

+ −
− − − =

Из (7) и условия P/m� ≠� 0 получим λ6cosψor� –�
–�λ0sinψor�=�0.

С учетом имеющихся равенств и неравенств 
dλψ/dt� = 0, Pmras/m� ≠� 0, ψor ≠ π/2, dλ6/dt� = –λ3,  
dλ0/dt�= 0 и λ6 =�λ0tgψor имеем

2
3 0cos ( ( ) / ).orU tψ ψ λ λ=

Полагая λ0 = –1, получим

 2
3cos ( ).orU tψ ψ λ=−  (8)

По соотношению (8) найдем закон изменения 
ψor(t) на участке особого управления:

dψor/dt�=�cos2ψordλ6/dt�
или�
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 tgψor(t) =�λ6(t).� (9)

На управление задано ограничение, поэтому 
ограничиваемся λ0 = –1.

Проведенные проверки показали, что необхо-
димое условие Келли [5] для оптимальности осо-
бого управления выполняется.

Решение сопряженной системы (6) по перемен-
ным λ3(t), λ6(t) записывается в явном виде

3 3

6 6 3

const( )
.

( ) ( )
n

n n n

t

t t t

λ λ
λ λ λ
 = = = − −

Если для системы (4) с критерием (5) в каче-
стве управления принять угол рыскания (исклю-
чить последнее уравнение), то оптимальная про-
грамма изменения его значений имеет вид линей-
ного тангенса аналогично (9). То есть структуры 
программ изменения углов рыскания в случаях 
особого управления и управления непосредствен-
но углом рыскания совпадают. Отсюда для рас-
сматриваемой системы (4) оптимальное управле-
ние, если оно существует, состоит из начального 
разворота с максимальной допустимой угловой 
скоростью из текущего начального состояния 
в сторону особого управления и заключительного 
участка с особым управлением.

Обозначим момент перехода с начального раз-
ворота на участок особого управления через tψ.

Тогда значение синуса от программного угла 
рыскания, непосредственно входящего в уравне-
ния изменения линейных координат η3,�η6, мож-
но найти по соотношениям

6

2
6 6

sign tg
åñëè

1 åñëè

sin( ( ( ))
sin ( ) ( )), .

( ) / ( ),

orn gr n or n

or n n

k

U t

t t t t t t

t t t t t

ψ

ψ

ψ λ ψ
ψ

λ λ

 + − ×= × − < < + < <

Значение tψ в силу непрерывности изменения 
угла находится из соотношения

6

6 3

sign tg

arctg

( ) ( ( ))( )

( ( )).
or n gr n or n n

n n n

t U t t t

t t
ψ

ψ

ψ λ ψ
λ λ

+ − − =

= − −

Таким образом, определена структура опти-
мального программного управления боковым 
движением. Метод определения значений пара-
метров tψ, tk, λ3n, λ6n исходя из условия выполне-
ния краевых условий будет рассмотрен ниже.

Считая управление боковым движением по-
строенным, рассмотрим вопрос о структуре 
управления вертикальным движением. 

Структура управления  
вертикальным движением

Система дифференциальных уравнений, опи-
сывающая вертикальное движение в рамках 

сформулированной постановки задачи, имеет 
следующий вид:

 
2

2 5

5

d d
d d

d d
d d

/
/ ( ( ))

( / )sin cos .
/

/

j

or or

ras

or

t

t g t

P m

m t m

t U

η

ϑ

η η
η η

ν ψ

ν

 = = ++ =− =

 (10)

Начальные условия на момент tn: η2(tn),�η5(tn),�
m(tn),�νor(tn) — известны.

Терминальные параметры на момент условно-
го окончания tk: η2(tk) =�η2k,�η5(tk) =�η5k — заданы, 
νor(tk) — свободно, tk — считается формально за-
данным. Значения λ2(tk), λ5(tk)�должны быть вы-
браны из условия приведения системы в точку 
η2(tk),�η5(tk).

Интервал управления [tn, tk] фиксирован. Зна-
чение tk соответствует принятому при рассмотре-
нии бокового движения.

В качестве критерия оптимальности берется 
функционал

1 dmin ( cos )( / )cos ( ) .
k

n

t

or or
U

t

J P m
ν

ν ν ψ τ τ= −∫   (11)

Переменная ψor(t) в (10), (11) уже рассматрива-
ется как известная функция времени. Значение 
функционала Jν равно потере кажущейся скоро-
сти по оси Oη1 из-за реализации вертикального 
движения по переводу РН из начального состоя-
ния (tn,� η2(tn),� η5(tn)) в конечное (tk, η2(tk),� η5(tk)). 
Если РН выводится на околокруговую орбиту 
или апогей, перигей эллиптической орбиты, на-
правление оси Oη1 совпадает или близко к на-
правлению скорости движения по орбите.

Выбранный функционал (11) обеспечивает на-
бор максимума значения действительной скоро-
сти вдоль оси Oη1.

Если за действующее ускорение принять (P/m) × 
× cosψor, то система (10), критерий (11) с точно-
стью до обозначений совпадают с системой (4), 
критерием (5) для бокового движения.

Повторяя выкладки, аналогичные проведен-
ным при анализе бокового движения, получим 
оптимальное управление, если оно существует, 
в виде

sign åñëè 0
îñîáîå óïðàâëåíèå, åñëè 0

( ( )), ( )
.

( )
grU t t

U
t

ν ν
ν

ν

λ λ
λ

 ≠= ≡

Используя выкладки для анализа бокового 
движения, получим, что на участке особого 
управления tgνor(t) =�λ5(t).

Можно показать, что необходимое условие 
Келли [5] для оптимальности особого управле-
ния выполняется.
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Обозначим момент перехода с начального раз-
ворота на участок особого управления через tν. 
Тогда значение синуса от программного угла тан-
гажа, непосредственно входящего в управления 
изменения линейных координат (10), можно най-
ти по соотношениям

2
5 5

sign tg
tg åñëè

1 åñëè

sin( ( ) ( ( )
sin ( ))( )), .

( ) ( ),

or n gr or

or or n n n

k

t U t

t t t t t t

t t t t t

ν

ν

ν

ν ν
ν ν

λ λ

 + −= − − < < + < <

Значение tν в силу непрерывности изменения 
угла νor(t) находится из соотношения

5

5 2

sign tg
arctg

( ) ( ( ))( )
( ( )).

or n gr n or n

n n n

t U t t t

t t
ν

ν

ν λ ν
λ λ

+ − − =

= − −
Таким образом, определена структура управ-

ления вертикальным движением РН. 

Структура управления  
горизонтальным движением

Система дифференциальных уравнений, опи-
сывающая горизонтальное движение, имеет сле-
дующий вид:

1

1 4

4

d d
d d

d d

/
/ ( ( )) ( / )cos cos .

/
j or or

ras

t

t g t P m

m t m
η

η η
η η ν ψ

 = = + =−

Начальные условия на момент tn: η1n,�η4n,�mn�—�
заданы.

Конечные условия: η1(tk) =�η1k,�η4(tk) =�η4k — за-
даны.

Угловые программы νor(t),� ψor(t) считаем из-
вестными функциями времени. Время оконча-
ния выведения tk не задано и рассматривается 
как параметр управления.

Вторым управляющим параметром для обе-
спечения достижения краевых условий берется 
значение приведенной широты точки выведения.

Рассмотрим теперь вычислительный алго-
ритм определения параметров управления вы-
бранной структуры.

Система уравнений  
для определения параметров управления

Традиционный способ определения параме-
тров управления при его выбранной структуре 
состоит в решении краевой задачи для первых 
шести уравнений системы (2). Существенное 
упрощение процесса определения параметров 
управления достигается, если компоненты векто-

ра скорости d( ( ))
n

t

gi i j
t

V gη η τ τ=∫  и радиуса-вектора 

d( ) ( ( )) ,
n

t

gi i j
t

r t gητ η τ τ= −∫  обусловленные действи-

ем гравитационных сил, вычислять с использо-
ванием начальных (ηin), конечных (ηik) условий 
и взятого интервала управления (tn, tk) по улуч-
шенному методу трапеций с применением пер-
вых производных [7].

В таблице приведены оценки методической 
погрешности вычисления Vgi,�rgi в зависимости от 
оставшегося времени полета tk�–�tn на активном 

Значения� методической� погрешности� вычисления� гравитационных� составляющих� координат� радиуса-��
вектора�и�вектора�скорости

tk�–�tn dVg1, м/с drg1, м dVg2, м/с drg2, м dVg3, м/с drg3, м

Космический аппарат Metop

234 –0,544 392 2,144 –281 0,096 –18

200 –0,254 198 1,048 –199 0,061 –9

150 –6,10 ⋅ 10–2 54 0,289 –7 1,83 ⋅ 10–2 –3,7

100 –9,14 ⋅ 10–3 8 4,48 ⋅ 10–2 –14 3,48 ⋅ 10–3 <1

50 –3,60 ⋅ 10–4 <1 5,45 ⋅ 10–4 <1 1,30 ⋅ 10–4 <1

30 –1,19 ⋅ 10–4 <1 2,48 ⋅ 10–4 <1 3,17 ⋅ 10–4 <1

10 –2,64 ⋅ 10–5 <1 1,71 ⋅ 10–5 <1 –3,34 ⋅ 10–5 <1

Космический аппарат Corot

262 –1,269 715 1,802 –544 4,88 ⋅ 10–2 16

200 –0,430 222 0,624 –191 –1,45 ⋅ 10–2 0,6

150 –0,133 62 0,203 –58 –3,35 ⋅ 10–3 <1

100 –2,47 ⋅ 10–2 9,9 3,86 ⋅ 10–2 –10 –3,54 ⋅ 10–4 <1

50 –1,27 ⋅ 10–3 <1 2,1 ⋅ 10–3 <1 2,09 ⋅ 10–5 <1

30 –2,02 ⋅ 10–4 <1 2,55 ⋅ 10–4 <1 –6,47 ⋅ 10–6 <1

10 –3,42 ⋅ 10–5 <1 1,64 ⋅ 10–5 <1 –1,96 ⋅ 10–6 <1
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участке по предложенному выше способу. Через 
dVgi,�drgi обозначены разности нахождения Vgi,�rgi 
по точному и предлагаемому способам. Точные 
значения находились методом трапеций с шагом 
1 с. Данные получены по траекториям програм-
много движения РН «Союз-2» при запусках кос-
мических аппаратов Metop и Corot с космодрома 
Байконур.

Методические погрешности вычисления инте-
гралов от проекции гравитационного ускорения 
убывают по мере уменьшения оставшегося време-
ни движения и становятся практически незначи-
тельными (менее 2 ⋅ 10–3 по скорости, 1 м по коорди-
нате) за 50 с до окончания участка выведения. Ис-
пользование предлагаемого способа вычисления 
интегралов от проекций гравитационного ускоре-
ния позволяет отказаться от решения краевой зада-
чи Коши при определении параметров управле-
ния. Запишем систему (4) с учетом выбранной 
структуры управления, способа вычисления со-
ставляющих от гравитационных сил в интеграль-
ном виде. При этом значения λ6n,� λ3n,� входящие 
в числитель выражения для sinψor на участке осо-
бого управления, вынесем из-под знака интеграла.

В результате будем иметь
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sign tg
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Будем решать систему (12) итерационным спосо-
бом. Присвоим λ6n,�λ3n,�tψ, входящим в систему (12) 
линейно, индекс «i», а входящим нелинейно (под 
знаком функций) — индекс «i – 1». В качестве на-
чальных значений возьмем 0 0 0

6 30 0, , .n n nt tψλ λ= = =   
Для нахождения i-го приближения 6 3( , , )i i i

n n tψλ λ  
получаем линейную систему.

Первое приближение соответствует случаю 
задания программного движения на участке осо-
бого управления в виде «линейного синуса».

Если 1 1
6 3 1( )n n ntλ λ τ− − <  при [ , ]kt t tψ∈  и 1

3 ,n grUλ < 
1
3 ,n grUλ < то это означает, что ограничения на управ-

ление выполняются и первое приближение явля-
ется допустимым управлением. Так как множе-
ство допустимых управлений системы (4) ограни-
чено и выпукло (|U|�≤�Ugr), то в соответствии с [5] 
существует оптимальное управление.

При практических вычислениях оказалось до-
статочно не более 10 итераций для получения 
программного движения с требуемой точностью.

Значения переменных η2,�η5 системы (10) нахо-
дятся аналогично.

Значения координат η1,�η4 находятся по соот-
ношениям
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P m
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d
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k n n k n g k

t

k or or
t

t t t t t r t

t P m

η η η

τ ν τ ψ τ τ

= + − + +

+ −∫  (13)

Функции ψor(t),�νor(t)�в (13) считаем уже извест-
ными функциями времени, найденными при ре-
шении систем для (η3,�η6), (η2,�η5).

Вычисление интегралов осуществляется с уче-
том точек разрыва подынтегральных функций 
в моменты tψ, tν. На каждом участке непрерывно-
сти подынтегральных функций величина инте-
грала вычисляется методом Гаусса 10-го поряд-
ка [7].

Алгоритм вычисления параметров 
программного управления 

Построение программного движения (опреде-
ление и уточнение параметров управления) при 
выведении РН осуществляется по итерационно-
му алгоритму [3]. Активный участок выведения 
делится на интервалы [ts, ts�+�1] и ts + 1 ≤ tk. На мо-
мент времени ts с учетом получаемых на него па-
раметров движения строится программное управ-
ление, используемое на полуинтервале [ts,�ts�+�1). 
Параметры, задающие управление боковым (λ6,�
λ3,�tψ) и вертикальным (λ5,�λ2,�tν) движением, со-
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ответственно угловые программы ψor(t), νor(t),�как 
было показано ранее, однозначно могут быть 
определены по значениям приведенной широты 
Uz, задающей точку выведения, и времени окон-
чания участка выведения tk. Для определения Uz,�
tk будем использовать следующую систему урав-
нений, получаемую из (13), если в ней вместо 
η1(tk),�η4(tk) подставить η1(Uz),�η4(Uz):
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где η1(Uz),�η4(Uz) определяются из (1) с использова-
нием Uz.

Система (14) решается следующим образом.
Берем сетку из Nu�+�1 (Nu — четное) возмож-

ных значений приведенных широт точки выведе-
ния: 

Uj�=�U0 +�jdU,�j�=�–Nu/2,�...,�–1,�0,�1,�...,�Nu/2, 

где dU — шаг по приведенной широте.
Значение U0 задается из физических, опыт-

ных соображений.
В цикле по значениям Uj проводится определе-

ние tk посредством решения первого уравнения 
системы (14) методом Ньютона, включая опреде-
ление управления боковым и вертикальным дви-
жением (программ ψor(t),�νor(t)). 

Для первого шага значение tk берется равным 
номинальному времени работы ДУ. Так как в ис-
следуемом случае (P/m)cosνorcosψor�>�0�(в силу за-
дания области изменения νor,�ψor) и |(P/m)cosνor�× 
× cosψor|�>� |gη1|, то значение tk, удовлетворяющее 
первому уравнению (14), в условиях энергетиче-
ской досягаемости существует. Обозначим его че-
рез tk(Uj). Далее с использованием второго урав-
нения (14) вычисляется разность dη1j� =� η1z(Uj)� –�
–�η1(tk(Uj)).

Если |dη1j|� <� ε1, где ε1� —� допуск на точность 
определения краевого условия по η1, то считаем, 
что найдены параметры управления, переводя-
щие систему из состояния ηi(tn) в точку ηiz(Uj), 
i�=�1,�...,�6 за время tk(Uj). Данное управление при-
нимается за искомое.

Если |dη1j|�>�ε1 и dη1j одного знака с dη1j�–�1, то 
переходим к следующему значению по приведен-
ной широте Uj�+�1.

Если |dη1j|�>�ε1 и величина dη1j сменила знак, 
то следующее значение U находим линейной ин-
терполяцией по величине dηj.

Если в процессе перебора узлов не опреде-
лилось управление, удовлетворяющее условию 
|dη1j|�<�ε1, или не произошла смена знака у dη1j, то 
управление, имеющее минимум |dη1j|, берется за 
искомое.

Для значения U, определенного линейной ин-
терполяцией, находим параметры управления tn, 
λ3n, λ6n, tψ, λ2n, λ5n,�tν, tk, которое и принимается 
за искомое.

Проведенные расчеты на траекториях выведе-
ния Metop и Corot показали, что при значениях 
dU�=�0,0003, ε1 = 100 м, Nu�=�60, tn�+�1�–�tn�=�10 с 
обеспечиваются требуемая точность построения 
программного движения и временные затраты на 
его нахождение.

Заключение 

Построенное по изложенному выше способу 
управление для бокового, вертикального и гори-
зонтального движений центра масс РН в плоско-
параллельном гравитационном поле удовлетво-
ряет необходимым условиям оптимальности.

Введение дополнительных функционалов, ко-
торые минимизируют потери кажущейся скоро-
сти по направлению, ортогональному плоскости 
орбиты, и направлению, соответствующему тан-
генциальной скорости в точке выведения на ор-
биту, позволяет сохранить взаимозависимость 
между тремя движениями, на которые распада-
ется исходное движение, задаваемое системой (2), 
после введения для определения структуры 
управления упрощенной модели гравитацион-
ных сил.

Вычисление гравитационных составляющих 
по скорости Vgi и координатам rgi через началь-
ные и конечные условия и временной интервал 
управления позволяет отказаться от решения 
краевой задачи для системы дифференциальных 
уравнений при нахождении значений параме-
тров управления. Для нахождения величин па-
раметров управления необходимо вычислить ин-
тегралы от кусочно-непрерывных функций и ре-
шить линейные системы уравнений в итерацион-
ном процессе. Решение этих задач является су-
щественно более простым по сравнению с реше-
нием краевой задачи.

Описанная выше процедура построения про-
граммной траектории выведения была использо-
вана при расчете программной траектории для 
запуска РН «Союз-2» с космическими аппарата-
ми Metop и Corot при подготовке данных на 
пуск.

По проведенным оценкам, применение разра-
ботанного способа построения программного 
движения позволяет при выполнении требова-
ний по точности увеличить массу РН, выводи-
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мую на заданную орбиту, на 2–2,5 % по сравне-
нию со способом формирования программ управ-
ления на классе кусочно-линейных программ 
угла тангажа.

В системах подготовки данных на пуск все 
расчеты проводятся по математическим моделям 
описания РН и действующих сил. Таким обра-
зом, все участвующие в вычислениях перемен-
ные являются наблюдаемыми и известными. Ре-
ализация программного движения РН может 

проводиться с использованием всей получаемой 
в процессе расчетов информации. При примене-
нии разработанного способа в системе управле-
ния РН непосредственно в полете необходимо от-
метить следующее. Определение прогнозируемо-
го момента выключения ДУ, программных функ-
ций по углам тангажа и рыскания осуществляет-
ся в явном виде. Для реализации построенного 
программного движения в полете можно исполь-
зовать метод «гибких» траекторий [8].
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уважаемые автОры!

Каждому из Вас  необходимо зарегистрироваться на сайте РУНЭБ (http://www.elibrary.ru) 
с тем, чтобы Вам присвоили индивидуальный цифровой код (при регистрации код присваи-
вается автоматически), что обязательно для создания корректной базы данных РУНЭБ, объ-
ективно отражающей информацию о Вашей научной активности, а также для подсчета Ва-
шего индекса цитирования (РИНЦ).
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Описывается новый метод определения синтаксиса и семантики проблемноориентированных языков с по
мощью диаграмм классов и диаграмм автоматов. В третьей части статьи описывается задание операционной 
семантики системами взаимодействующих автоматов на примере миниязыка множеств.

Ключевые слова — проблемноориентированный язык, абстрактный синтаксис, метамодель, автоматное 
программирование.

1 Окончание. Начало в № 6, 2009; № 2, 2010.

Определение операционной семантики 
системой интерпретирующих автоматов

Рассмотрев в предыдущих частях статьи опре-
деления метамодели и конкретного синтаксиса 
проблемно-ориентированного языка с помощью 
системы взаимодействующих автоматов, перей-
дем к самому проблематичному вопросу — к се-
мантике.

Чтобы описать операционную семантику, необ-
ходимо, во-первых, определить модель вычисли-
мости, т. е. виртуальную машину, и, во-вторых, 
задать либо преобразование абстрактной програм-
мы в программу виртуальной машины, либо ин-
терпретацию абстрактной программы виртуаль-
ной машиной. При этом для одного и того же язы-
ка можно предложить различные с прагматиче-
ской точки зрения семантики. То есть возможны 
совершенно разные способы использования одно-
го и того же проблемно-ориентированного языка. 
Приведем несколько характерных примеров:

• преобразование входа программы в ее вы-
ход — системы пакетной обработки;

• последовательность побочных эффектов 
в процессе выполнения программы — команд-
ные, интерактивные системы управления;

• сервис или служба, отвечающая на запросы 
пользователя, — интеллектуальные экспертные 
системы. 

Например, для мини-языка множеств в пер-
вом случае результатом работы программы явля-
ется набор значений построенных множеств. 
Наиболее очевидным способом реализации такой 
семантики является использование булевой ма-
трицы M [Имя, Буква]: Boolean в качестве результата 
работы программы. В этой матрице M [name, letter] = 
true означает, что множество с именем name содер-
жит элемент с буквой letter2. Тогда алгоритм ин-
терпретации абстрактной программы (экземпля-
ра метамодели), в частности алгоритм вычисле-
ния выражений над множествами, может быть 
запрограммирован известным образом [1]. Опи-
сание этого алгоритма с помощью автоматов не 
дает особых преимуществ, и мы на нем не оста-
навливаемся.

Во втором случае интерес представляет прото-
кол выполнения программы, т. е. последователь-
ность побочных эффектов, связанных с появле-
нием и удалением элементов в множествах. Та-
кую семантику мини-языка множеств можно 
придумать с некоторой натяжкой, поэтому ее мы 
также не рассматриваем.

В третьем случае программу можно рассмат-
ривать как систему уравнений, задающую пред-
метную область, например A = B ∩ {b}. Поставив та-
кой программе вопрос: «A = ? при условии В = {…}», 
пользователь получает в ответ значение множе-
ства A. Если при этом требуется реализовать бо-

2  Видимо, это простейшее возможное в данном слу-
чае представление данных.
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лее сложную прагматику, например, не просто 
вычисление значения множества, а итератор, пе-
ребирающий элементы множества, то примене-
ние автоматного метода оказывается вполне 
оправданным и естественным. 

В автоматном методе семантика задается си-
стемой взаимодействующих автоматов, интерпре-
тирующих экземпляр метамодели (см. описание 
автоматной модели в разделе «Автоматный метод 
и модель системы автоматов» [2]). В общем случае 
система автоматов взаимодействует, с одной сто-
роны, с экземпляром метамодели (абстрактной 
программой), черпая оттуда информацию для ин-
терпретации, с другой стороны — с некоторой 
внешней средой, получая от нее запросы и коман-
ды и выдавая ответы (рис. 24). 

Рассмотрим пример задания семантики мини-
языка множеств в следующей постановке. Име-
ется экземпляр метамодели, заданной на рис. 12 
[2]. Пользователь (элемент внешней среды) задает 
имя множества и получает в ответ последователь-
ность событий — элементов этого множества или 
ничего не получает, если такое множество не 
определено.

Для реализации такой семантики определим 
следующие интерфейсы взаимодействия: интер-
фейс ISet позволяет задать имя множества, а ин-
терфейс Iterator воплощает итератор (рис. 25).

В таком случае головной автомат, соответству-
ющий классу Программа, предоставляет интер-
фейс ISet и требует интерфейс Iterator, через кото-
рый события (элементы итерируемого множе-
ства) отдаются внешней среде, и интерфейс this: 
Программа, через который обеспечивается взаимо-
действие с экземпляром класса Программа в аб-
страктной программе. Через интерфейс IState 
внешняя среда может контролировать выполне-
ние процесса (рис. 26).

В этом автомате состояние Ready соответствует 
готовности автомата выполнить работу. Второе 
состояние является составным, в него вложен ав-
томат интерпретации выражения. Заметим, что 
экземпляру автомата Выражение SM передается 
в качестве параметра объект класса Выражение, 
который этот автомат должен интерпретировать. 
Тем самым задается связь с метамоделью. Для 
получения данных (результирующих элементов 
итерируемого множества) из вложенного автома-
та используется локальная переменная el автома-
та expression: Выражение SM.

В автомате, который выбирает способ интер-
претации выражения в зависимости от его типа 
(рис. 27), мы использовали нестандартный стерео-
тип «out» для указания того, что локальная пере-

Рис. 24. �� Схема�взаимодействия�автоматов�семан-
тики

Рис. 25. �� Интерфейсы�взаимодействия�автоматов�
семантики�мини-языка�множеств

Рис. 26. �� Головной�автомат�семантики�мини-языка�множеств
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state: IState

«command»
set: ISet

«command»
iter: Iterator
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this: Программа

Программа SM
sentence: Предложение

name: Имя

expression : Выражение SM 
(sentence.выражение)Ready set.Get(name) / 

sentence = this.Найти(name)
[else]

[sentence == null]
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/ iter.End()
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end

Система интерпретирующих 
автоматов

«command»
Input
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IState

Внешняя среда

«command»
IOutput

Экземпляр метамодели

«query»
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Get(in name:: Имя)
Break()

«interface» ISet

Next(out element: Элемент)
End()

«interface» Iterator
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менная является результатом работы автомата, 
который можно получить извне.

Как этот, так и следующие автоматы (рис. 28–
30) за один проход от начального до конечного со-
стояния (в качестве которого здесь используются 
точки выхода) выдают очередной элемент множе-
ства и сохраняют его в своей переменной el. Непо-
средственно перебор всех элементов множества 
осуществляется в головном автомате петлей у со-
стояния expression (см. рис. 26).

Автомат для самого простого случая выраже-
ния в мини-языке множеств — задания множе-
ства своими элементами — приведен на рис. 28.

Автомат, интерпретирующий операцию пере-
сечения множеств путем слияния упорядоченных 
множеств, представлен на рис. 29. Алгоритм па-
раллельно просматривает два множества, причем 
на каждом шаге продвижение происходит в том 

множестве, в котором текущий элемент меньше 
[3]. Здесь мы опираемся на допущение, что эле-
менты множеств упорядочены в алфавитном по-
рядке и операндов два. Чтобы отследить, что обе 
переменные l и r (в которых хранятся очередные 
элементы множеств левого и правого операндов 
соответственно) были про инициализированы, ис-
пользуется флаг defined. Ини циализация локаль-
ной переменной при ее объявлении (как это сде-
лано для переменной defined) означает, что пере-
менная получает указанное значение сразу же 
после создания экземпляра автомата.

Рис. 27. �� Автомат�интерпретации�выражения�мини-языка�множеств

Рис. 28. �� Автомат� интерпретации� задания� мно-
жества�в�мини-языке�множеств

Рис. 29. �� Автомат�интерпретации�операции�пере-
сечения�в�мини-языке�множеств
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Наконец, на рис. 30 представлен автомат, ин-
терпретирующий операцию объединения мно-
жеств путем того же алгоритма слияния упоря-
доченных множеств. Сложность этого автомата 
(сравн. рис. 29) определяется тем, что помимо его 
взаимодействия с автоматами, интерпретирую-
щими левый и правый операнды (left и right соот-
ветственно), ему необходимо также хранить ин-
формацию о том, как был получен очередной эле-
мент множества. От этого зависит, какую из пе-
ременных — l, r или обе вместе — нужно обнов-
лять на следующем шаге. Для хранения этой ин-
формации используется переменная flag перечис-
лимого типа. Кроме того, в отличие от пересече-
ния множеств, когда исчерпание одного из опе-
рандов означает окончание вычисления, в опера-
ции объединения необходимо итерировать до 

конца оба операнда. В автомате на рис. 30 это де-
лается с помощью значений перечислимого типа 
RTail и LTail.

Значения переменной flag логически соответ-
ствуют состояниям автомата, реализующего объ-
единение множеств. Фактически было бы жела-
тельно, чтобы использовалась система состояний 
{Left, Right, Both, LTail, RTail}. Для этого необходимо ре-
ализовать взаимодействие автомата Объединение 
SM с автоматами операндов не с помощью вложен-
ности, как во всех предыдущих примерах, а иным 
способом. Альтернативная модель взаимодей-
ствия между автоматами опирается на то, что 
каждый автомат может быть как источником со-
бытий, так и объектом управления для других 
автоматов (см. модель на рис. 10 [2]). В начале вы-
полнения экземпляры автоматов создаются, свя-

Рис. 30. �� Автомат�интерпретации�операции�объединения�в�мини-языке�множеств

Объединение SM (this: Операция )
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[l == r] / 
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end

next

next

next
end

end

[flag == Both]

[else]

[flag == LTail]

[else] / flag = RTail

[flag == LTail] /
el = l

[flag == RTail]

[flag == Both] / 
flag = LTail; el = l 

next

next

[else] / flag = LTail

[else]

[flag == RTail] / el = r

«query »
this: Операция
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зываются друг с другом через свои интерфейсы 
и затем работают параллельно.

Перейдем ко второму примеру описания той 
же самой семантики мини-языка множеств, в ко-
тором мы демонстрируем преимущества исполь-
зования параллельно работающих автоматов3.

Операционную семантику мини-языка мно-
жеств будут определять четыре класса автома-
тов. Модель взаимодействия между этими авто-
матами показана на рис. 31. Здесь классы Выраже-
ние SM и Операция SM введены только для удобства 
описания взаимодействия и не являются автома-
тами семантики. Автомат Программа SM позволяет 
выбрать множество по имени и передает внешней 
среде результаты его итерирования (элементы 
множества) в виде команд итератора. Эти элемен-
ты множества автомат Программа SM в свою оче-
редь получает от итератора выражения, непо-
средственно определяющего множество. Автомат 
Задание множества SM реализует итератор множе-
ства перебором его элементов, хранящихся в ме-
тамодели. Автоматы Пересечение SM и Объединение 
SM реализуют итераторы соответствующих опе-
раций на основе алгоритмов слияния упорядо-
ченных множеств, которые представлены итера-
торами операндов. 

На основе экземпляра метамодели по опреде-
ленным правилам трансформации моделей созда-
ются и связываются друг с другом экземпляры 
автоматов. А именно, по экземпляру класса Про-

3  Поскольку семантика та же самая, рисунки име-
ют сходные названия, и чтобы их отличить от предше-
ствующих, мы добавляем к названиям рисунков по-
метку «(пример 2)».

Рис. 31. �� Модель�взаимодействия�автоматов�семантики�(пример�2)

Программа SM

Выражение SM

Пересечение SM Объединение SM

Задание 
множества SM

iter: Iterator

left: Iterator

Операция SMright : Iterator

Программа

Задание 
множества

this

this

Внешняя 
среда

state: IStateiter: Iterator

set: ISet

метамодель

грамма (аксиома языка) создается единственный 
экземпляр автомата Программа SM. Остальные ав-
томаты конструируются по экземплярам специа-
лизированных подклассов суперкласса Выражение. 
В данном случае правило трансформации удобно 
выразить с помощью следующего алгоритма:

proc CreateAuto (expr: Выражение, parent: Iterator) : Выражение SM
 var result: Выражение SM
 case expr.GetType() of
 typeof (Задание множества):
  result = new Задание множества SM()
  result.this = expr
  result.iter = parent
 typeof (Множество):
  result = CreateAuto(expr.определение.выражение, parent)
 typeof (Операция):
  if expr.знак == ∩ then 
   result = new Пересечение SM()
  else       // expr.знак == ∪
   result = new Объединение SM()
  endif
  result.left  = CreateAuto (expr.операнды[1], result)
  result.right = CreateAuto (expr.операнды[2], result)
  result.iter  = parent
 end case
end proc

Таким образом, дерево взаимодействия авто-
матов, можно сказать, гомоморфно дереву аб-
страктной программы: сохраняется структура 
композиции и элиминируются ненужные при ин-
терпретации перекрестные ссылки. Например, 
для абстрактной программы, представленной на 
рис. 32, соответствующая схема взаимосвязей ав-
томатов показана на рис. 33. 

На рис. 32 фактически приведен пример того, 
что называется репозиторной�моделью при моде-
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ния связей между интерпретируемыми объекта-
ми. Эти связи учитываются в алгоритме Cre-
ateAuto и отражаются в схеме взаимосвязей ав-
томатов неявным образом.

Головной автомат семантики мини-языка мно-
жеств (см. рис. 34) отличается от автомата на рис. 26 
тем, что состояние Expression является простым, по-
этому не используются точки выхода. Кроме того, 
у этого автомата есть интерфейс expr: Iterator, через ко-
торый автомат принимает команды от итератора не-
посредственно интерпретируемого выражения. 

Рис. 32. �� Пример�экземпляра�метамодели�(абстрактной�программы)�мини-языка�множеств

Рис. 33. �� Экземпляры�автоматов�семантики�и�их�взаимосвязь�(пример�2)

лировании на UML [4]. Эта диаграмма наглядно 
отображает систему объектов и связей между 
ними, находящуюся в памяти компьютера в про-
цессе выполнения.

На рис. 33 объектами являются экземпляры 
автоматов, классы которых описаны на рис. 34–
37. Заметим, что экземпляры автоматов появи-
лись только для «интерпретируемых» экземпля-
ров классов Программа, Операция и Задание множе-
ства. Остальные классы, т. е. классы Предложение 
и Множество, используются только для установле-
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Рис. 34. �� Головной�автомат�семантики�мини-языка�множеств�(пример�2)

Рис. 35. �� Автомат�интерпретации�задания�множества�в�мини-языке�множеств�(пример�2)

Рис. 36. �� Автомат�интерпретации�операции�пересечения�в�мини-языке�множеств�(пример�2)
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Рис. 37. �� Автомат�интерпретации�операции�объединения�в�мини-языке�множеств�(пример�2)

Рис. 38. �� Схема�автоматного�метода
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Работу автомата для задания множества пере-
числением элементов (см. рис. 35), в отличие от 
аналогичного автомата на рис. 28, необязательно 
прекращать каждый раз после получения оче-
редного элемента. Кроме того, у него нет перемен-

ной el. Очередной элемент посылается в виде ко-
манды через интерфейс итератора, в эффекте на 
петле у состояния Перебор. По нашему мнению, 
автомат на рис. 35 намного естественнее и понят-
нее, чем на рис. 28.
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Автомат, представленный на рис. 36, интерпре-
тирует операцию пересечения множеств. Здесь не 
нужно заводить никаких флагов (сравн. рис. 29). 
Вся необходимая информация хранится в состоя-
ниях, как это и рекомендуется делать в автомат-
ном программировании [5].

Наконец, на рис. 37 приведен автомат, интер-
претирующий операцию объединения множеств. 
При сравнении этого автомата с автоматом на 
рис. 30 бросается в глаза, что хотя здесь состоя-
ний больше, но автомат намного понятнее. Нет 
сегментированных переходов, флагов и лишних 
локальных переменных.

Приведенный пример, на наш взгляд, убеди-
тельно показывает преимущества и гибкость вы-
бранной автоматной модели.

Подводя итог обсуждению семантики, пред-
ставим обобщенную модель автоматного метода 
в форме неканонической диаграммы, показыва-
ющей взаимосвязи основных составляющих ме-
тода (рис. 38). 

Заключение

В статье предложен и подробно описан новый 
автоматный метод определения проблемно-ориен-
тированных языков, базирующийся на описа-
нии структуры с помощью диаграмм классов 
и описании поведения с помощью расширенных 
диаграмм автомата UML. Отправной точкой соз-
дания и использования проблемно-ориентиро-
ванного языка в автоматном методе является 
определение метамодели. На основе метамодели 
с помощью унифицированного метода описания 

поведения расширенными диаграммами автома-
та строятся множества синтаксических пред-
ставлений и семантических интерпретаций. Это 
поведение реализуется виртуальной машиной 
автоматного программирования, что позволяет 
использовать описание языка как его реализа-
цию. Основным преимуществом автоматного ме-
тода является гибкость: событийная модель по-
зволяет использовать произвольные представле-
ния программ, а не только тексты; вариативная 
модель взаимодействия между автоматами по-
зволяет выбрать адекватный стиль описания се-
мантики языка. 
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С увеличением сложности систем и возможностей технологии проектирования СБИС класса «система на кри
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Введение

В настоящее время сложность систем на кри-
сталле (СнК) и разновидности инженерных реше-
ний микропроцессорных систем на базе схем 
с программируемой логикой привели к бурному 
развитию методологии моделирования и проек-
тирования. Методология сопряженного проекти-
рования позволяет архитекторам системы и ин-
женерам верификации работать на более высо-
ком уровне абстракции. 

Трудности проектирования СнК связаны как 
с необходимостью выполнять проекты в сжатые 
сроки, так и с постоянно возрастающей сложно-
стью систем. По существующим оценкам, в со-
временных проектах количество вентилей в сред-
нем превышает десятки миллионов и имеет тен-
денцию постоянного роста. 

В формировании окончательной стоимости 
проекта все большую роль играют разработанные 
программные, «зашитые в ПЗУ», и аппаратные 
ресурсы. Возрастание сложности современных 
проектов как в части объемов аппаратного обеспе-
чения (в количестве логических вентилей), так 
и в части объемов программного обеспечения (объ-
ем программного кода) делает задачу технологи-
ческой, методической и методологической под-
держки данного направления актуальной [1, 2].

Системы на кристалле образуют динамиче-
ский, быстро растущий сектор рынка. Интегра-

ция все большего числа сложно-функциональных 
блоков (СФ-блоков) в одном кристалле сопрово-
ждается сокращением площади плат при реали-
зации проектов, повышением быстродействия си-
стем и их надежности, уменьшением потребляе-
мой мощности и стоимости [3, 4]. Возможность 
быстрой реконфигурации схем непосредственно 
в работающем устройстве открывает перспекти-
вы не только эффективной отработки прототипа 
проекта, но и создания принципиально новых 
структур с динамическим реконфигурированием 
и многофункциональным использованием аппа-
ратных и программных средств [4]. Актуальность 
современного направления сопряженного проек-
тирования и отсутствие материала по предмет-
ной области делают методическую поддержку со-
пряженного проектирования СнК востребован-
ной и нуждающейся в популяризации. Сопря-
женное проектирование (имеются различные 
трактовки этого понятия [1]) приводит к конкрет-
ным решениям в предметной области, при этом 
реально совместные проектные процедуры вы-
полняются в различных взаимных комбинациях 
на различных этапах проектирования. 

Средства проектирования

Для сопровождения проектирования цифро-
вых устройств обработки сигналов на основе пер-
спективной технологии СнК производители та-
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ких микросхем предлагают интегрированные 
программные средства проектирования. На ка-
федре САПР СПбГЭТУ «ЛЭТИ» разработан макет 
на базе технологии «система на кристалле», вклю-
чающий в свой состав: 32-разрядный ARM-про-
цессор (семейства А7), память, программируемые 
логические интегральные схемы (ПЛИС) и дру-
гие периферийные модули, выпускаемые фирмой-
производителем ПЛИС и СнК Triscend [5]. Макет 
позволяет осуществить физическое прототипиро-
вание систем с применением схем с программиру-
емой логикой, а также выполнить верификацию 
как на функциональном, так и на вентильном 
уровнях (рис. 1) в среде САПР FastChip, разрабо-
танной фирмой Triscend (www.efo.ru — сайт офи-
циального дистрибьютора фирмы Triscend). По-
добные решения могут быть реализованы с изде-
лиями таких производителей, как Altera, Xilins, 
Atmel [2]. 

В качестве интегрированной САПР в статье 
рассматривается среда FastChip — это програм-
мный пакет, обеспечивающий управление всем 
процессом реализации устройств на основе тех-
нологии CнК и имеющий возможности анализа 
и исследования всех проектных процедур марш-
рута проектирования БИС/СБИС на базе про-
граммируемых схем. На современном этапе на-
блюдается тенденция специализации средств ав-
томатизированного проектирования электрон-
ных изделий, что является важнейшим условием 
эффективности разработки и ускорения выпуска 
продукции [6]. Такой пример сочетания специа-
лизации, функциональности и открытости совре-
менных САПР демонстрирует указанная среда 
разработки.

Новизна СнК заключается в одновременной 
аппаратно-программной реализации на одном 
кристалле значительной (если не всей), функцио-

нально законченной части аппаратуры. Средства 
моделирования системного уровня как самой ап-
паратуры, так и кристаллов СнК одни и те же. За 
рубежом сейчас действуют сотни дизайн-центров 
при аппаратостроительных фирмах и масса от-
дельных дизайн-центров, где соразработчиками 
элементной базы выступают разработчики аппа-
ратуры. Они либо доводят проект до net-листа, 
который передается разработчикам кристаллов, 
либо делают только системный проект до RTL-
уровня (уровень регистровых передач) [7].

Поскольку СнК — изделие не только очень 
сложное, но и дорогое при небольших объемах 
выпуска, то ошибки проектирования должны 
быть исключены. Поэтому в новой методологии, 
кроме математического моделирования, необхо-
дим этап создания прототипа устройства на базе 
неких специальных аппаратно-программных 
платформ, которые сегодня так и называются — 
алгоритмически ориентированные платформы 
проектирования. Они содержат набор элементов: 
ПЛИС, процессорные ядра, память, определен-
ную шинную архитектуру, интерфейсы и т. д., — 
которые позволяют создать прототип схемы до ее 
воплощения в СБИС. В статье в качестве конкрет-
ной выбрана реконфигурируемая СнК с 32-раз-
рядным ARM-процессором [8–10]. 

Целью�данной�статьи является описание марш-
рута сопряженного проектирования аппаратно-
программных частей СФ-блоков с использовани-
ем 32-разрядной СнК, входящей в состав лабора-
торного макета [11], и отображение основных 
проектных процедур верификации и отладки на 
примере цифрового устройства умножения це-
лых чисел. Следует отметить, что концепция 
разработки устройств на основе технологии СнК 
отличается от проектирования устройств в мно-
гокристальном исполнении. Это связано с тем, 
что устройства СнК представляют собой прибо-
ры системного уровня интеграции, т. е. сочетают 
на одном кристалле как разнородные аппарат-
ные структуры (процессор, программируемую 
логику, оперативную память), так и архитектур-
ные элементы их взаимодействия (адресные се-
лекторы, конфигурируемую системную шину). 
Специфика разработки цифровых устройств на 
основе технологии СнК заключается в интегра-
ции с помощью САПР двух потоков проектиро-
вания:

— реализации аппаратной составляющей для 
выполнения алгоритмов обработки на встроен-
ной программируемой логике;

— разработки программной составляющей си-
стемы для встроенного процессорного ядра.

Сопряженное проектирование — процесс па-
раллельного проектирования аппаратных и про-
граммных средств, при котором оценивается це-

Рис. 1. �� Лабораторный� стенд� на� базе� СнК� семей-
ства�A7
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лесообразность выбора аппаратной или про-
граммной реализации определенного фрагмента 
проекта. Этот процесс также позволяет проекти-
ровщикам увидеть, как система могла бы рабо-
тать с данным разделением аппаратных средств 
ЭВМ и программного обеспечения [12].

Сопряженная верификация — проверка воз-
можности совместного функционирования про-
граммного обеспечения и аппаратных средств 
ЭВМ. Во время этого процесса анализируется, бу-
дут ли одинаково решаться специфические зада-
чи проекта при аппаратной или программной ре-
ализации. Результатом работы является фикса-
ция выбранного варианта реализации.

Прототипирование  
аппаратно-программных  
частей проекта

В основу прототипирования положен простой 
принцип: необходимо создать поведенческую мо-
дель архитектуры до начала детальной разработ-
ки аппаратной и программной частей проекта. 
При этом прототип должен представлять собой 
точную (до цикла) поведенческую модель всего 
СФ-блока, включая и аппаратную, и програм-
мную его части [12]. 

Разработка цифрового устройства умножения 
целых чисел (рис. 2) включает в себя три основ-
ных блока: 

1) программную часть для ввода исходных 
данных, включающую два программных реги-
стра, доступ к которым осуществляется с помо-
щью встроенных внешних средств компиляции, 
позволяющих не только разрабатывать приклад-
ные программы на языке С, но и, что важно, под-
держивать все стадии их разработки; 

2) аппаратный блок, реализованный на языке 
VHDL, для выполнения операции умножения 
и импортированный в САПР;

3) блок вывода результатов умножения на ин-
дикацию, реализуемый на элементах библиотеки 
СФ-блоков.

Для разработки аппаратной конфигурации 
САПР FastChip обеспечивает возможность интер-
активного выбора составных фрагментов схемы 
и средства задания их межсоединений. Примене-
ние САПР предполагает эффективные, нагляд-
ные и контролируемые средства описания проек-
та, при этом наиболее распространенными явля-
ются графические и текстовые (рис. 3).

Собственные средства описания проекта САПР 
FastChip базируются на графическом представ-
лении на основе как допустимых для САПР биб-
лиотечных элементов, так и пользовательско-
го базиса. Собственные средства ввода аппарат-
ной конфигурации в массив встроенной кон-
фигурируемой логики — библиотечные модули, 
на основе которых разработчик может опреде-
лять схемотехнику проекта. Набор предлагае-
мых средой FastChip предопределенных элемен-
тов достаточно широк (около 150), постоянно рас-
ширяется, и его можно разделить на следующие 
группы:

— типовые параметризируемые элементы вы-
числительной техники (логические элементы, 
мультиплексоры, счетчики и т. д.), конкретные 
параметры которых (разрядность, коэффициент 
пересчета, начальное состояние) могут назна-
чаться разработчиком;

— специализированные элементы взаимодей-
ствия микропроцессорной части реконфигуриру-
емой СнК и матрицы программируемой логики 
(адресные селекторы, элементы системной шины, 
схемы синхронизации и ожидания);

Рис. 2. �� Схема�подключения�умножителя
Рис. 3. �� Интегрированная�среда�сопряженного�про-

ектирования�

Импортирование 
СФ-блоков

Библиотека 
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— специфичные для устройств реконфигури-
руемых СнК составляющие (буферные элементы, 
порты ввода-вывода);

— типовые узлы вычислительных систем (кон-
троллеры интерфейсов, графических индикато-
ров и т. д.), часть параметров которых задается 
проектировщиком.

Аппаратная часть включает два модуля 
(см. рис. 2): а) библиотечный модуль Output_A 
для вывода результата умножения на индика-
цию; б) импортированный модуль (в виде .edif-
файла) M2x1_A, выполняющий операцию умно-
жения целых чисел. Далее выполняются две про-
цедуры, необходимые для верификации проекта: 
подключение входов и выходов проекта к выво-
дам СнК в редакторе I/O Editor и связывание мо-
дулей (Bind) (см. рис. 2). 

После определения необходимых для решения 
задачи библиотечных модулей разработчик раз-
мещает выбранные блоки в рабочей области (про-
ектном окне) экрана САПР и при необходимости 
определяет их символические имена. Далее про-
ектировщик осуществляет настройку изменяе-
мых параметров выбранных модулей (например, 
разрядность программно-доступных регистров, 
устройств вывода и т. д.) путем установки кон-
кретных числовых значений в полях конфигура-
ции модуля. Среда FastChip оперативно отражает 
оценку затрат на реализацию (число требуемых 
логических ячеек, портов ввода-вывода, адрес-
ных селекторов) в зависимости от сложности про-
екта (см. рис. 3). 

Синтез умножителя на языке VHDL

Наиболее универсальное решение в области 
синтеза принадлежит компании Synplicity (САПР 
Synplify), которое покрывает все связанные 
с этим аспектом области проектирования, а имен-
но логический и физический синтез для ПЛИС 
любых производителей, макетирование специа-
лизированных устройств на ПЛИС, а также сред-
ства отладки прошивок на уровне исходного RTL-
описания и написанные на языке VHDL [13]. 

Операция умножения, независимо от способа 
реализации, требует использования n� × (m – 1) 
полных одноразрядных сумматоров, где m — чис-
ло разрядов сомножителей. Реализация умноже-
ния с использованием n-разрядных сумматоров 
порождает широкую номенклатуру параллель-
ных умножителей, в том числе матричную и пи-
рамидальную структуры, смешанные варианты 
[1]. Устройства этого класса способны выполнить 
умножение за один такт работы схемы. Подобны-
ми характеристиками обладают схемы, постро-
енные на основе набора параллельных умножи-
телей меньшей разрядности с последующим сум-

мированием частичных произведений [1]. Одна-
ко вопросы, связанные с синтезом устройства 
умножения, не являются целью статьи, а реали-
зация предлагается с использованием встроен-
ной в САПР функции умножения.

Упрощенная программа реализации операции 
умножения:
--Программа реализации операции умножения на языке VHDL
library IEEE;
use IEEE.std_logic_1164.all;
use IEEE.std_logic_arith.all;
use IEEE.std_logic_unsigned.all;
entity Mul2x1 is
port ( A, B : in std_logic_vector(7 downto 0);
 PP  : out std_logic_vector(15 downto 0)); 
end Mul2x1; 
architecture AMult of Mul2x1 is
 signal sA, sB : unsigned (7 downto 0);
 signal sP : unsigned(15 downto 0);
begin
 sA <= unsigned(A);
 sB <= unsigned(B);
 sP <= sA * sB;
 PP <= std_logic_vector(sP);
end AMult;

По описанию на уровне RTL с помощью про-
граммы логического синтеза формируется спи-
сок цепей (gate level netlist), который учитывает 
задержки на библиотечных элементах (но, как 
правило, не учитывает временные задержки на 
межсоединениях) и используется для временной 
верификации проекта (timing verification). Полу-
ченную в результате RTL-синтеза схему (рис. 4) 
необходимо импортировать в среду САПР для 
дальнейшей загрузки в ПЛИС (см. рис. 2). 

Наличие процессора в составе СнК TA7S20-60 
позволяет объединить в один проект аппаратную 
и программную части. Для этого необходимо вос-
пользоваться средствами программной компиля-
ции, представленными фирмой-производителем 
САПР.

Разработка� программной� части� проекта. 
Программная часть содержит два программно-
доступных регистра: Command� Registr 1 и 2. 
В данном устройстве практически все функции 
выполнены аппаратно, поэтому программная 
часть проекта на языке С достаточно проста 
и включает в основном операторы инициализа-
ции и загрузки программно-доступных регистров 
1 и 2 (см. код программы ввода данных в про-
граммно-доступные регистры 1 и 2 на языке С).

Рис. 4. �� Синтезированный�модуль�умножителя
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Для разработки программной части�необходи-
мо первоначально сгенерировать так называе-
мый header-файл (заголовочный). Для этого в па-
нели инструментов в среде FastChip нажатием 
кнопки Generate (см. рис. 3) генерируется файл 
с расширением .h, затем в рабочую папку проекта 
копируется несколько файлов для осуществле-
ния компиляции и верификации программной 
части: main.c, init.s, main.elt и make из каталога, 
представленного САПР:

// Программа ввода данных в программно-
доступные регистры 1 и 2 на языке С 
#include «HW_SW.h»
#define Reg_A 0x100ffffc /* size in byte(s) = 1, lane = LANEB0 */
#define Reg_B 0x100ffff8 /* size in byte(s) = 1, lane = LANEB0 */ 
volatile unsigned int *result1 = ( unsigned int * ) Reg_A;
volatile unsigned int *result2 = ( unsigned int * ) Reg_B;
void init (void) {}
void IRQ_Handler (void) {}
// функция задержки
void wait(unsigned int cnt)
 { volatile unsigned int i;
  for (i = 0; i < cnt; i++) { volatile int ii;
       for(ii=0; ii < 1; ii++) {#ifdef __ARM__  __asm {
    mov r0, r0
    mov r0, r0
    mov r0, r0
    mov r0, r0} #else asm(«mov r0, r0»);
       asm(«mov r0, r0»);
       asm(«mov r0, r0»);
       asm(«mov r0, r0»);
  #endif  } } }
//Загрузка данных во входные регистры с помощью указателей 
result1и result2 void C_Entry () 
{ init (); int index=0; while (1){*result1 =0x02; *result2 =0x03;     }}

Верификация� схемы� в� целом. Завершающий 
этап сопряженного проектирования — компиля-
ция проекта в целом. Для этого в среде FastChip 
используется свободно распространяемый ком-
пилятор Unix, и в командной строке необходимо 
выполнить стандартную команду make для от-
ладки и верификации аппаратно-программных 
частей проекта в целом [5]. Если все правильно, 
то компилятор выдаст следующее окно (рис. 5).

В результате сборки всех частей проекта (рис. 6), 
импортирования .edif-файла умножителя в среде 
САПР FastChip и выполнения процедуры компи-
ляции были записаны программным способом 
два числа: 2 и 3 (см. С-код программы), — и про-
изведено их умножение аппаратно с помощью 
синтезируемой схемы умножителя. 

Результат выполнения операции выдается на 
7-сегментный индикатор через устройство выво-
да (Output), являющееся элементом библиотеки, 
используемой САПР. 

Заключение

Обычно совместная отладка функционирова-
ния аппаратных и программных частей системы 
возможна только после создания опытного образ-
ца системы. Для отладки кристаллов типа СнК 
могут использоваться методы, учитывающие воз-
можность перепрограммирования БИС с про-
граммируемой логикой. Более того, могут быть 
разработаны специальные тестовые конфигура-
ции, которыми следует пользоваться не только 
на этапе проверки результатов проектирования, 
но и на этапах изготовления, выпуска или кон-
троля продукции. Большое значение для быстро-
го и успешного завершения проекта имеет приня-
тие обоснованного решения о средствах сопря-
женного проектирования, где имеются средства 
аппаратной и программной верификации. 

Наиболее важным фактором при аппаратно-
программном проектировании является под-
держка средой проектирования физического кон-
троля, т. е. разработчику предоставляется воз-
можность в интерактивном режиме или в ко-
мандной строке считывать реальные состояния 
электрических цепей, анализировать содержи-
мое оперативного запоминающего устройства 
и программно-доступных ресурсов, реализован-
ных в конфигурируемой логике, управлять со-
стоянием процессора и задавать точки останова 
со сложными условиями вызова. Таким образом, 
среда САПР FastChip эффективно решает вопро-
сы отладки, уделяя много внимания физической 
верификации.

В целом задача современного проектирования 
устройств обработки сигналов на основе рекон-
фигурируемых микросхем сводится к выполне-
нию каждого этапа работы быстрее, с более на-
дежными и достоверными результатами. Техноло-
гия СнК является прекрасной технической осно-
вой сопряженного проектирования, поскольку 

Рис. 5. �� Компиляция� аппаратно-программных� мо-
дулей�проекта

Рис. 6. �� Общий�вид�проекта
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такие системы в значительных пределах кон-
структивно-инвариантны к аппаратным и про-
граммным решениям. Технологической основой 
сопряженного проектирования являются САПР, 
интегрирующие в себе средства проектирования 
и отладки аппаратно-програм мных систем.

С позиции изучения современных средств про-
ектирования, несмотря на высокую скорость раз-
вития и совершенствования средств сопряженно-
го проектирования СнК, разработанный макет 
и интегрированная среда САПР FastChip будут 
оставаться актуальными и востребованными. 
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Введение

Текущие темпы развития технологий в элект-
ронике привели к широкому использованию си-
стем на кристалле (СнК) в бытовой и промышлен-
ной технике. Чаще всего СнК представляют собой 
системы реального времени. Неотъемлемой ча-
стью СнК являются микропроцессорные элемен-
ты, программное обеспечение (ПО) которых реа-
лизует функции управления системой. ПО в СнК 
тесно связано с работой специализированной ап-
паратуры и коммуникационных интерфейсов. 
Характеристики проектируемой системы полно-
стью зависят от согласованности между собой 
всех программных и аппаратных компонентов.

При разработке СнК функционально закон-
ченная система формируется из готовых аппарат-
ных и программных модулей, включая операци-
онные системы реального времени (ОСРВ) [1]. Это 
требует разработки принципов отбора отдельных 
модулей, решения задач программной и аппарат-
ной совместимости и оптимизации режимов ра-
боты компонентов системы для конкретной СнК. 

Для описания аппаратного обеспечения в СнК 
на различных этапах проектирования использу-
ются три типа основных моделей:

— программные модели аппаратной реализа-
ции, которые описывают правила и алгоритмы 
взаимодействия с аппаратурой;

— функциональные модели — behavior�models 
(поведенческие модели), упрощенно описываю-
щие правила работы компонента аппаратного 
обеспечения;

— модели аппаратной реализации СнК.

Последние два типа моделей имеют стандарти-
зированные описания [2]. Функциональные мо-
дели описываются с помощью несинтезируемых 
конструкций языков HDL�(Hardware�Description�
Language), таких как Verilog и VHDL. Модели ап-
паратной реализации описываются только син-
тезируемыми конструкциями HDL. Обе эти мо-
дели сложны для анализа при проектировании 
ПО, поскольку учитывают детализированные ал-
горитмы реализации целевой функции аппарат-
ного обеспечения. Поэтому для разработки ПО 
обычно используется программная модель аппа-
ратной части СнК.

Однако в настоящее время отсутствуют еди-
ные методики и правила описания программных 
моделей, что снижает качество СнК и ограничи-
вает возможности переноса ПО на другие систе-
мы. Целью данной работы является построение 
формальной программной модели СнК, разработ-
ка принципов ее анализа и практической реали-
зации для систем реального времени.

Программная модель и ее составляющие

С точки зрения программной модели аппарат-
ные компоненты можно разделить на активные 
управляющие и управляемые (рис. 1). Под актив-
ными управляющими компонентами понимаются 
ядра микропроцессорных элементов, осуществ-
ляющих общее управление системой посред- 
ством исполнения программного кода. Управляе-
мые компоненты взаимодействуют с микропро-
цессорным элементом. При этом на аппаратном 
уровне они могут выполнять функции управле-
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ния, определяемые логикой изменения основных 
состояний. 

Программная модель представляется форма-
лизованными описаниями основных состояний 
управляемых компонентов, программно доступ-
ных элементов памяти, адресных пространств 
и системы команд управляющих блоков систе-
мы. Программно доступные элементы памяти не 
только используются для хранения данных, но 
и участвуют в управлении и обмене данными 
между компонентами.

Формализованное описание состояний управ-
ляемых компонентов в терминах теории ко-
нечных автоматов [3, 4] может быть представле-
но как

Km�=�(Q,�I,�Ft,�q0,�O,�Fo), 

где Km — конечный автомат; Q — множество со-
стояний автомата; I — множество входных сиг-
налов; Ft — функции переходов; q0 — начальное 
состояние; O — множество выходных сигналов; 
Fo — функция выходов. 

При построении программной модели необ-
ходимо разделять множества входных и выход-
ных сигналов на несколько подмножеств из-за 
различия свойств и природы интерфейсных сиг-
налов, а также особенностей их использования. 
Это непосредственно влияет на программную мо-
дель компонента. Выделим следующие подмно-
жества [5]:

Iinp⊂I — множество входных сигналов, не уча-
ствующих в управлении системой, но являющих-
ся источником данных для внутренней логики;

Iс⊂I — множество управляющих сигналов, 
которые участвуют при выборе различных вет-
вей в алгоритме функционирования компонента, 
причем I�=�Iinp∪Ic;

Ip⊂I — множество входных и управляющих 
сигналов, доступных для ПО;

Ii⊂I — множество входных и управляющих 
сигналов, не имеющих прямого управления со 
стороны ПО; 

Op⊂O — множество выходных сигналов, непо-
средственно доступных для ПО;

Oo⊂O — множество выходных сигналов, обра-
батываемых другими блоками и не являющихся 
напрямую доступными ПО.

В общем случае на каждый вход из множества 
I подаются сигналы, значения которых представ-
ляют собой многомерные случайные величины, 
описываемые многомерными плотностями веро-
ятностей либо функциями распределения. Соот-
ветственно, модель состояний носит вероятност-
ный характер. Изучение вероятностных характе-
ристик поведения аппаратного обеспечения яв-
ляется принципиально важным аспектом при 
проектировании систем как мягкого, так и жест-
кого реального времени. Тогда множеству I ста-
вится в соответствие множество случайных вели-
чин p:�I�→�Fd, где Fd — множество плотностей рас-
пределения fdi(X), iє[1,�n], многомерных случай-
ных величин:

Fd�=�{fd1(X),�fd2(X),�…,�fdn(X)},

где X — вектор случайных величин, распределе-
ния которых зависят от реализации конкретных 
систем. 

Основная задача ПО состоит в реализации 
функций настройки компонента на заданный ре-
жим и организации управления взаимодействи-
ем с другими элементами системы в реальном 
времени. Алгоритм управления каждым компо-
нентом обеспечивает достижение заданных со-
стояний qt и функции выходов из случайного те-
кущего состояния qp, при этом qt∈Q, qp∈Q. 

Совокупность правил и алгоритмов обработки 
входного потока данных определяет режим рабо-
ты, что с точки зрения конечного автомата пред-
ставляет ограничения на последовательность из-
менения состояний, т. е. не любой путь может 
быть использован для достижения заданного со-
стояния. Конечный автомат может быть описан 
ориентированным графом переходов G(Q,�E), где 
состояния соответствуют вершинам графа (qj∈Q). 
Дуги графа определяются функциями переходов 
E�=�{(q1,�Ft(q1,�I1)),�…,�(qj,�Ft(qj,�Ij))}, где Ij∈I. В этом 
случае маршруты в конечном автомате есть под-
множество всех возможных путей в графе E⊂QxQ. 

Рис. 1. �� Пример�взаимодействия�составляющих�системы
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Следовательно, задание режима работы сводит-
ся к определению подмножества путей (Pm⊂E,�
g�: E�→�Pm) графа, допустимых к использованию 
для достижения цели (перевода системы из состо-
яния qp в qt), которые определяются подмноже-
ством входных управляющих сигналов (Ic⊂I). 
Тогда алгоритм управления может быть пред-
ставлен совокупностью последовательных мно-
жеств входных воздействий I1,�I2, …,�Ij, выдавае-
мых ПО в зависимости от состояния системы. Эти 
воздействия позволяют обеспечить передвиже-
ние по заданным маршрутам из Pm. Для каждого 
режима работы существует свой сценарий вход-
ных воздействий, который позволяет пройти ука-
занный маршрут путем следования по определен-
ным дугам графа. 

Выбор алгоритма управления сводится к опре-
делению наилучшего маршрута по критериям 
длины пути и затрат ресурсов. Для этого необхо-
димо каждому переходу сопоставить весовые ко-
эффициенты, отражающие реальные затраты на 
каждый переход или его существование c�:�E�→�P, 
где P — это множество функций, определяющих 
весовые коэффициенты для каждого перехода. 
В системах СнК основными весовыми характери-
стиками являются энергопотребление перехода 
в активной фазе; энергопотребление перехода 
в пассивной фазе (затраты на само существование 
перехода); аппаратные затраты на реализацию пе-
рехода; временная длительность перехода и т. д. 
Весовые коэффициенты зависят от конкретной 
реализации, например от существования других 
переходов, так как несколько переходов могут ис-
пользовать одни и те же аппаратные ресурсы. 

В реальных системах возникает вопрос о до-
стижимости конечной точки заданного маршру-
та. Компонент является полностью управляемым 
ПО, если множество управляющих сигналов со-
стоит только из программно доступных сигналов 
или сигналов, напрямую порожденных от них 
(Iс∩Ip�=�Ip и Ic∩Ii�=�∅). Действительно, если пе-
реходы обеспечиваются только программно до-
ступными сигналами, то условие выполняется 
автоматически, если же в функции переходов 
участвуют результаты функции выходов, то они, 
так или иначе, являются производными от про-
граммно управляемых входных сигналов. В слу-
чае невыполнения условия полной программной 
управляемости компонента система является не 
полностью определенной, так как существуют 
пути, не зависящие от функционирования ПО. 
В этом случае поведение системы будет зависеть 
от вероятностных характеристик входного пото-
ка сигналов из множества Ii.

Маршрут является абсолютно достижимым, 
если во всех вершинах (состояниях) на протяже-
нии всего маршрута переходы осуществляются 

только посредством программно доступных 
управляющих сигналов Ic⊂Ip и их производных 
и не существует перехода, нарушающего марш-
рут (f�: Pm�→�S, где S⊂Q и Es�=�{(q1,�Ft(q1,�I1)),�…,�(qj,�
Ft(qj,�Ij))}, где {q,�…,�qj�}⊂S и Es∪Pm�=�Pm и qp∉S1, где 
l�: Es�→�S1), т. е. не существует пути, при исполь-
зовании которого конечная точка оказывается 
недостижимой без перехода в начальную точку 
маршрута.

Условие абсолютной достижимости не выпол-
няется, если в маршруте существует хотя бы один 
путь, который образует замкнутый контур в гра-
фе с отправной точкой маршрута (qp) без достиже-
ния конечной точки (qt), что приводит к суще-
ствованию перехода, делающего маршрут недо-
стижимым при определенных условиях либо 
условно достижимым. Маршрут является услов-
но достижимым, если существуют условия, при 
которых пути в маршруте образуют замкнутый 
контур с участием начального состояния и без 
участия конечного, а также существует зависи-
мость от программно неуправляемых сигналов. 

В графе можно выделить вершины (состоя-
ния), проходя через которые система может от-
клониться от заданного маршрута Ft(qj,� Ij)∉Es. 
Такие состояния определим как критичные со-
стояния конечного автомата, в которых непра-
вильная или несвоевременная выдача управляю-
щих сигналов со стороны активного компонента 
может привести к недостижимости конечной точ-
ки маршрута либо отложить достижение на бес-
конечно долгий срок. Именно наличие таких со-
стояний формирует требования к ПО систем ре-
ального времени исходя из условий сохранения 
заданного маршрута.

Таким образом, модель состояний — это сово-
купность связанных автоматной модели, модели 
вероятностных характеристик входных сигна-
лов, модели весовых коэффициентов стоимости 
существования и реализации элементов автомат-
ной модели, а также функций связывания этих 
моделей в единое целое: <Km,�Fd,�P,�p,�c>. Данная 
совокупность позволяет оценивать различные па-
раметры системы с точки зрения возможности 
реализации, надежности, вероятностных и стои-
мостных характеристик, а также производить 
оценку качества алгоритмов ПО.

Описание модели состояний программной 
модели на примере контроллеров SPI

Рассмотрим примеры описания и анализа мо-
дели состояний программной модели на примере 
ведущего и ведомого контроллеров интерфейса 
SPI (Serial�Peripheral�Interface), представленных 
на рис. 2. Данный интерфейс находит широкое 
применение в СнК, так как он является интер-
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фейсом взаимодействия между компонентами 
в рамках одной печатной платы или между внут-
ренними компонентами СнК. Его популярность 
объясняется высоким быстродействием и просто-
той реализации как самих контроллеров, так 
и линий связи за счет минимального набора сиг-
налов.

Интерфейс является последовательным син-
хронным интерфейсом [6]. В ходе обмена всегда 
существует один ведущий контроллер (Master�
device) и ведомый контроллер (Slave�Device). Ве-
дущий контроллер (ВК) отвечает за выбор актив-
ного ведомого контроллера (причем только один 
может быть активным в один момент времени), 
производимый низким уровнем сигнала разре-
шения (SS_n). Сигнал SS_n может находиться 
в активном состоянии, даже если реальной пере-
дачи данных не происходит. Также ВК отвечает 
за формирование временной диаграммы переда-
чи. Минимальная единица передаваемой инфор-
мации на входе ВК — это байт. ВК передает этот 
байт последовательно, маркируя передачу син-
хросигналом (SCLK), бит за битом, на одном 
фронте SCLK бит выдается ведущим и ведомыми 
контроллерами, а на противоположном захваты-
вается в сдвиговом регистре. Данная итерация 
повторяется 8 раз для передачи одного байта, за-
тем SCLK останавливается, если нет другого бай-
та для передачи.

Рассмотрим модель ВК SPI, построенную на 
анализе временной диаграммы (рис. 3) и специ-
фикаций SPI. Модель системы представляет из 

себя совокупность состояний Q� =� {q0,� q1,� q2,� q3,�
q4,� q5,� q6,� q7} с начальным состоянием q0; мно-
жеств входных и выходных сигналов Ip� =� {iTs,�
iSt,�iSS_n,�iD[7:0]};�Ii�=�{iS};�Op�=�{oD[7:0],�oEnd}; 
Oo� =� {oS,� oSS_n,� oSCLK}; функции переходов, 
описанной в виде направленного графа (рис. 4); 
функции выходов, представленной в таблице, 
в виде изменений состояний сигналов в каждом 
из состояний. Также в модели присутствуют вну-
тренний счетчик реального времени (Tc), счет-
чик выдаваемых битов (CT) и регистр данных 
(D[7:0]), что позволяет упростить логическую схе-
му графа. Определим маршрут как путь от состо-
яния q0 до состояния q7 с последующим возвра-
щением в q0. 

Анализ данной модели показывает, что веду-
щий компонент SPI является полностью про-
граммно управляемым и удовлетворяет требова-
нию абсолютной достижимости, так как ни один 
из его переходов не зависит от элементов множе-
ства Ii. В модели отсутствуют критические состо-
яния, так как не существует пути, нарушающего 
маршрут. Модель позволяет определить условие 
сохранения доступности для программного обе-
спечения состояния сигнала oD. Также определя-
ются временные характеристики процесса рабо-
ты компонента с точки зрения ПО, поскольку вы-
числяется время пути от исходной точки маршру-
та до конечной. Это может быть переведено в ко-
личество циклов микропроцессорного устрой-
ства, в течение которых ПО может переключить-
ся на реализацию других задач.

Рис. 2. �� Сигналы�и�взаимодействие�ведущего�и�ведомого�блоков�шины�SPI

Рис. 3. �� Пример�временной�диаграммы�интерфейса�
SPI

Рис. 4. �� Граф�переходов�состояний�ведущего�устрой-
ства�SPI
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Модель ведомого блока интерфейса SPI, постро-
енная на основании анализа рис. 3 и специфика-
ций, описывается совокупностью состояний Q� =�
=�{q0,�q1,�q2,�q3,�q4,�q5} с начальным состоянием q0; 
множеств входных и выходных сигналов Ip�=�{iD[7: 
0]}; Ii� =� {iS,� iSS_n,� iSCLK}; Op� =� {oD[7:0], oEnd, 
oSS_n}; Oo�=�{oS}; функции переходов, описанной 
в виде направленного графа (рис. 5); функции вы-
ходов, представленной в таблице, в виде измене-
ний состояний сигналов в каждом из состояний. 
В качестве внутренних сигналов используются ре-
гистр данных (D) и счетчик (CT). Основным марш-
рутом данных является путь от состояния q0 до 
состояния q4 с последующим возвращением в q0.

Как видно из графа переходов на рис. 5, ведо-
мое устройство не является программно управля-
емым компонентом, а также не удовлетворяет 
требованиям абсолютной достижимости. Пример 
наглядно демонстрирует систему, которая явля-
ется полностью зависимой от внешних устройств, 

так как на программном уровне отсутствует воз-
можность контроля за приемом и передачей дан-
ных, что накладывает жесткие ограничения на 
реализацию ПО.

Рассмотрим взаимодействие данной модели 
с ПО с точки зрения задачи приема непрерывной 
последовательности байтов на временном интерва-
ле T без учета структуры передаваемой информа-
ции, что подразумевает стационарность характе-
ристик сигналов из Ic⊂Ii на [ti, ti + T]. Так как про-
граммно доступные множества сигналов отобра-
жаются на соответствующие регистры, доступные 
ПО, а сигнал oEnd поступает на блок контроллера 
прерываний, то взаимодействие с данным устрой-
ством может производиться в двух режимах: об-
мен по опросу флага oEnd; обмен по прерыванию, 
выработанному по флагу oEnd. Особенностью об-
мена является то, что данные на выходе перезапи-
сываются с приходом каждого нового байта, а дан-
ные для передачи захватываются с началом прие-
ма следующего. Так как блок не является про-
граммно управляемым, то задача ПО — уложить-
ся во временные рамки по приему/передаче но-
вых данных. Для режима опроса они выражают-
ся в периоде опроса регистра oEnd, а для режима 
обмена по прерываниям — во времени реакции 
на соответствующее прерывание. Для простоты 
дальнейших рассуждений предположим, что дан-
ное время одинаково в обоих случаях и соответ-
ствует Tsoft(t), тогда условием правильного прие-
ма является соблюдение условия Tsoft(t)�<�Trec(t), 
где Trec(t) — время приема очередного байта. 

Исходя из анализа условий достижения ко-
нечного состояния, формирующего oEnd, из на-
чального по графу переходов делается вывод, что 
необходимо наличие отрицательного значения на 
входе iSS_n, а также поступление n�=�8 сигналов 
iSCLK. Полагая, что сигнал iSS_n постоянно на-
ходится в активном состоянии на [ti, ti + T], мож-
но утверждать, что Trec(t) полностью зависит от 
поведения сигнала iSCLK. На интервале [ti, ti + T] 
значения длительностей передачи одного бита 
можно рассматривать как непрерывные случай-
ные последовательности. В независимости от ис-
точника формирования синхросигнала передачи 
существует флуктуация периода синхросигнала, 
особенно заметная при его формировании про-
граммными способами, а не специализированной 
аппаратурой. Флуктуация периода влияет на вре-
мя передачи байта в соответствии с графом пере-
ходов, а следовательно, и блока в целом.

Модель периода синхросигнала iSCLK можно 
представить в виде

( ) _ ( ),sclkT t T sclk tξ= +

где T_sclk — длительность периода синхросигна-
ла на интервале [ti, ti + T]; ξ(t) — флуктуационная 

Таблица �

Состояние
Изменение выходов контроллера 

ведущего ведомого

q0 — —

q1

oSS_n�=�iSS_n
D�=�iD
CT�=�0

oEnd�=�0

D�=�iD
oD�=�iD[7]

q2
Tc�=�t

oSCLK�=�1
oS�=�D[7]

oD�=�D[7]

q3 —
D�=�D�<<�1

D[0]�=�iS
CT�=�CT��+��1

q4

Tc�=�t
D�=�D�<<�1

D[0]�=�iS
oSCLK�=�0

oD�=�D
CT�=�0

oEnd�=�not�oEnd

q5 — CT�=�0

q6 CT�=�CT�+�1 —

q7
oD�=�D

oEnd�=�1
—

Рис. 5. �� Граф�переходов�состояний�ведомого�устрой-
ства�SPI
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составляющая, появляющаяся за счет работы ап-
паратных и программных средств генерации ча-
стоты.

В случае флуктуаций фронтов сигнала в окрест-
ности fT_SCLK(t) с сохранением длительности пе-
риода битов, называемой фазовой флуктуацией, 
можно утверждать, что длительность приема 
байта будет соответствовать

( ) _ ( ).recT t nT sclk tξ= +

Причем, исходя из анализа источников синхро-
сигналов фазовая флуктуационная составляющая 
ξ(t)�распределена по нормальному закону [7].

Время Tsoft(t) также может содержать случай-
ную составляющую, отражающую возможность 
передачи управления более высокоприоритет-
ным задачам или прерываниям на [ti, ti + T]. 
В этом случае можно записать

( ) _ ( ),soft intT t T sft T k T= +

где T_sft — интервал опроса данных, не завися-
щий от внешних случайных воздействий и алго-
ритмов планирования; k(T) — количество преры-
ваний исполнения задачи опроса на интервале T 
более высокоприоритетным процессом или пре-
рыванием; Tint� — время обработки высокоприо-
ритетной задачи. 

Задача анализа соотношения Tsoft(t)� <� Trec(t) 
сводится к анализу применимости самого вход-
ного потока к функциональности системы исходя 
из программной модели. Для решения подобных 
задач удобно воспользоваться характеристиками 
типа «пересечений уровня» [8]. Выбор уровня бу-
дет определяться степенью влияния случайных 
составляющих и возможных моделей системы. 
Далее рассматриваются примеры определения 
уровней в различных случаях.

Если принять независимость Tsoft(t)� от слу-
чайной составляющей и условие стационарности 
T_sclk на [ti, ti + T], то может быть осуществлен 
переход к анализу только распределения флукту-
ационной составляющей. В данном случае пре-
дельный уровень H можно определить как

._ _H T sft nT sclk= −

Пересечение этого уровня указывает на невы-
полнение временных требований по допустимой 
частоте входного потока данных, который может 
обработать ПО, и классифицируется как наруше-
ние работоспособности для систем жесткого ре-
ального времени. Для систем мягкого реального 
времени оценивается количество таких пересече-
ний Nξ(H,� T) и время нахождения в запрещен-
ной зоне ( ),Hξτ−  проиллюстрированные на рис. 6.

При принятии гипотезы распределения флук-
туационной составляющей по нормальному зако-
ну применим аналитический способ анализа ра-

ботоспособности. Рассматриваем флуктуацию пе-
риода синхросигнала SCLK в виде стационарного 
гауссова случайного процесса с нулевым матема-
тическим ожиданием, некоторой дисперсией σξ

2 
и плотностью вероятности [9]:
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Для такой модели распределения (1) среднее 
число пересечений уровня H траекторией случай-
ного процесса на [ti, ti + T] определяется как [8]
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где r′′(0) — вторая производная от нормирован-
ной корреляционной функции r(τ) рассматривае-
мого процесса ξ(t) при τ = 0.

Средняя длительность несоблюдения Tsoft(t)�<�
<�Trec(t) при h�=�σξ

–1H
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∞

= ∫  — интеграл вероят-
ности.

Второй случай — это бесконечно малое влияние 
ξ(t)�на общее поведение системы вследствие высо-
кой стабильности генератора и невысоких частот 
передачи данных и наличие существенного влия-
ния Tintk(T)� на Tsoft(t). Возникновение событий, 
приводящее к прерыванию текущего процесса, мо-
жет подчиняться закону распределения Пуассона:

 0 1 2( ) , , , ,...,
!

i

i T e i
i

λλρ −= =  (4)

где i — количество событий на интервале наблю-
дения T; λ — параметр распределения, вычисляе-
мый как λ�=�νT, где ν — интенсивность потока. 

В этом случае допустимый уровень можно 
определить как

 
_ _ ,

int

nT sclk T sft
H

T

 − =   
 (5)

а среднее нормированное количество превыше-
ний уровня H рассчитывается как

Рис. 6. �� Случайный� процесс� флуктуации� периода�
синхросигнала
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Пересечение уровня H указывает на невыпол-
нение временных требований по совместимости 
программного и аппаратного обеспечения и по-
зволяет аналитически оценивать данную ситуа-
цию на этапе проектирования.

Таким образом, с помощью выражений (1)–(6) 
можно рассчитать вероятности выхода за уровень 
H, среднее количество пересечений H, а также 
время нахождения случайного процесса ниже H 
для определения совместимости программного 
и аппаратного обеспечения по временным и веро-
ятностным характеристикам с точки зрения си-
стем реального времени.

Заключение

Комбинация автоматной, вероятностной и гра-
фовой составляющих в описании программной 
модели аппаратной части системы реального вре-
мени, предложенная в работе, формализует пред-

ставление функций и логики работы с аппара-
турой с точки зрения ПО. Использование при-
веденной совокупности формализованных описа-
ний совместно с характеристиками типа «пересе-
чений уровней» для входных воздействий позво-
ляет разработать обобщенный комплексный под-
ход к анализу систем реального времени и опти-
мизировать выбор программно-аппа ратных ре-
шений аналитическим путем на стадии проекти-
рования. Это имеет важное практическое значе-
ние для повышения качества и сокращения вре-
мени на разработку конечной продукции. 

Предложенный подход проиллюстрирован про-
стейшими примерами на основе SPI. Но основны-
ми его приложениями являются сложные не-
стандартные коммуникационные интерфейсы 
и устройства, проектируемые для специализиро-
ванных СнК. Множество асинхронных взаимо-
действующих процессов и сигналов, описывае-
мых сложными законами, характерно для таких 
систем, поэтому анализ без соответствующих мо-
делей затруднителен. Предложенные решения 
и набор моделей позволяют решить эту задачу.
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Введение

Очень часто создание web-сайта (под web-
сайтом в данной статье подразумевается служба, 
которой может пользоваться как человек через 
GUI-интерфейс интернет-браузера, так и компью-
тер через набор API-вызовов, используя такие 
протоколы, как REST, SOAP) начинается с созда-
ния одной страницы в Интернете. Постепенно 
к ней добавляются другие. Происходит переход 
сайта от статичной архитектуры (при статичной 
архитектуре сайт представляет собой набор html-
страниц) к использованию динамической систе-
мы управления контентом, сайтом (Content�Man-
agement� System� —� CMS) [1]. Сайт разрастается, 
и CMS уже не справляется с потоком запросов. 
Далее сайт, как правило, переносится из хостинг-
компании (компания, предоставляющая услуги 
размещения сайтов на своих серверах) на соб-
ственный сервер, предоставляемый ему полно-
стью, и уже он начинает обрабатывать http-
запросы пользователей. Программисты с систем-
ными администраторами и инженерами развер-
тывают необходимые для работы сайта службы.

Обычно это система управления базами дан-
ных (СУБД) (как правило, MySQL), web-сервер 
(например, Apache) и интерпретатор языка web-
программирования (например, PHP). На некото-
рое время ситуация стабилизируется, СУБД об-
рабатывает запросы, выдает их интерпретатору, 
далее страница через web-сервер выдается поль-
зователю. Но рано или поздно наступает ситуа-

ция, при которой нагрузка превышает допусти-
мые значения для новой системы.

Следующим шагом является установка систе-
мы распределения нагрузки. Для этого исполь-
зуется «легкий» web-сервер (например, сервер 
Nginx разработки Игоря Сысоева или Light-
Httpd). 

Выбор программного обеспечения

Первоначальная задача проектирования грид-
системы состоит в выборе программного обеспе-
чения (ПО) для установки на ее узлах. Програм-
мное обеспечение должно отвечать следующим 
требованиям:

— быть бесплатным. При построении грид-
системы расходы планируются только на оборудо-
вание и оплату труда сотрудников, при самостоя-
тельном построении — только на оборудование;

— иметь открытый исходный код для внесе-
ния в него при необходимости изменения;

— иметь развитое сообщество (community) для 
решения проблем, возникающих в процессе раз-
вертывания и эксплуатации системы;

— быть хорошо документировано.

СУБД

В качестве сервера баз данных для построения 
грид-системы была выбрана СУБД MySQL, так 
как она является наиболее приспособленной для 
применения в среде web. Не секрет, что для ис-
полнения приложений клиента на большинстве 
хостинг-площадок провайдеры предоставляют 
небольшое количество ресурсов (как вычисли-
тельных, так и дисковых). Поэтому для данного 
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применения необходима высокоэффективная 
СУБД, обладающая при этом высокой надежно-
стью (большинство web-приложений и сайтов 
должны работать в режиме 24/7).

По всем этим причинам MySQL стала незыбле-
мым стандартом в области СУБД для web, а те-
перь в ней развиваются возможности для исполь-
зования ее в любых критичных бизнес-прило-
жениях, т. е. MySQL конкурирует на равных 
с СУБД таких производителей, как Oracle, IBM, 
Microsoft и Sybase.

Основные преимущества MySQL:
— многопоточность, поддержка нескольких 

одновременных запросов;
— оптимизация связей с присоединением мно-

гих данных за один проход;
— записи фиксированной и переменной длины;
— ODBC2-драйвер;
— гибкая система привилегий и паролей;
— гибкая поддержка форматов чисел, строк 

переменной длины и меток времени;
— интерфейс с языками C и Perl, PHP;
— быстрая работа, масштабируемость;
— совместимость с ANSI SQL;
— бесплатность в большинстве случаев;
— хорошая поддержка со стороны провайде-

ров услуг хостинга;
— быстрая поддержка транзакций через ме-

ханизм InnoDB3.

Web-сервер

В качестве web-сервера было выбрано ПО 
Apache. Основными достоинствами Apache счи-
таются надежность и гибкость конфигурации. 
Оно позволяет подключать внешние модули для 
предоставления данных, использовать СУБД для 
аутентификации пользователей, модифициро-
вать сообщения об ошибках и т. д. Поддерживает 
IPv6.

Apache имеет развитые механизмы обеспече-
ния безопасности и разграничения доступа к дан-
ным. Основными являются:

— ограничение доступа к определенным ди-
ректориям или файлам;

— механизм авторизации пользователей для 
доступа к директории по методу http-авторизации 

2 ODBC (Open DataBase Connectivity) — это про-
граммный интерфейс (API) доступа к базам данных, 
разработанный фирмой X/Open (по другим данным — 
Microsoft). Позволяет единообразно оперировать с раз-
ными источниками данных, отвлекаясь от особенно-
стей взаимодействия в каждом конкретном случае.

3 InnoDB — одна из выбираемых подсистем низкого 
уровня в СУБД MySQL, входит во все стандартные 
сборки для различных операционных систем. Основ-
ным отличием InnoDB от других подсистем низкого 
уровня MySQL является наличие механизма транзак-
ций.

(mod_auth_basic) и digest-авторизации (mod_
auth_digest);

— ограничение доступа к определенным ди-
ректориям или всему серверу, основанное на IP-
адресах пользователей;

— запрет доступа к определенным типам фай-
лов для всех или части пользователей, например 
запрет доступа к конфигурационным файлам 
и файлам баз данных;

— наличие модулей, реализующих авториза-
цию через СУБД или PAM.

Преимущества Apache также заключаются 
в модульной организации, стабильности и бы-
стродействии. При наличии соответствующих 
аппаратных средств и настройке оно может вы-
держивать самые высокие загрузки. Yahoo, Al-
tavista, GeoCities, Hotmail основаны на различ-
ных версиях этого сервера.

Балансировщик нагрузки

В качестве сервера распределения нагрузки 
(балансировщика) для построения грид-системы 
был выбран Nginx (рис. 1) из-за большей по срав-
нению с Apache производительностью. 

Основные преимущества http-сервера Nginx:
— обслуживание статических запросов, ин-

дексных файлов, автоматическое создание списка 
файлов, кэш-дескрипторов открытых файлов;

— акселерированное проксирование с кэши-
рованием, простое распределение нагрузки и от-
казоустойчивость;

— акселерированная поддержка удаленных 
FastCGI-серверов с кэшированием, простое рас-
пределение нагрузки и отказоустойчивость;

— модульность, фильтры, в том числе сжатие 
(gzip), («докачка») byte-ranges, SSI-фильтр, пре-
образование изображений; несколько подзапро-
сов на одной странице, обрабатываемых в SSI-

Рис. 1. � �Применение�балансировщика�нагрузки
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фильтре через прокси или FastCGI, выполняются 
параллельно;

— один главный процесс и несколько рабочих, 
рабочие процессы работают под непривилегиро-
ванным пользователем;

— на 10 000 неактивных http-соединений рас-
ходуется около 2,5 MБ памяти;

— минимум операций копирования данных; 
— выполнение разных функций в зависимо-

сти от адреса клиента;
— ограничение доступа в зависимости от адре-

са клиента и по паролю (Basic-аутентификация);
— ограничение скорости отдачи ответов;
— ограничение числа одновременных соеди-

нений и запросов.

Кластерная система

Eucalyptus позиционируется как открытое 
(open source) решение для организации доступа 
к вычислительным ресурсам с возможностью ди-
намического масштабирования системы и балан-
сировки нагрузки [2]. Важно заметить, что Euca-
lyptus на данный момент является единственным 
доступным бесплатным открытым решением по-
строения вычислительного кластера (рис. 2) при 
создании грид-системы для web-сайта.

Развертывание грид-системы

Также одним из методов эффективного повы-
шения вычислительной мощности системы и уве-
личения скорости обработки запросов является 
развертывание грид-системы (рис. 3), в которой 
вычислительные элементы помещаются в «обла-
ко», где действует система предоставления ресур-

Рис. 2. � �Применение�вычислительного�кластера

Рис. 3. � �Архитектура�отказоустойчивой�распределенной�грид-системы
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сов по требованию. Облачные (рассеянные) вы-
числения4 (cloud computing) — технология обра-
ботки данных, в которой компьютерные ресурсы 
и мощности предоставляются пользователю (или 
серверу) как интернет-сервис [3]. Пользователь 
имеет доступ к собственным данным, но не мо-
жет управлять и не должен заботиться об инфра-
структуре, операционной системе и собственно 
программном обеспечении, с которым он работа-
ет. Термин «облако» используется как метафора, 
основанная на изображении Интернета на диа-
грамме компьютерной сети, и как абстракция 
сложной инфраструктуры, за который скрыва-
ются все технические детали. На данный момент 
существует разнообразное ПО для построения 
«облачной» системы. Одно из них — система Eu-
calyptus (см. рис. 3).

В «облаке» присутствуют разные типы узлов. 
В самом низу иерархии находится контроллер 
узла. Он запускается на каждом физическом сер-
вере, подключенном к «облаку», и отвечает за за-
пуск, работу и остановку виртуальных машин. 
Контроллер кластера управляет контроллерами 
узлов, определяет, на каких узлах будут запуще-
ны виртуальные машины. Контроллер «облака» 
устанавливается на машине, имеющей доступ 
к внешней сети (можно установить его на фронт-
сервере системы) и выступает в роли головного 
интерфейса для доступа к «облаку». Обрабатыва-
ет пользовательские запросы на запуск вирту-
альных машин и собирает данные о загруженно-
сти узлов от контроллеров кластеров.

Для начала необходимо определить, какие 
именно вычисляющие элементы будут помещены 
в «облако». Во время работы web-сайта самыми 
ресурсоемкими задачами являются обработка 
SQL-запроса СУБД [4], а также интерпретация 
программы на языке web-программирования. 
Значит, в «облако» необходимо поместить сер-
вер(а) СУБД MySQL и web-сервер(а) Apache. Зада-
чи по выдаче статической информации (картин-
ки, css-стили, скрипты на языке Javascript) мож-
но переложить на быстрый web-сервер, например 
Nginx иди LightHttpd. Это и есть решение задачи 
классификации трафика на статический и дина-
мический. Nginx также может балансировать на-
грузку между вычисляющими web-серверами.

Типы узлов и используемое ПО

Рассмотрим основные типы узлов предлагае-
мой системы.

1. Сервер распределения нагрузки может быть 
построен на базе «легких» http-серверов, таких 
как Nginx, LightHttpd и др. Он выполняет функ-

4  Используется также термин «облачная» (рассе-
янная) обработка данных. 

ции по распределению запросов на статические 
и динамические. Статические запросы сервер вы-
полняет сам (отдавая статический контент), а ди-
намические передает вычисляющим узлам. Сер-
вер распределения нагрузки может быть разме-
щен как на физической машине, так и в «обла-
ке», но обязательно со статическим IP-адресом 
и портом, куда будут поступать http-запросы от 
браузеров пользователей.

2. Web-сервер (вычисляющий узел) — вирту-
альная машина, расположенная в «облаке», на 
которой установлен программный web-сервер 
Apache. Он интерпретирует программный код 
сайта, написанный на языках web-разработки 
(таких как PHP, Perl). При выходе из строя одно-
го из вычисляющих узлов сервер распределения 
нагрузки будет посылать запросы на другие. Та-
ким образом достигается отказоустойчивость си-
стемы. При необходимости дополнительных ре-
сурсов есть возможность добавления нового узла. 
Если же добавочная нагрузка небольшая (отно-
сительно нагрузки всего кластера web-серверов), 
то «облако» (а именно контроллер кластера) само 
выделит необходимые ресурсы. Подключение но-
вого узла имеет смысл только при явной перегру-
женности всего «облака». Предлагаемая архитек-
тура такова, что ресурсы для вычисляющих 
узлов выделяются автоматически, по требова-
нию. За этим следит контроллер кластера.

3. Головной (master) сервер СУБД получает 
SQL-запрос и транспортирует его одному из slave-
серверов.

4. Подчиненный (slave) сервер СУБД выполня-
ет SQL-запрос и возвращает результат Apache-
серверу.

5. Хранилище данных NAS содержит репози-
тарий с программным кодом сайта. Его каталог 
монтируется к вычисляющим web-серверам. Так-
же он задействуется разработчиками для обнов-
ления ПО.

6. Контроллер кластера управляет контролле-
рами узлов, определяет, на каких узлах будут за-
пущены виртуальные машины. Он построен на 
базе ПО Eucalyptus, так же как и контроллер «об-
лака». 

7. Контроллер «облака» — именно он осущест-
вляет централизованное управление «облаком» 
через контроллеры кластеров.

Принцип работы грид-системы

Рассмотрим цикл работы web-сайта. Сначала 
разработчики создают программную часть web-
сайта, они коллективно работают с системой 
SVN. Subversion (SVN) [1] — свободная центра-
лизованная система управления версиями, соз-
данная в 2000 г. компанией CollabNet Inc. Ката-
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лог с программой монтируется каждым из web-
серверов в качестве папки для данного сайта. По-
сле того как http-запрос пользователя (это может 
быть запрос главной страницы сайта) попадает 
на 80-й порт сервера распределения нагрузки, он 
определяет, какому из вычисляющих узлов 
(в данном случае это web-сервер Apache) напра-
вить его для обработки. В качестве базового ис-
пользуется алгоритм выбора наименее загружен-
ного в данный момент сервера. Далее запрос идет 
на вычисляющий узел. Он соединяется с мастер-
сервером СУБД и отправляет ему SQL-запрос, 
после чего мастер-сервер аналогичным образом 
определяет, какому из своих подчиненных вы-
числительных узлов направить запрос для вы-
числения. После обработки SQL-запроса резуль-
тат обработки возвращается мастер-серверу 
СУБД, а затем вычислительному узлу (web-
серверу), который его инициировал. Вычисляю-
щий web-сервер интерпретирует программный 
код дальше. В результате интерпретации пользо-
ватель получает html-страницу. Далее браузер 
пользователя делает запросы к фронт-серверу 
(серверу распределения нагрузки). Он на основе 
типа запроса (запрос на статический или дина-
мический контент) определяет, передавать ли за-
прос вычисляющему узлу или выполнять его са-
мостоятельно. Во втором случае фронт-сервер са-
мостоятельно находит запрашиваемый ресурс 
(картинка, css-файл, js-файл) и выдает его брау-
зеру пользователя. За счет меньшей ресурсоем-

кости сервера Nginx нагрузка на вычисляющие 
узлы значительно снижается. 

Заключение

Предложенная архитектура дает возможность 
построить быструю, отказоустойчивую и масшта-
бируемую распределенную систему обработки 
большого количества запросов для web-сайта. 
Данные параметры распределенной системы до-
стигаются благодаря применению метода класси-
фикации трафика и помещению вычисляющих 
узлов в «облако», а стоимость решения снижает-
ся благодаря использованию открытого ПО.
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63-я междунарОдная студенческая научная кОнференция — «63 мснк» 
19–23 апреля 2010 г.

С 19 по 23 апреля 2010 года Санкт-Петербург-
ский государственный университет аэрокосмиче-
ского приборостроения провел 63-ю Междуна-
родную студенческую научную конференцию, 
посвященную Всемирному дню космонавтики 
и 90-летию профессора Виталия Васильевича 
Хрущева.

Ежегодное проведение студенческих научных 
конференций и выставок научно-технического 
творчества студентов в ГУАП является одним из 
важнейших итоговых научных студенческих ме-
роприятий. Научные работы студентов посвяще-
ны актуальным проблемам авиационного и аэро-
космического приборостроения, развития инфор-
мационных технологий, радиотехники, электро-
ники и связи, современным вопросам экономики, 
управления, философии и права. 

Традиционно мероприятия конференции были 
включены в программу Недели университета. Ра-
бота конференции проходила по 12 научным на-

правлениям и была организована в 54 научных 
секциях, в которых приняли участие свыше 
600 студентов. В программу конференции вошли 
557 докладов студентов. В Круглом зале библио-
теки на Большой Морской улице прошла выстав-
ка дипломных проектов ГУАП-2010. 

В демонстрационном зале СЗЦИТ была прове-
дена выставка научно-технического творчества 
молодежи и III Международная студенческая на-
учная интернет-конференция Международного 
общества автоматизации (ISA), в которой приня-
ли участие студенты и профессора из университе-
тов Италии, Испании, США, России и Чили. На 
ней с докладами выступили победители V Евро-
пейского конкурса ISA на лучшую научную рабо-
ту студентов (ESPC-2010). Рабочим языком интер-
нет-конференции был английский язык. 

По решению научных секций 63 МСНК луч-
шие доклады будут опубликованы в сборнике 
студенческих научных работ. 
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Рассматриваются алгоритмы распространения тревожного сообщения от некоторого узлаинициатора ко 
всем узлам сети передачи данных, расположенных в некоторой географической области. Разрабатываются ана
литические методы расчета вероятностновременных характеристик таких алгоритмов для случая линейной то
пологии сети и фиксированной вероятности успеха одношаговой передачи. Обсуждается применимость полу
ченных результатов к исследованию спонтанных автомобильных сетей.
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Введение

Интеллектуальные транспортные системы 
(ИТС) будущего призваны решить широкий 
спектр задач, среди которых одной из основных 
является обеспечение безопасности дорожного 
движения. В настоящее время Институт инжене-
ров по электротехнике и электронике (Institute�of�
Electrical�and�Electronics�Engineers�—�IEEE) и Ев-
ропейский институт по стандартизации в обла-
сти телекоммуникаций (European� Telecommuni-
cations�Standards�Institute�—�ETSI) осуществля-
ют стандартизацию в области ИТС в Северной 
Америке и Европе соответственно. Согласно пред-
лагаемым ими концепциям, для успешного функ-
ционирования приложений безопасности исполь-
зуемая телекоммуникационная технология свя-
зи между автомобилями должна обеспечивать 
два основных режима работы [1, 2]. Первый ре-

жим состоит в периодической широковещатель-
ной� одношаговой� рассылке каждым транспорт-
ным средством сообщений-маячков, содержащих 
информацию, в частности, о его координатах 
и скорости. Это необходимо для того, чтобы все 
участники движения постоянно имели актуаль-
ную информацию о происходящем в непосред-
ственной близости с ними. Второй режим, кото-
рый и рассматривается нами в данной статье, со-
стоит в экстренной� многошаговой� рассылке� ин-
формации о критичном событии (например, сра-
батывании подушек безопасности при столкнове-
нии) тем транспортным средствам, которые нахо-
дятся в опасной зоне (например, приближаются 
к месту аварии). При реализации второго режи-
ма первый используется как его составная часть, 
т. е. экстренное распространение тревожного со-
общения осуществляется серией специальным 
образом организованных широковещательных 
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передач. Согласно требованиям приложений без-
опасности, маячки и тревожные сообщения долж-
ны быть доставлены узлам сети, находящимся на 
некотором расстоянии от узла-инициатора, с ве-
роятностями не ниже заданных и со средними за-
держками не выше заданных. 

В литературе к настоящему моменту предло-
жено большое число алгоритмов распростране-
ния критичной информации в заданной геогра-
фической области. Наиболее широкую извест-
ность как в академической среде, так и среди спе-
циалистов автомобильной промышленности по-
лучило решение Торрент-Морено и Хартенштай-
на «Распространение тревожного сообщения для 
автомобильных сред» (Emergency� Message� Dis-
semination�for�Vehicular�Environments�—�EMDV) 
[3]. В EMDV доступ к каналу узлами-ретрансля-
торами осуществляется на конкурентной основе, 
а время задержки их выхода в канал обратно про-
порционально расстоянию от узла-инициатора. 
Актуальный обзор других алгоритмов распро-
странения тревожного сообщения содержится 
в работе Филали [4]. 

Из работ [3, 4] можно сделать следующие выво-
ды. Во-первых, в подавляющем большинстве слу-
чаев предлагаемые алгоритмы исследуются их 
авторами посредством имитационного моделиро-
вания. Во-вторых, поскольку различными иссле-
дователями используются разные среды модели-
рования, допущения имитационной модели, мно-
жества входных параметров, то сравнительный 
анализ предлагаемых алгоритмов, а также иссле-
дование их свойств сильно затруднены. Именно 
поэтому важно провести анализ различных под-
ходов к решению задачи распространения тре-
вожных сообщений в рамках некоторой базовой 
(пусть и упрощенной) модели системы. Нам пред-
ставляется, что в качестве такой модели может 
выступить модель Реста и Санти [5], которая осно-
вана на допущениях о линейной топологии сети, 
равном расстоянии между ее узлами и постоян-
ной вероятности успеха одношаговой передачи. 
В работе [5] рассмотрены три алгоритма распро-
странения критичной информации и приведены 
аналитические методы для расчета их вероятност-
но-временных характеристик. Обратим внима-
ние, что вопрос связности сети в такой системе не 
рассматривается, так как считается, что радиус 
передачи всегда превосходит расстояние между 
узлами. Аналитические методы анализа распро-
странения критичной информации в контексте 
проблемы связности рассматриваются в работе [6].

Несмотря на свою простоту модель Реста 
и Санти [5] отражает наиболее характерные осо-
бенности многошаговой передачи и позволяет ис-
следовать свойства различных алгоритмов рас-
пространения тревожных сообщений. Далее мы 

развиваем их идеи, предлагаем новые (более про-
стые) методы расчета вероятностно-временных 
характеристик алгоритмов из работы [5]. Предва-
рительные обсуждения предлагаемого подхода 
проводились на семинаре ON-MOVE-2009 [7].

Определения и модель системы

Сформулируем допущения используемой мо-
дели и введем необходимые определения.

Допущение�1�(линейная�топология). Узлы сети 
расположены на прямой линии на равном рассто-
янии друг от друга, которое принято за единицу 
длины. Число узлов, которым необходимо доста-
вить тревожное сообщение, равно n. 

Для удобства будем считать, что узлы разме-
щены на горизонтальной оси с инициатором пе-
редачи, расположенным в начале координат, 
и остальными узлами — в точках 1, 2, …, n.

Данное допущение отражает случай движения 
потока автомобилей по автомагистрали с постоян-
ной скоростью и отсутствием встречного движе-
ния. Кроме того, переход к одномерной линейной 
топологии адекватен реальности, если удвоенный 
радиус передачи превосходит ширину дороги.

Допущение�2�(радиус�передачи). Все узлы име-
ют радиус передачи, равный r единиц, т. е. узел 
с номером i может передавать сообщение только 
узлам с номерами из диапазона [max(0, i – r), 
min(i  +  r, n)].

Концепция радиуса передачи широко исполь-
зуется в литературе и вводится как для детерми-
нированных, так и для случайных моделей рас-
пространения радиосигнала [3].

Допущение� 3� (вероятность� успешного� прие-
ма). При передаче (в широковещательном режи-
ме) некоторым узлом i сети сообщения его с оди-
наковой вероятностью p получает каждый из 
узлов-получателей в радиусе передачи узла i при 
условии отсутствия интерференции на узле-
получателе. Интерференция на некотором узле-
получателе j возникает, если одновременно в ра-
диусе его передачи передают два и более узла.

Это ключевое допущение введено в целях воз-
можности аналитического описания системы. 
В реальной системе можно ожидать, что вероят-
ность успешного приема падает по мере удале-
ния от передатчика. В целях упрощения модели 
мы не рассматриваем так называемый радиус�ин-
терференции, влияние которого на передачу со-
общения учитывается в работе [5], хотя наш под-
ход применим и к такому более общему случаю.

Допущение�4�(синхронизация). Все узлы сети 
могут начинать передачу сообщения только син-
хронно в моменты t = 1, 2, …, называемые шага-
ми. В нулевой момент времени (на нулевом шаге) 
сообщение всегда передает узел-инициатор. 
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В реальной спонтанной автомобильной сети 
всегда предполагается, что у каждого узла имеется 
доступ к глобальной системе позиционирования 
и часам, что обеспечивает возможность практиче-
ской реализации некоторого вида синхронизации.

Определение�1.�Узел называется 0-узлом в мо-
мент времени t, если к этому моменту времени он 
не был проинформирован, т. е. не получил тре-
вожного сообщения. Узел называется 1-узлом�
в момент времени t,�если к этому моменту времени 
он уже получил тревожное сообщение. Таким об-
разом, функционирование системы описывается 
последовательностью двоичных векторов длиной 
n: Xt = (x1, x2, …, xn), где xi�= 0, если в момент вре-
мени t узел i является 0-узлом, и xi = 1 — в про-
тивном случае. Заметим, что X0 = (1, 0, 0, …, 0).

Иллюстрация допущений моделей и исполь-
зуемой терминологии выполнена на рис. 1. 

Определение�2. Алгоритмом распространения 
тревожного сообщения (далее —�алгоритмом) на-
зывается правило, согласно которому в каждый 
момент времени t�=�1, 1 + h, 1 + 2h,�… из множе-
ства 1-узлов на основе вектора Xt� выбираются 
подмножества узлов-ретрансляторов�Rt,�Rt + 1, …, 
Rt�+�h�– 1, т. е. узлов, которые будут передавать со-
общение в моменты времени t, t�+�1, …, t�+�h�– 1. 
Алгоритм заканчивает свою работу в тот момент, 
когда все n�узлов будут проинформированы. Ве-
личину h будем называть количеством� этапов�
алгоритма.

Несмотря на то что в реальности векторы Xt не-
известны узлам сети, введенное определение позво-
ляет исследовать наилучшие алгоритмы, которые 
используют данную «глобальную» информацию.

Для каждого алгоритма A�введем в рассмотре-
ние вероятность GA(t, d) того, что узел, располага-
ющийся на расстоянии d от инициатора, будет 
проинформирован на t-м шаге функционирова-
ния системы.

Согласно допущению 4, на первом шаге всегда 
передает узел-инициатор, т. е. для любого алго-
ритма A

GA(0, 0) = 1, GA(0, d > 0) = 0, GA(t > 0, 0) = 0,

GA(1, 0 < d ≤ r) = p, GA(1, d > r) = 0, 

а дальнейшие (для t > 1) значения функции G 
определяются правилами работы алгоритма A.

�Средняя�задержка�информирования узла d при 
использовании алгоритма A, рассчитываемая как

0
( ) ( , ),A A

t
D d tG t d

∞

=
=∑

будет являться для нас основным показателем 
эффективности алгоритма.

Алгоритмы распространения  
тревожного сообщения

Определение�3. В некоторый момент времени t 
узел i называется внутренним, если существует 
1-узел на позиции j, большей, чем i (другими сло-
вами, располагающийся правее данного). В про-
тивном случае узел i называется внешним.

С учетом определения 1 можно различить: 
внутренние 0-узлы, внешние 0-узлы, внутренние 
1-узлы и внешний 1-узел. Последний является са-
мым удаленным от узла-инициатора из уже про-
информированных узлов (см. рис. 1).

Алгоритм� 0� («оптимальный»). Заметим, что 
никакой алгоритм не может обеспечить более бы-
строе распространение тревожного сообщения, 
чем случайный процесс, который на каждом 
шаге: 

a) переводит с вероятностями p каждый вну-
тренний 0-узел в 1-узел;

б) переводит с вероятностями каждый внеш-
ний 0-узел на интервале [k + 1, k�+�r] в 1-узел, где 
k — номер внешнего 1-узла.

Заметим, что обеспечение условий а) и б) одно-
временно возможно не для всех векторов Xt. На-
пример, если на некотором шаге имеется

Xt = (1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0)

и r = 3, то для выполнения условия б) должен пе-
редавать 5-й узел (внешний 1-узел), что не позво-
ляет выполнить условие а), поскольку при пере-
даче как 0-го узла, так и 2-го узла (внутренние 
1-узлы) возникнет интерференция, которая не 
позволит осуществить прием либо на 3-м, либо на 
3-м и 4-м узлах. Именно поэтому корректнее на-
зывать рассматриваемый подход не оптималь-
ным алгоритмом, а случайным процессом, не 
уступающим по скорости распространения сооб-
щения любому из возможных алгоритмов. Сред-
няя задержка информирования, обеспечиваемая 
таким процессом, дает нижнюю�границу задерж-
ки для всех возможных алгоритмов: 

0
0

0 ( , ).( )
t

tG t dD d
∞

=
=∑

Для данного случайного процесса можно вы-
писать оценки для вероятностей 0( , )G t d  (обозна-
ченные g0(t,� d)) для t ≥ 2 (предполагается, что 
h = 1) [7]:Рис. 1.  � Иллюстрация�к�используемой�модели

Инициатор
0                1                2                 3                4
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r r

p

p
p p p

p
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поскольку при расчете g0(t,� d) подразумевается, 
что узел tr всегда становится 1-узлом за t шагов, 
что не соответствует действительности (в реаль-
ности может потребоваться больше времени). 

Вероятность G0(t,�d) можно рассчитать следу-
ющим образом. При 1 ≤ d ≤ r, t ≥ 1 имеем G0(t,�d) = 
= (1 – p)t�–�1p. Теперь, пусть d > r. Введем в рассмо-
трение вероятность Aj(t), 0 ≤ j ≤ d – r – 1, t�≥�1 — ве-
роятность того, что если оповещение стартует из 
узла j, то на t-м шаге впервые будет проинформи-
рован узел с номером из множества d�–�r,�…,�d�–�1 
(до этого были оповещены только узлы с номера-
ми, меньшими d – r). 

Можно доказать (с помощью аппарата произ-
водящих функций), что вероятности Aj(t) вычис-
ляются из обратной рекурсии (t�≥�1):

1 2 1
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1 1 1

1 1 1 ;

( ) (( ) ) ( ( ) )

(( ) ) ( ) ( )

r t r d j
j

d r jt
r m r l

j l
m l

A t p p

p A t m p p

− − + +

− − −−
−

+
= =

= − − − +

+ − − − −∑ ∑

2 1;d r j d r− ≤ ≤ − −
1

0 1
1 1 1( ) (( ) ) ( ) ( ) ,

t r
r m r l

j j l
m l

A t p A t m p p
−

−
+

= =
= − − − −∑ ∑

0 2 1.j d r≤ ≤ − −

В итоге получаем
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Алгоритм� 1 («GLOBAL» [5]). Алгоритм рабо-
тает в два этапа: h�= 2. На первом этапе в каче-
стве узлов-ретрансляторов выбираются внешний 
1-узел, а также (при просмотре компонент векто-
ра Xt слева направо), возможно, какие-то из внут-
ренних 1-узлов. Причем узлы выбираются та- 
ким образом, чтобы избежать интерференции. 
В конце первого этапа узлы помечаются как по-
крытые, если они находятся на расстоянии, не 
превосходящем r от какого-либо из узлов-ре-
трансляторов. На втором этапе слева направо 
просматриваются все не покрытые узлы и из их 
непрерывных последовательностей формируют-
ся множества. Затем из каждого множества вы-
бирается в качестве узла ретранслятора самый 

левый 1-узел или, если 1-узлов во множестве не 
оказалось, — ближайший 1-узел слева от множе-
ства. Более формально указанную процедуру 
можно записать следующим образом.

Пусть k — внешний 1-узел в момент времени 
t�=�1, 3, 5…�.

Этап�1.
1. Все узлы помечаются как не покрытые;
2. Rt ← k;
3. i ← k – 2r – 1; 
Пока i > 0 делать
  { Пока Xt(i) = 0 делать {i ← i – 1}; 
  Добавить в Rt узел i;
  i ← i – 2r – 1; 
  } 
4. Каждый узел из Rt, а также узлы, находящиеся от них на рассто-
янии, не больше r, помечаются как покрытые.

Этап�2.
1. z ← 1, Uz ← пустое множество, i = 0;
2. Пока i < k делать
    { Если i не покрыт, то
     {Включить i в Uz; 
       j ← 1;
    Пока узел i + j не покрыт делать
     {Включить i + j в Uz;
     j ← j + 1;
     }
    z ← z + 1;
    Uz ← пустое множество;  
    i ← i + j;
    } 
  в противном случае
   {i ← i + 1;
     }
  }
3. Rt + 1 ← пустое множество;
     Для каждой группы Uz делать
  {Если в Uz существует хотя бы один 1-узел, то
   {добавить в Rt + 1 самый левый из них}
  в противном случае
   {добавить в Rt + 1 ближайший к самому левому 0-узлу 
   в Uz 1-узел }
  }

Для того чтобы глубже понять функционирова-
ние алгоритма 1, рассмотрим некоторые свойства 
векторов� Xt. Непосредственно из определения ра-
диуса передачи следует следующее утверждение.

Утверждение� 1.� Для любого алгоритма A, на 
любом шаге t если k�—�внешний 1-узел, то на ин-
тервале [0, k] число подряд идущих 0-узлов (дру-
гими словами, подряд идущих нулевых компо-
нент в векторе Xt) не превосходит r – 1.

Теперь несложно доказать следующее утверж-
дение.

Утверждение�2. Для алгоритма 1 на шаге t�=�1, 
3, 5… после выполнения этапа 2 мощность полу-
ченных множеств Uz не превосходит r – 1.

Доказательство: Рассмотрим вектор Xt�на не-
котором произвольном шаге t�=�1, 3, 5, …;�пусть 
выполнен этап 1 алгоритма и пусть i и j (i�<�j) — 
номера некоторой произвольно выбранной пары 
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соседних узлов из Rt. Тогда в множество Uz (с со-
ответствующим номером z) попадают все узлы 
с номерами из интервала [i + r + 1, j – r – 1]. Коли-
чество таких узлов x = j – i – 2r – 1.

Предположим, что x > r – 1 (рис. 2). Тогда 
x� –� r + 1 не покрытых узлов, расположенных 
справа от i + r + 1, должны быть 0-узлами, иначе 
бы они были выбраны вместо i�в качестве ретран-
сляторов на этапе 1 алгоритма 1. То же самое ка-
сается r – 1 покрытых узлов справа от i. Таким об-
разом, получили последовательность 0-узлов дли-
ной x > r – 1, что противоречит утверждению 1.

Утверждение�3.�Для алгоритма 1 на шаге t�=�1, 
3, 5… если в каком-то множестве Uz нет 1-узлов, 
то слева от узлов этого множества всегда найдет-
ся 1-узел, который находится на расстоянии, не 
менее r от всех узлов Uz.

Доказательство:�Справедливость доказывае-
мого утверждения следует непосредственно из 
утверждения 1.

Таким образом, из утверждений 2 и 3 следует, 
что за два шага алгоритм 1 обеспечивает как ми-
нимум те же самые характеристики, что и алго-
ритм 0 за один шаг, а именно:

а) переводит с вероятностями p каждый вну-
тренний 0-узел в 1-узел (для некоторых узлов та-
кая вероятность может оказаться больше, а имен-
но: 1 – (1 – p)2, если узел получает сообщение и на 
этапе 1, и на этапе 2 алгоритма);

б) переводит с вероятностями каждый внеш-
ний 0-узел на интервале [k + 1, k�+�r] в 1-узел (на 
этапе 1), где k — номер внешнего 1-узла в момент 
времени t�=�1, 3, 5….

Таким образом, можно получить оценки для 
вероятностей G1(t,�d) для алгоритма 1, используя 

те же самые выражения, что и для алгоритма 0. 
Для четных t ≥ 2 верно G1(t,�d) = 0 для всех d (счи-
таем, что эффект от передач этапов 1 и 2 проявля-
ется только после этапа 2), а для нечетных t ≥ 2 
верно

1 0
1

2
( , ) ,tG t d G d

    
−=

и 1
0

1 ( , )( )
t

tG t dD d
∞

=
=∑  есть верхняя�граница сред-

ней задержки информирования, обеспечиваемая 
алгоритмом 1. 

Заключение

Рассмотрена модель передачи тревожного со-
общения в беспроводных сетях с линейной топо-
логией. Получена нижняя граница средней за-
держки информирования узла в такой сети 
и верхняя граница средней задержки информи-
рования при использовании алгоритма с глобаль-
ным знанием.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
РФФИ по проектам № 10-08-01071-а (рук. А. В. Ви-
нель) и № 08-08-00403-а (рук. М. Ю. Охтилев).

Рис. 2. � �Иллюстрация�к�доказательству�утверж-
дения�2
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УДК 681.3

кОнечные группы с четырехмернОй цикличнОстью 
как примитивы цифрОвОй пОдписи

П. А. Молдовяну,
канд. техн. наук, начальник службы главного метролога 
ФГУП НИИ «Вектор»
Д. Н. Молдовян,
аспирант 
Хо Нгок Зуй,
аспирант
СанктПетербургский государственный электротехнический университет «ЛЭТИ»

Для синтеза производительных алгоритмов электронной цифровой подписи предлагается использовать вы
числительно сложную задачу извлечения корня большой простой степени в конечных мультипликативных груп
пах четырехмерных векторов, заданных над кольцом специального вида. Показано, что строение данного типа 
групп описывается в терминах четырехмерной цикличности. Особенности строения использованы для разра
ботки алгоритмов нахождения корней большой простой степени в случае делимости порядка группы на квадрат 
степени корня. Предложена новая, более производительная схема электронной цифровой подписи.

Ключевые слова — конечные группы, строение групп, вычислительно сложная задача, вычисление корней, 
цифровая подпись.

Введение

Ранее [1, 2] были предложены конечные алгеб-
раические структуры, заданные в конечном век-
торном пространстве, для построения алгорит-
мов электронной цифровой подписи (ЭЦП) на 
основе сложности задачи дискретного логариф-
мирования. В работе [3] показано, что в специ-
альных частных случаях в качестве примитива 
алгоритмов ЭЦП перспективна задача извлече-
ния корней большой простой степени k в конеч-
ных простых полях с характеристикой p ≥ 21024. 
Одним из требований обеспечения высокой вы-
числительной сложности задачи нахождения 
корней в группах известного порядка является 
делимость порядка группы на k2 при достаточно 
большом размере числа k, т. е. при |k| ≥ 160 бит. 
Задача извлечения корней может быть решена [4] 
в случае циклических групп посредством предва-
рительного вычисления дискретного логарифма 
от подкоренного значения. Для простых конеч-
ных полей это обстоятельство накладывает тре-
бование использовать поля с характеристикой 
большого размера, что ограничивает производи-
тельность алгоритмов ЭЦП. 

Для повышения производительности схем 
ЭЦП на основе сложности извлечения корней 

в группах известного порядка предложено [5] 
использовать нециклические конечные группы 
двухмерных векторов. Благодаря особенностям 
строения конечных групп векторов в последнем 
случае построение стойких схем ЭЦП оказалось 
возможным при размере степени корня меньше 
160 бит, т. е. при |k| ≥ 80 бит. Интересно рассмот-
реть нециклические конечные группы многомер-
ных векторов в качестве примитивов для схем 
ЭЦП, использующих сложность задачи вычисле-
ния корней. При этом с ростом размерности мож-
но и дальше снижать размер степени корня с со-
хранением достаточно высокой трудности задачи 
извлечения корней, благодаря чему имеется по-
тенциальная возможность повысить производи-
тельность алгоритмов ЭЦП. Однако с ростом раз-
мерности векторов в схемах ЭЦП может возник-
нуть потребность использовать более одного спе-
циально вычисляемого вектора в качестве откры-
того ключа, поскольку максимальное значение 
порядка при заданной общей длине вектора 
уменьшается. В связи с этим представляется ком-
промиссным решением выбор размерности, рав-
ной четырем, когда при разработке алгоритмов 
ЭЦП можно ограничиться использованием двух 
векторов в качестве открытого ключа. При даль-
нейшем увеличении размерности векторов потре-



ИНФОРМАЦИОННОУПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 3, 201062

кОдИРОВАНИЕ И ПЕРЕдАЧА ИНФОРМАЦИИ

буется дальнейшее увеличение общего размера 
открытого ключа при незначительном дополни-
тельном выигрыше в производительности.

Нециклические конечные коммутативные 
группы векторов, заданных над конечными по-
лями, в общем случае имеют многомерное цикли-
ческое строение и содержат большое число цик-
лических подгрупп одного и того же порядка 
[6]. Эти группы Γ относятся к конечным группам 
известного порядка, поскольку из условий зада-
ния группы легко вычисляется значение ее по-
рядка Ω. Обозначим через öèêë

maxΩ  максимальный 
порядок циклических подгрупп, содержащихся 
в Γ. С учетом особенностей строения групп векто-
ров и результатов работ [3, 4] высокая сложность 
задачи извлечения корней степени k обеспечива-
ется требованием делимости öèêë

maxΩ  на k2 и доста-
точно большим значением отношения Ω/ öèêë

maxΩ . 
В данной работе рассматривается математиче-

ская задача построения нециклических конеч-
ных групп четырехмерных векторов, удовлетво-
ряющих отмеченным выше двум требованиям, 
и их применение для синтеза алгоритмов ЭЦП, 
основанных на сложности задачи извлечения 
корней большой простой степени. 

Ниже используется термин многомерной ци-
кличности в понимании работы [5], а именно, под 
µ-мерной цикличностью группы понимается, что 
ее минимальная система образующих включает 
µ элементов. В частности, каждый элемент систе-
мы образующих может иметь одно и то же значе-
ние порядка. Это случай однородной многомер-
ной цикличности, который представляет особый 
интерес для построения алгоритмов ЭЦП.

Построение нециклических  
конечных групп  
четырехмерных векторов

Рассмотрим множество векторов вида (a, b, c, 
d) = ae + bi + сj + dk, где e, i, j и k — формальные 
базисные векторы;�a, b, c�и d — целые числа, при-
надлежащие конечному кольцу m, называемые 
координатами. Выражения ae, bi, сj и dk обозна-
чают векторы (a, 0, 0, 0), (0, b, 0, 0), (0, 0, c, 0) и (0, 
0, 0, d) соответственно и называются компонен-
тами вектора (a, b, c, d). Определим операцию сло-
жения векторов как сложение одноименных ко-
ординат: (a, b, c, d) + (x, y, z, w) = (a + x, b + y, c + z, 
d + w), где знак «+» применен для обозначения 
двух разных операций — сложения элементов 
кольца m и сложения векторов, что не вносит не-
определенности ввиду очевидности его интерпре-
тации в каждом случае применения. Операцию 
умножения векторов ae + bi + cj + dk и xe + yi + 
+ zj + wk определим по правилу «умножения мно-
гочленов»: 

(ae + bi + cj + dk) ° (xe + yi + zj + wk) =  
= axe°e + aye°i + aze°j + awe°k + bxi°e + byi°i +  
+ bzi°j + bwi°k + cxj°e + cyj°i + czj°j + cwj°k +  

+ dxk°e + dyk°i + dzk°j + dwk°k,
где координаты вектора умножаются как элемен-
ты кольца m, а операция ° имеет более высокий 
приоритет по сравнению со сложением, и произ-
ведения всевозможных пар базисных векторов 
заменяются базисным вектором или однокомпо-
нентным вектором в соответствии с правилом 
умножения, задаваемым табл. 1, в которой пара-
метр ε ∈ m называется коэффициентом растяже-
ния, разные значения которого задают разные 
варианты операции умножения четырехмерных 
векторов. Таким образом, определенная опера-
ция умножения векторов (a, b, c, d) и (x, y, z, w) 
выполняется по правилу

(a, b, c, d) ° (x, y, z, w) = (ax + εbw + εcz + εdy)e +  
+ (ay + bx + cw + dz)i + (az + εby + cx + dw)j +  

+ (aw + εbz + εcy + dx)k.

Легко проверить, что определенная операция 
умножения обладает свойствами ассоциативно-
сти и коммутативности, а нейтральным элемен-
том по умножению является вектор E = (1, 0, 0, 0).

Множество всех векторов {A} такое, что каж-
дому вектору A может быть сопоставлен обрат-
ный вектор A − 1, для которого выполняется соот-
ношение AA − 1 = E, образует конечную группу. 
Значение ее порядка Ω определяется выбором 
значений m и ε. Рассмотрим решение уравнений 
вида AX = E, которое можно представить следую-
щим образом:

(ae + bi + cj + dk) ° (xe + yi + zj + wk) =  
= (ax + εbw + εcz + εdy)e + (ay + bx + cw + dz)i +  
+ (az + εby + cx + dw)j + (aw + εbz + εcy + dx)k =  

= 1e + 0i + 0j+ 0k.
Из последней записи вытекает, что для опре-

деления обратных значений следует решать сле-
дующую систему из четырех линейных сравне-
ний с четырьмя неизвестными:

 

+ ε + ε + ε ≡
 + + + ≡
 + ε + + ≡
 + ε + ε + ≡

1

0

0

0

mod

mod
.

mod

mod

ax dy cz bw m

bx ay dz cw m

cx by az dw m

dx cy bz aw m

 (1)

Таблица 1. � � Правила� умножения� четырехмерных�
базисных�векторов

Базисные векторы
Базисные векторы

e i j k

e e i j k
i i εj εk εe
j j εk εe i
k k εe i j
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Формирование конечных нециклических групп 
с требуемыми значениями порядка обеспечим 
выбором значения m, равного квадрату простого 
числа p, и выбором соответствующего значения 
коэффициента ε. 

Утверждение 1. Пусть m = p2, где p — простое 
число и p ≥ 3. При значении ε < p2 таком, что pε, 
формируется группа Γ четырехмерных векторов, 
порядок которой Ω = p7(p − 1). 

Доказательство: Рассмотрим множество век-
торов (a, b, c, d) таких, что a ≠ 0 и a не делится на 
p. При условиях утверждения 1 главный опреде-
литель ∆ системы сравнений (1), записанной для 
рассматриваемых векторов, является взаимно 
простым с модулем p2. Покажем, что определи-
тель представи′ м в виде ∆ = a4 + pQ при некотором 
целом числе Q. Для этого запишем определитель 
в виде суммы произведений всех элементов его 
первой строки на их алгебраические дополне-
ния: 

∆ = aAa + εdAεd + εcAεc + εbAεb = aAa + εQ′,

где Q′ — целое число и алгебраическое дополне-
ние элемента a

Aa = a(a2 − εbd) − εb(a2 − εc2) +  
+ εc(a2 − εbd) = a3 + εQ′′,

здесь Q′′ — целое число. Следовательно: ∆ = a4 + εQ*,�
и в силу делимости ε на p получаем ∆ = a4 + pQ, 
где Q* и Q — целые числа. Поскольку для рассмат-
риваемых векторов a ≠ 0 и простое p не делит a, то 
p не делит a4, следовательно, p не делит ∆, т. е. 
наибольший общий делитель ∆ и p2 равен 1, по-
этому существует значение ∆−1 такое, что ∆−1∆ ≡ 1 
mod p2. Таким образом, для каждого из рассмат-
риваемых векторов система (1) имеет решение, 
т. е. эти векторы являются обратимыми. При 
этом операция умножения двух векторов дает 
третий вектор, в котором первая координата так-
же не делится на p, т. е. операция умножения яв-
ляется замкнутой на рассматриваемом множе-
стве векторов (a, b, c, d). Следовательно, это мно-
жество является группой, порядок которой мож-
но определить из того факта, что число возмож-
ных значений первой координаты равно функ-
ции Эйлера от модуля ϕ(p2) = p(p − 1), а число воз-
можных значений второй, третьей и четвертой 
координат равно p2. Получаем следующую фор-
мулу для значения порядка построенной мульти-
пликативной группы:

Ω = p(p − 1)⋅ p2⋅ p2⋅ p2 = p7(p − 1).

Легко видеть, что в рассматриваемом множе-
стве четырехмерных векторов нет другой группы 

Γ′, в которую включена построенная группа Γ 
в качестве подгруппы. Действительно, порядок 
группы делится на порядок своей подгруппы. По-
этому если бы существовала указанная группа 
Γ′′, то ее порядок Ω′′ должен был бы быть равным 
или превышать значение 2Ω = 2p7(p − 1). Но этого 
быть не может при p ≥ 3, так как число ненулевых 
векторов равно p8 − 1. Утверждение доказано.

Согласно теореме Силова [7], в группах, соот-
ветствующих условиям утверждения 1, содер-
жатся подгруппы порядка, равного всем степе-
ням числа p от 2 до 7, причем известна теорема, 
что любая подгруппа простого порядка является 
циклической, т. е. в построенной группе суще-
ствуют циклические группы порядка p. Однако 
нас интересуют нециклические группы, содер-
жащие циклические подгруппы, порядок кото-
рых делится на квадрат простого числа. Поэтому 
важным является выяснение вопроса существова-
ния циклических подгрупп порядка p2, p3, …, p7.

Утверждение 2. Максимальным значением 
порядка элементов группы Γ является значение 
ωmax = p2(p − 1). 

Доказательство: Покажем, что в группе Γ со-
держатся векторы порядка p2(p − 1). Рассмотрим 
вектор G1 = (a, 0, c, 0) = ae + cj, где a — первооб-
разный корень по модулю p2 и 1 ≤ c ≤ p�—�1. Возве-
дем G1 в степень s, используя формулу бинома 
Ньютона. Учитывая, что εr = 0 при r� ≥ 2, jr = 0 
(ноль — значение векторного пространства) при 
r�≥ 4, j2 = εe и j3 = εj, получим 
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Учитывая, что pε, скобка при e может быть рав-
на 1 только в случае, когда в ней первое слагаемое 
(as) равно 1, а второе равно 0. Минимальное значе-
ние s, при котором это возможно, равно p(p − 1), 
поскольку a — первообразный корень по модулю 
p2. При этом скобка при j не равна 0, так как c не 
делится на p и второе слагаемое в этой скобке де-
лится на p2. Минимальное значение s, при кото-
ром вторая скобка равна нулю, равно p2. Таким 
образом: (ae + cj)s = (1, 0, 0, 0) = e при s = p2(p − 1) 
и (ae + cj)s ≠ e при s < p2(p − 1), т. е. порядок рас-
сматриваемого вектора равен p2(p − 1). Легко ви-
деть, что при произвольных значениях a�и c име-

ем 
2 1

1
( ) .p pG − = e

Возведем вектор G1 + bj, где b — произвольное 
значение, в степень s, используя формулу бинома 
Ньютона. Учитывая, что ir = 0 при r�≥ 3, i2 = εj: 
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При s = p2(p − 1) правая часть последнего выра-
жения равна (1, 0, 0, 0), т. е. все векторы вида 
V = G1 + bj имеют порядок не больше значения 
p2(p − 1). Возведем вектор V + dk при произволь-
ном d в степень p2(p − 1), учитывая, что kr = 0 при 
r�≥ 8 и то, что все слагаемые, содержащие множи-
тель p2, также равны нулю: 
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Таким образом, для всех четырехмерных  
векторов Z группы Γ выполняется условие  

2 1( )p pZ − = e, т. е. ωmax = p2(p − 1). Утверждение 2 
доказано.

Из утверждений 1 и 2 вытекает, что коммута-
тивная группа Γ не может быть порождена одним 
элементом, т. е. она не является циклической. 
Известно ([8], с. 66–73), что конечные коммута-
тивные группы являются прямым произведени-
ем примарных циклических подгрупп. Если 
взять из каждой такой подгруппы генератор, то 
их совокупность будет образовывать примарный 
базис — набор элементов, порядок которых ра-
вен степени простого числа, причем любой эле-
мент группы может быть представлен единствен-
ным способом как произведение степеней эле-
ментов указанного набора. Элементы базиса, по-
рядки которых являются взаимно простыми, по-
рождают циклические подгруппы. Два или бо-
лее таких элементов базиса можно заменить ге-
нератором порождаемой ими «непримарной» ци-

клической подгруппы, т. е. количество элемен-
тов в базисе может быть различным, если не тре-
бовать того, чтобы базис был примарным (суще-
ствует большое число различных примарных ба-
зисов, но число элементов в них является одина-
ковым).

Покажем, что рассматриваемая группа Γ по-
рождается базисом, включающим один элемент 
порядка p(p − 1) и три элемента порядка p2. Эле-
ментом порядка p(p − 1) является вектор B1 = (a, 
0, 0, 0), где a — первообразный корень по модулю 
p2. В качестве базисных элементов порядка p2 
возьмем следующие три вектора: B2 = (a′, b, 0, 0), 
B3 = (a′, 0, с, 0) и�B4 = (a′, 0, 0, d), где a′ — число по-
рядка p по модулю p2 и числа b, c и d не делятся на 
p. Записывая степени элементов B1, B2, B3 и B4 по 
формуле бинома Ньютона, легко показать, что их 
порядки равны заявленным значениям и порож-
даемые этими элементами циклические подгруп-
пы пересекаются только в единичном элементе. 
Следовательно, их прямое произведение включа-
ет p(p − 1)p2p2p2 = Ω различных элементов, т. е. на 
самом деле векторы B1, B2, B3 и B4 составляют ба-
зис нециклической группы Γ, строение которой 
можно охарактеризовать в терминах многомер-
ной цикличности. Как показано выше, макси-
мальный порядок циклических подгрупп, содер-
жащихся в группе Γ, составляет öèêë 2

max 1( ),p pΩ = −  
т. е. порядок циклических групп делится на ква-
драт простого числа p, которое можно использо-
вать в качестве степени корня, что делает эти 
группы перспективными для решения нашей за-
дачи синтеза алгоритмов ЭЦП, основанных на 
вычислительной сложности нахождения корней 
p-й степени и обеспечивающих повышение про-

Таблица 2. � �Строение�частных�вариантов�конечных�групп�Γ�четырехмерных�векторов�над�кольцом� 2p �(Nω�—�
число�элементов�порядка�ω)

p = 232; ε = 23 p = 72; ε = 14 p = 52; ε = 15 p = 112; ε = 22

ω Nω ω Nω ω Nω ω Nω

2 1 2 1 2 1 2 1

11 10 3 2 4 2 5 4

22 10 6 2 5 624 10 4

23 279840 7 2400 10 624 11 14640

46 279840 14 2400 20 1248 22 14640

253 2798400 21 4800 25 77500 55 58560

506 2798400 42 4800 50 77500 110 58560

529 3404545606 49 821142 100 155000 121 19472530

1058 3404545606 98 821142 – – 242 19472530

5819 34045456060 147 1642284 – – 605 77890120

11638 34045456060 294 1642284 – – 1210 77890120

1 Nω
ω

+∑ 74906159834 – 4941258 – 312500 – 19487171

p7(p − 1) 74906159834 – 4941258 – 312500 – 194871710
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изводительности по сравнению с алгоритмами, 
предложенными в работах [3, 4].

Для определения детального строения част-
ных случаев групп Γ был выполнен вычислитель-
ный эксперимент с помощью специально разра-
ботанной программы для ЭВМ, в котором для за-
данного значения p определялся порядок каждо-
го обратимого четырехмерного вектора и подсчи-
тывалось число векторов, обладающих каждым 
возможным значением порядка. Эксперимент 
(табл. 2) подтвердил, что группы, соответствую-
щие условиям утверждения 1, являются нецик-
лическими и их строение согласуется с ранее  
полученными результатами по исследованию 
строения конечных групп многомерных векто-
ров, заданных над простым полем [6]. В частно-
сти из табл. 2 видно, что группа Γ содержит под-
группу порядка p4, содержащую p4 − 1 элементов 
порядка p и обладающую однородной (ее базис 
включает элементы равного порядка) четырех-
мерной цикличностью своего строения. Послед-
ние две строки таблицы иллюстрируют проверку 
полученных результатов.

Оценка сложности задачи  
извлечения корней в группах векторов

Оценка сложности задачи извлечения корней 
простой степени p в группах Γ требует выбора 
наиболее эффективного известного алгоритма 
решения этой задачи. Из приводимых в литера-
туре алгоритмов решения этой задачи в мульти-
пликативной группе поля GF(p) при p = Nk2 + 1 
наименьшую вычислительную сложность при 
|k| < 160 бит и |p| > 1024 бит имеет алгоритм не-
посредственного вычисления корней [3], а при 
|k| > 160 бит и |p| < 1024 бит — алгоритм, включа-
ющий предварительное вычисление дискретного 
логарифма элемента, из которого вычисляется 
корень степени k [4]. Аналогичные алгоритмы 
вычисления корней могут быть построены и для 
рассматриваемых групп четырехмерных векто-
ров с учетом строения этих групп. В общем слу-
чае векторов произвольной размерности, задан-
ных над простыми полями, их строение детально 
рассмотрено в работе [6], где показано, что конеч-
ные группы векторов характеризуются строени-
ем, описываемым в терминах многомерной ци-
кличности. 

Интерпретация полученных эксперименталь-
ных и теоретических результатов по построен-
ным в предыдущем разделе группам четырехмер-
ных векторов в терминах многомерной циклич-
ности и использование формул для определения 
количества элементов группы, имеющих задан-
ное значение порядка, позволяет определить ко-
личество циклических подгрупп каждого воз-

можного значения порядка. Кроме того, из полу-
ченных экспериментальных результатов следует, 
что рассматриваемые группы четырехмерных 
векторов имеют четырехмерную цикличность 
и элементы группы могут быть порождены неко-
торыми четверками элементов, например G1, G2, 
G3 и G4, как произведения некоторых степе-
ней этой системы порождающих, состоящей из 
указанных четырех элементов. Таким образом, 
любой четырехмерный вектор A, принадлежа-
щий группе Γ, может быть представлен в виде 

1 3 42 ,ji h uA G G G G=     где i, j, h� и u — целочислен-
ные степени, причем i, j, h, öèêë

max .u Ω<
Предположим, что для элемента 1 2 3 4

y y y yi j h u
Y G G G G=    

1 2 3 4
y y y yi j h u

Y G G G G=     уравнение 
pX Y=  имеет реше-

ние. Пусть решением является некоторый вектор 

1 2 3 4 .x x x xi j h uX G G G G=     Тогда имеем 

 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4 .

x x x x

x x x x

y y y y

p
i j h up

pi pj ph pu

i j h u

X G G G G

G G G G

G G G G

 = =  

= =

=

  

  

    

Из последнего соотношения легко видеть, что 
вычисление корня можно свести к вычисле-
нию дискретного логарифма по четырехмерно-
му основанию (G1, G2, G3, G4). Решение послед-
ней задачи даст значение четырехмерного ло-
гарифма от Y, равное (iy, jy, hy, uy) = (pix, pjx, 
phx, pux), из которого легко найти (ix, jx, hx, ux)  
и 1 2 3 4 .x x x xi j h uX G G G G=     Рассмотрим следую-
щий алгоритм вычисления четырехмерного лога-
рифма и оценим его трудоемкость.

1. Вычислить значения 1 1 2
jiV Y G G−−=    для 

всех i, öèêë
maxj Ω≤  и запомнить их в некотором мас-

сиве М1 (трудоемкость этого шага W1 примерно 
равна W1 = ω2 операций возведения в степень, где 

öèêë
max ).ω Ω=

2. Упорядочить массив М1 по значениям V1 (тру-
доемкость этого шага равна W2 ≈ ω2log2ω2 опера-
ций сравнения). 

3. Последовательно для h = 0, 1, 2, …, ω и u = 0, 
1, 2, …, ω вычислять 2 3 4

h uV G G=   и проверять, 
имеется ли такое значение в массиве M1, пока 
для некоторой пары значений h = h0 и u = u0 не бу-
дет получено значение 0 0

2 3 4 ,h uV G G=   присутству-
ющее в M1 как значение V1 и соответствующее не-
которой паре значений i = i0 и j = j0 (трудоемкость 
этого шага W3 не превышает ω2log2ω2 операций 
сравнения и ω2 операций возведения в степень). 

После завершения работы алгоритма имеем 

0 0 0 0
1 2 3 4
i j h uY G G G G=     и 

0 0 0 0

1 2 3 4 .
i j h u
p p p pX G G G G=     

В целом трудоемкость этого алгоритма можно 
оценить как O(ω2) = O(p4(p − 1)2) операций возве-
дения в степень (операции сравнения имеют мень-
шую сложность), где O(*) — обозначение порядка 
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величины *. Можно свести задачу нахождения 
четырехмерного логарифма в исходной группе 
к задаче нахождения четырехмерного логарифма 
в подгруппе порядка p4, имеющей четырехмерное 
циклическое строение. В последнем случае лога-
рифм находится с помощью алгоритма, анало-
гичного рассмотренному выше, но имеющему 
значительно меньшую трудоемкость — O(p2) опе-
раций возведения в степень. 

Рассмотрим алгоритм непосредственного вы-
числения корня p-й степени. Легко видеть, что 
Xω = Yω/p = E, где öèêë

maxω Ω=  и E — единичный 

вектор, поэтому имеем 
2

1

.p pY E

ω

=  В рассматри-
ваемой группе содержится подгруппа Γ4 порядка 
p4, все элементы которой, кроме единичного, име-
ют порядок p и являются корнями p-й степени из 
единичного элемента. Четыре случайно выбран-
ных элемента GE1, GE2, GE3 и GE4 порядка p (их 
можно найти по способу, описанному в работе [9], 
с. 20–21, в виде GE1 = B1

ω/p, GE2 = B2
ω/p, GE3 = 

= B3
ω/p и GE4 = B4

ω/p, где B1, B2, B3 и B4 — векторы 
порядка ω) с вероятностью, близкой к 1, будут при-
надлежать различным подгруппам и составят че-
тырехмерный генератор подгруппы Γ4, т. е. систе-
му образующих, состоящую из четырех различ-
ных векторов порядка p. При некоторых степенях 

i, j, h и u выполняется 
2

1 3 42 .ji h up
E E EEY G G G G

ω

=     
Это соотношение лежит в основе следующего ал-
горитма.

1. Вычислить значения 
2

1 1 2
jip

E EV Y G G

ω
−−=    для 

всех i ≤ p и j ≤ p и запомнить их в некотором мас-
сиве М1 (трудоемкость этого шага W1 равна p2 
операций возведения в степень). 

2. Упорядочить массив М1 по значениям V1 
(трудоемкость этого шага равна W2 ≈ p2log2p2 опе-
раций сравнения). 

3. Последовательно для h = 0, 1, 2, …, p и u = 0, 
1, 2, …, p вычислять 2 3 4

h u
E EV G G=   и проверять, 

имеется ли такое значение в массиве M1, пока 
для некоторой пары значений h = h0 и u = u0 не бу-
дет получено значение 0 0

2 3 4,h u
E EV G G=   присут-

ствующее в M1 как значение 
2

0 0
1 1 2 ,i jp

E EV Y G G

ω
− −=    

соответствующее некоторым показателям степе-
ней i = i0 и j = j0 (трудоемкость этого шага равна 
W3 ≤ O(p2log2p2) операций сравнения и O(p2) опе-
раций возведения в степень). 

В целом трудоемкость этого алгоритма рав-
на O(p2) операций возведения в степень. При зна-
чениях |p| ≥ 40 бит найти корни простой степе-
ни p в рассматриваемых нециклических груп-
пах вычислительно невозможно, поскольку это 
требует совершения более 280 операций возве-
дения в степень. После выполнения алгоритма 
имеем

2 0 0 0 0
1 2 3 4

0 0 0 02 2 2 2 2
1 2 3 4

0 0 0 02 2 2 2
1 2 3 4 .

i j h up
E E E E

i p j p h p u p p
p p p p p

i p j p h p u p
p p p p p

Y G G G G

B B B B Y

B B B B Y

ω

ω ω ω ω ω

ω ω ω ω

+

= =

= ⇒ =

=

  

  

     (2)

Легко видеть, что НОД (ω, ψ) = 1, где 2p
p

ωψ= +  — 

целое число, поэтому существует и легко вычис-
ляется значение t = ψ−1 mod ω. Из (2) получаем 
формулу для определения искомого корня

0 0 0 02 2 2 2
1 2 3 4

0 0 0 02 2 2 2
1 2 3 4 .

p
i t j t h t u t

p p p p t

i t j t h t u t
p p p p p t

Y B B B B Y

Y B B B B Y

ω ω ω ω

ω ω ω ω

    = ⇒    

⇒ =

   

      (3)

Завершающие вычисления по формулам (2) 
и (3) не влияют на полученную оценку трудоем-
кости алгоритма непосредственного вычисления 
корней. Формула (3) дает одно значение корня, 
все остальные корни из Y могут быть найдены пу-
тем умножения полученного корня 

p Y  на все 
корни из единичного вектора E. Это легко дока-
зывается. Очевидно, что все корни 

p Y  эквива-
лентны для рассмотренной ниже схемы ЭЦП, но 
это не критично для ее стойкости, поскольку их 
доля как элементов группы Γ составляет при ис-
пользуемых длинах простого числа p пренебре-
жимо малую величину, равную

4 4

7 3
1

1 1
.

( ) ( )
p p

p p p pΩ
= =

− −

Приведенные выше алгоритмы вычисления 
корня степени p легко записать и для общего слу-
чая µ-мерного циклического строения группы 
векторов и получить следующую формулу для 
сложности вычисления корня степени p:

 .W O p  (4)

Алгоритм электронной цифровой подписи
Рассмотренная выше нециклическая группа 

четырехмерных векторов может быть использо-
вана для построения алгоритмов ЭЦП, основан-
ных на сложности задачи нахождения корней 
большой простой степени k в конечных группах 
известного порядка. Для этой цели в качестве 
степени выбирается простое значение p такое, 
что |p ≥ 40 бит. Рассмотрим построение алгорит-
ма ЭЦП. В качестве секретного ключа использу-
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ется пара векторов X1 и X2 группы Γ таких, что 
их порядки равны ω(X1) = ωmax и ω(X2) = ωmax = 
= p2(p − 1). Генерация векторов X максимального 
порядка ωmax осуществляется следующим путем. 
Выбирается случайный вектор W такой, что�

2 1( ) ,p pW E− =  и для всех простых делителей δ чис-

ла ωmax вычисляется вектор 
2 1( )/ .p pV W δ−=  Если 

для всех δ выполняется V ≠ E, то W берется в ка-
честве X. 

Открытый ключ представляет собой пару че-
тырехмерных векторов, генерируемых по форму-
лам Y1 = X1

p и Y2 = X2
p. Необходимость использо-

вать в качестве открытого ключа два вектора Y1 
и Y2 связана с тем, что в силу правила их вычис-
ления их порядок равен 80-битовому (при |p = 
= 40 бит) значению ωY = p(p − 1). Последнее озна-
чает, что возведение одного открытого ключа, ис-
пользуемого в качестве одного из параметров про-
цедуры проверки подлинности ЭЦП, в степень, 
равную 160-битовому значению хэш-функции E, 
дает тот же результат, что и возведение этого 
ключа в степень, равную 80-битовому значению 
E�mod ωY. Чтобы устранить эффект урезания «эф-
фективной» длины хэш-функции, в приводимой 
ниже схеме ЭЦП используются два вектора в ка-
честве открытого ключа, а значение E представ-
ляется в виде конкатенации двух 80-битовых зна-
чений e1 и e2, используемых при верификации 
ЭЦП как степени, в которые возводятся откры-
тые ключи Y1 и Y2 соответственно. 

Процедура генерации ЭЦП состоит в следую-
щем. 

1. Выбирается случайный элемент T группы Γ 
такой, что ω(T) ≥ p2.

2. Вычисляется значение R = Tp.
3. Вычисляется значение хэш-функции FH от 

подписываемого документа M, к которому пред-
варительно присоединяются координаты r1, r2, r3 
и r4 элемента R: E = FH�(M||r1||r2||r3||r4), где || — опе-
рация конкатенации. Значение E является пер-
вым элементом ЭЦП. Пусть, например, размер E 
равен 160 бит. Значение E представляется в виде 
конкатенации двух 80-битовых чисел: E�=�e1||e2.

4. Вычисляется второй элемент ЭЦП: 1 2
1 2 .e eS T X X=  

 1 2
1 2 .e eS T X X=  
Сформированная ЭЦП (E, S) включает два эле-

мента, первый из которых является числом, а вто-
рой — элементом группы Γ, т. е. четырехмерным 
вектором. Проверка подлинности ЭЦП осуществ-
ляется следующим образом.

1. Вычисляется значение 1 2
1 2 .e e pR Y Y Sω ω− −′=  

2. Вычисляется значение хэш-функции E′ = 
= FH�(M||r′1||r′2||r′3||r′4), где r′1, r′2, r′3 и r′4 — коорди-
наты вектора R′ ∈ Γ.

3. Сравниваются значения E и E′. Если E = E′, 
то ЭЦП признается подлинной.

Стойкость данного алгоритма ЭЦП определя-
ется сложностью задачи извлечения корней, рас-
смотренной выше.

Сопоставление с известными алгоритмами

Сравнительная оценка производительности 
различных алгоритмов ЭЦП в случае уровня без-
опасности, равного 280 операциям возведения 
в степень, представлена в табл. 3. 

Алгоритм ГОСТ Р 34.10-94 основан на сложно-
сти дискретного логарифмирования в конечном 
простом поле, алгоритмы ГОСТ Р 34.10-2001 
и ECDSA — на сложности дискретного логариф-
мирования в конечной группе точек эллиптиче-
ской кривой (ЭК), а предложенный — на основе 
сложности задачи извлечения корней в нецикли-
ческих группах, рассмотренных в данной статье. 
Более высокая производительность предложен-
ного алгоритма обеспечивается тем, что в нем вы-
числения выполняются над элементами суще-
ственно меньшего размера по сравнению с пер-
вым алгоритмом, а групповая операция свободна 
от операции инверсии, которая присутствует как 
составная часть в операции сложения точек ЭК. 

Заключение

Для синтеза алгоритмов ЭЦП, основанных на 
вычислительной сложности задачи нахождения 
корней большой простой степени в конечных 
группах известного порядка, предложены неци-
клические конечные группы четырехмерных 
векторов, координатами которых являются эле-
менты кольца вычетов по модулю, равному ква-
драту простого числа p. Получена формула, выра-
жающая порядок группы через значение p. Пред-
ставлена схема ЭЦП, обладающая существенно 
более высокой производительностью по сравне-
нию с известными алгоритмами ЭЦП. 

Работа поддержана грантом РФФИ № 08-07-
00096-а.

Таблица 3. � � Сравнение� производительности� алго-
ритмов�ЭЦП

Алгоритм ЭЦП
Размер 

ЭЦП, бит
Размер 
ОК, бит

Производи-
тельность, 

отн. ед.

ГОСТ Р 34.10-94 320* 1024 1

ГОСТ Р 34.10-2001 320* 320* 3,5

ECDSA 320 320 3,5

Предложенный 
(|p| ≈ 40 бит)

480 640 10

* В спецификации стандартов рекомендуются размеры 
значений ЭЦП и открытого ключа (ОК), превышающие 
320 бит, что дает стойкость более 280.
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ниванию. В ней рассмотрены оценки максимального правдоподобия, марков-
ские, байесовские, квадратические, модульные и степенные оценки, а также 
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Глава III описывает принципы эвристического оценивания, основанные на 
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ческие средние, линейные, квазилинейные, а также разностные квазилинейные и нелинейные оценки.

В Главе IV рассматриваются диагностические методы получения оценок, основанные на применении 
алгебраических инвариантов. Наличие алгебраических инвариантов позволяет осуществить отбраковку 
искаженных измерений методами технической диагностики по минимальному или максимальному рас-
согласованию. Алгоритмы оценивания скалярной величины по трем измерениям сведены в таблицу, 
в которой отражено более семидесяти различных оценок.

Глава V касается применения средних оценок для фильтрации сигналов. Охарактеризован принцип 
использования «гладкости» сигналов для борьбы с погрешностями, применение которого приводит 
к фильтрам с конечной памятью. Описаны медианные и диагностические фильтры, приведен пример 
фильтрации навигационной информации.

В Приложения вынесены современная терминология по характеристикам точности, соотношение 
между неопределенностями и характеристиками погрешности, а также статистические свойства получа-
емых оценок.
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Рассмотрены возможности применения энтропийных характеристик ЭЭГсигнала, вычисляемых во времен
ной области, в задаче автоматического распознавания стадий анестезии. Обсуждаются методики вычисления 
условной и аппроксимированной энтропии, вопросы выбора информативных параметров, а также результаты 
их анализа для нескольких состояний, связанных с применением анестезирующих средств и отличающихся 
уровнями активности головного мозга.

Ключевые слова — энтропийные методы исследования, условная энтропия Шеннона, энтропия Колмогоро
ва, автоматический анализ ЭЭГсигнала, распознавание стадий наркоза.

Введение

Решение задачи автоматического анализа глу-
бины наркоза по сигналу электроэнцефалограммы 
(ЭЭГ) в настоящее время, безусловно, актуально, 
так как способствует более точной оценке текуще-
го физиологического состояния пациента и дает 
возможность адекватно управлять процессом ане-
стезии. Как известно, изменение уровня функцио-
нальной активности головного мозга вызывает ха-
рактерные изменения, наблюдаемые в ЭЭГ-сигнале 
[1]. Высокий уровень активности мозга связан с по-
вышением автономной активности отдельных ней-
ронов. Это, в свою очередь, вызывает выраженную 
десинхронизацию в их работе и сопровождается 
шумоподобным ЭЭГ-сигналом. При снижении сте-
пени функциональной активности повышается 
уровень синхронизации нейронов во времени, что 
отражается на ЭЭГ появлением регулярных низ-
кочастотных колебаний достаточно высокой ам-
плитуды. Это состояние, характерное для стадии 
глубокого наркоза, соответствует меньшей инфор-
мационной содержательности процессов суммар-
ной электрической активности головного мозга.

Такое представление об особенностях ЭЭГ-
сигнала, связанных с разными уровнями актив-

ности головного мозга, позволяет исследовать це-
лый комплекс временных и частотных методов, 
предназначенных для анализа сложных сигна-
лов, содержащих детерминированные, стохасти-
ческие и хаотические компоненты. В качестве ма-
тематической модели ЭЭГ-сигнала в разных ста-
диях наркоза можно рассматривать временной 
ряд, заданный последовательностью дискретных 
отсчетов, в котором степень регулярности нахо-
дится в прямой зависимости от текущего уровня 
активности головного мозга. Наиболее адекват-
ными данной модели являются методы анализа 
биосигнала, основанные на исследовании инфор-
мационных характеристик, в частности, на оцен-
ке энтропийных параметров.

Методы вычисления  
энтропийных характеристик

Энтропия связана с оценкой степени беспоряд-
ка (хаотичности) в динамической системе и мо-
жет быть использована для анализа сложности 
(непредсказуемости) ЭЭГ-сигнала и распознава-
ния состояний, сопровождающих процесс ане-
стезии: до начала подачи наркоза, глубокий нар-
коз, выход из наркоза, стадия окончательного 
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пробуждения. В случае полностью регулярного 
и предсказуемого ЭЭГ-сигнала, характерного для 
состояния глубокого наркоза, энтропия имеет 
малое значение. В состоянии же высокой актив-
ности головного мозга ЭЭГ-сигнал характеризу-
ется большой сложностью и имеет более высокие 
значения энтропии.

Существуют различные способы вычисления 
энтропии сигнала, которые применимы для реше-
ния задач автоматического анализа ЭЭГ. Во времен-
ной области рассматривают, например, энтропию 
Шеннона или аппроксимированную энтропию (аp-
proximate entropy) [2–4]. В частотной области мо-
жет быть вычислена спектральная энтропия, ко-
торая позволяет оценивать вклад в энтропию 
спектральных составляющих ЭЭГ-сигнала в об-
ласти выбранного частотного диапазона [5]. В на-
стоящей работе в целях определения глубины 
наркоза исследуются возможности применения па-
раметров условной энтропии и энтропии Колмого-
рова, которые могут быть вычислены в процессе ав-
томатического анализа фрагментов ЭЭГ-сигнала.

Первый способ анализа степени регулярности 
дискретных сигналов во временной области осно-
ван на вычислении условной энтропии. Эта ха-
рактеристика в среднем оценивает потерю инфор-
мации, связанную с появлением последнего сим-
вола в цепочке длиной L при условии получения 
всей подцепочки предшествующих символов дли-
ной L – 1. В начале вычислений задаются два па-
раметра: L — длина последовательности отчетов, 
ξ — число интервальных оценок дискретных от-
счетов сигнала {x(i)}, i = 1, 2, ..., N в диапазоне 
{xmin, xmax}. Процедура нахождения этого пока-
зателя предполагает выполнение следующей по-
следовательности шагов.

1. Формирование для заданной выборки от-
счетов {x(i)}, i= 1, 2, ..., N множества (L – 1)-мер-
ных последовательностей:

{ }1 1 2( ) ( ), ( ), , ( ) ,LX i x i x i x i L− = + + −…  

1 2 2, , , ( ),i N L= − +…

где N — длина выборки.
2. Представление их в виде цепочек символов 

вида

1( ),LZ i−  1 2 2, , , ( ),i N L= − +…

получаемых посредством операций квантования 
и кодирования элементами из произвольного ал-
фавита A = {ap}, p = 1, ..., ξ. Величина ξ определя-
ется числом уровней квантования сигнала (обыч-
но ξ = 6 ... 8).

3. Вычисление значения безусловной энтропии:

1 1
1

1( ) log ,L L
L

E L p p− −
−

− =−∑
где pL – 1 — вероятность появления конкретной 
цепочки событий длиной L – 1 (в практических 

расчетах оценкой вероятности является частота 
попадания цепочек символов в соответствующую 
ячейку фазового пространства).

4. Переход к оценке энтропии для L-точечных 
последовательностей. Повторение шагов 1–3 для 
выборок отсчетов длиной L. В результате выполне-
ния этих преобразований формируется множество

{ }1 1( ) ( ), ( ), , ( ) ,LX i x i x i x i L= + + −…  
1 2 1, , , ( ),i N L= − +…

и после представления дискретных последова-
тельностей в виде цепочек символов длиной L вы-
числяется соответствующая оценка безусловной 
энтропии ( ) log .L L

L
E L p p=−∑

5. Вычисление величины условной энтропии 
E(L/L – 1) в виде приращения, получаемого безу-
словной энтропией E(L) при переходе от последо-
вательности событий длиной (L�–�1) к последова-
тельности длиной L:

1 1
1

1 1( / ) ( ) ( )

log log .L L L L
L L

E L L E L E L

p p p p− −
−

− = − − =

=− +∑ ∑

Этот показатель является эффективным ин-
дикатором появления последовательностей с хао-
тическими свойствами [6], что может быть ис-
пользовано и при решении задачи анализа ЭЭГ 
в условиях анестезии. Условная энтропия стре-
мится к нулю с увеличением L для процессов 
с выраженной регулярной составляющей и при-
нимает постоянное положительное значение для 
чисто случайных процессов.

Второй способ основан на вычислении и ана-
лизе приближенной оценки энтропии Колмого-
рова (K-энтропии), что позволяет исследовать 
свойства ЭЭГ-сигнала с позиций теории нелиней-
ной динамики. В качестве меры хаотичности ди-
скретного сигнала в работе [3] предложено исполь-
зовать аппроксимированную энтропию (ApEn). 
Эта характеристика применима для анализа по-
следовательностей конечной длины, что делает 
возможным реализацию обработки ЭЭГ-сигнала 
в режиме непрерывного контроля состояния па-
циента. Процедура вычисления ApEn, а также 
исследование ее свойств подробно описаны в ра-
ботах [7, 8].

Методику вычисления этой характеристики 
коротко можно представить следующим образом. 
Задаются значения двух параметров:�m — длины 
анализируемых последовательностей отсчетов 
(m = 2) и r — величины порога, определяющего раз-
меры ячеек фазового пространства (r = 0,2 ⋅ SDx, 
где SDx — стандартное отклонение исходной вы-
борки данных). Для дискретного сигнала {x(i)}, 
i = 1, 2, ..., N осуществляются следующие преоб-
разования.
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1. Формируются последовательности длиной m 

1 1
1 1

( ) [ ( ), ( ), , ( )],
, , ( ).

X i x i x i x i m

i N m

= + + −
= − +

…
…

2. Определяется расстояние между X(i) и X(j) 
в виде 

0 1,..., ( )
[ ( ), ( )] max ( ) ( ) .

k m
d X i X j x i k x j k

= −
 = + − + 

3. Вычисляется 1( ) ( ) /( )m m
rÑ i N i N m= − + , где 

Nm(i)� —� количество значений d[(X(i),� X(j)], удо-
влетворяющих условию d[X(i), X(j)] ≤ r(j = 1, ..., 
(N�–�m + 1)).

4. Находится 
1

1

1
1

( ) ln ( ).
N m

m m
r

i
r C i

N m
θ

− +

=
=

− + ∑
5. Значение m�увеличивается на 1, повторяют-

ся шаги 1–4 и находятся значения 1 1( ), ( ).m m
rC i rθ+ +

1 1( ), ( ).m m
rC i rθ+ +

6. Находится оценка ApEn(m) = [θm(r) – 
– θm + 1(r)].

Как следует из пп. 2, 3 и 4, процедура вычис-
лений реализует адаптивный механизм форми-
рования ячеек фазового пространства. Это свой-
ство аппроксимированной энтропии принципи-
ально отличает ее от условной энтропии. Показа-
но, что аппроксимированная энтропия примени-
ма как для распознавания регулярных (детерми-
нированных) и стохастических сигналов, так 
и для анализа детерминированных хаотических 
процессов [3]. Показатель ApEn(2) отражает сте-
пень сложности сигнала: чем выше его регуляр-
ность, тем меньше значение этой величины. Бо-
лее полное представление о свойствах сигнала 
можно получить при анализе ряда значений 
ApEn(m), m = 1, ..., 6 [7, 8].

Анализ параметров энтропии ЭЭГ-сигнала 
в разных стадиях анестезии

Рассмотренные выше энтропийные характе-
ристики применялись для анализа свойств ЭЭГ-
сигнала в разных стадиях анестезии и оценки 
возможности распознавания стадии глубокого 
наркоза.

На рис. 1, а—г показаны четыре фрагмента 
ЭЭГ-сигнала, зарегистрированного на одном па-
циенте в разных стадиях проводимой анестезии. 
Частота дискретизации ЭЭГ-сигнала составляет 
500 Гц, длительность фрагментов — 10 с. Для 
этих сигналов рассчитаны рассмотренные выше 
энтропийные показатели, причем длительность 
анализируемых фрагментов выбрана равной 5 с. 

Пример расчета условной энтропии при за-
данном числе уровней квантования отсчетов сиг-
нала x(i) в диапазоне (xmin, xmax), равном 6, при-
веден на рис. 2, I, а—г; рис. 2, II, а—г иллюстри-
рует результат вычисления аппроксимированной 
энтропии при значении r = 0,2 ⋅ SDx. Как видно из 
рисунков, в начальной области изменения пара-

метров L и m кривые имеют явные отличия при 
разных функциональных состояниях головного 
мозга.

В качестве параметров оценивания уровня 
анестезии выбраны E(L/L – 1), L = 3 и ApEn(m), 
m = 2, т. е. значения условной и аппроксимирован-
ной энтропии, вычисляемые для коротких после-
довательностей отсчетов ЭЭГ при увеличении дли-
ны анализируемых выборок от 2 до 3 отсчетов.

Этот выбор обусловлен в первую очередь тем, 
что при анализе выборок большой длины возрас-
тает число одиночных последовательностей, и из-
за их нулевого вклада в оцениваемые показатели 
энтропии возникает эффект ложной регулярно-
сти сигнала. При выбранных значениях L = 3 
и m = 2 надежность показателей энтропии значи-
тельно выше. Как следует из анализа численных 
значений энтропийных характеристик (см. рис. 2), 
оцениваемые параметры более чем в 2 раза умень-
шают свои значения при переходе от активного 
состояния к стадии глубокого наркоза. Кроме 
того, выход из наркоза и переход к окончательно-
му пробуждению сопровождается постепенным 
возрастанием значений E(3/2) и ApEn(2).

Для приведения показателей энтропии к шка-
ле (0–100) предлагается использовать нормиров-
ку по величине абсолютной энтропии: E(L/L – 1), 
L = 1 и ApEn(m), m = 0 для условной и аппрокси-
мированной энтропии соответственно. В этом 
случае следует ожидать значений энтропии, близ-
ких к 100, для сигнала ЭЭГ, зарегистрированного 

Рис. 1. �� Фрагменты� ЭЭГ-сигнала� при� разных� ста-
диях�анестезии:�а —�до�начала�анестезии;�
б —�глубокий�наркоз;�в —�выход�из�анесте-
зии;�г —�окончательное�пробуждение
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Рис. 2. �� Условная�E(L/L�− 1)�(I)�и�аппроксимированная�ApEn(m) (II)�энтропия�для�двух�фрагментов�сигналов�
ЭЭГ,�соответствующих�разным�стадиям�анестезии:�а —�до�начала�анестезии;�б —�глубокий�наркоз;�
в —�выход�из�наркоза;�г —�пробуждение�
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до начала анестезии и в стадии полного пробуж-
дения. При глубоком наркозе, очевидно, энтро-
пийные показатели будут иметь довольно малые 
значения. 

Результаты вычисления этих показателей для 
выборки ЭЭГ-сигналов (64 реализации длиной 5 с 
каждая), зарегистрированных у восьми пациен-
тов в 4 стадиях анестезии, представлены на рис. 3 
в графическом виде как разброс точек на верти-
кальных линиях. Каждая точка — это результат 
вычисления энтропийной характеристики для 
одной 5-секундной реализации ЭЭГ, зарегистри-
рованной у пациента во время проведения опера-
ции в одной из четырех стадий анестезии. Точеч-
ные оценки условной и аппроксимированной эн-
тропии отображены на графике в удобной для 
восприятия шкале (0–100). Как видно из рисун-
ка, на линиях 1 и 2 образованы слабопересекаю-
щиеся множества объектов для условной и непе-
ресекающиеся — для аппроксимированной эн-
тропии. Очевидно, что при пороговом значении 
величины аппроксимированной энтропии на 
уровне 0,45 можно для исследуемой выборки дан-
ных решить задачу распознавания стадии глубо-
кого наркоза. Стадии 3 и 4 образуют группы то-
чек, занимающие промежуточное между состоя-
ниями 1 и 2 положение, что соответствует суще-
ствующему представлению о процессе выхода из 
наркоза. 

Сравнение эффективности рассмотренных 
способов вычисления показателей энтропии про-
водилось путем нахождения величины относи-
тельного разброса их нормированных значений 
для двух следующих друг за другом состояний 
(1 → 2, 2 → 3, 3 → 4). В качестве показателя эф-
фективности выбран критерий J, широко исполь-
зуемый в теории линейного дискриминантного 
анализа при решении задач распознавания клас-

Рис. 3. �� Отображение� параметров� условной� (а)�
и�аппроксимированной�(б)�энтропии�на�на-
правления� i,� соответствующие� четырем�
состояниям�анестезии:�1�—�до�начала�ане-
стезии;�2�—�глубокий�наркоз;�3�—�выход�из�
наркоза;�4�—�окончательное�пробуждение

сов объектов. Данный критерий принимает мак-
симальное значение в условиях наилучшей клас-
сификации двух состояний и определяется в виде

2
1

1 2 2
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, ,i i
i i

i i

m m
J

s s
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где mi и mi�+ 1 — средние значения вычисляемого 
параметра энтропии для двух смежных состоя-
ний анестезии i и i�+ 1; 2 2( )i is y m= −∑  — величи-
на разброса для спроецированных на ось реше-
ний выборок y; 2 2

1i is s ++   — полный разброс вну-
три классов.

Всего в ходе эксперимента были проанализиро-
ваны ЭЭГ 31 пациента. Сигналы ЭЭГ зарегистри-
рованы во время проведения операций и иденти-
фицированы в соответствии со стадиями прово-
димой анестезии. В таблице представлены значе-
ния показателя Ji, i�+ 1, i = 1, 2, 3, полученные в ре-
зультате обработки 124 реализаций ЭЭГ длитель-
ностью 10 с каждая. 

Оценка энтропийных параметров проводилась 
по коротким 5-секундным фрагментам ЭЭГ-
сигнала для двух смежных состояний: 1, 2 — до 
начала анестезии, глубокий наркоз; 2, 3 — глубо-
кий наркоз, выход из анестезии; 3, 4 — выход из 
анестезии, полное пробуждение.

Как следует из анализа данных, приведенных 
в таблице, метод оценки аппроксимированной 
энтропии предпочтителен при распознавании 
двух альтернативных состояний: до начала ане-
стезии (1) и глубокий наркоз (2). Параметр 
ApEn(2)/ApEn(0) отличается бо′льшим по сравне-
нию с E(3/2)/E(1) значением J1, 2. В то же время 
метод оценки условной энтропии имеет неболь-
шое преимущество по показателю J3, 4.

Заключение

Полученные результаты свидетельствуют о воз-
можности распознавания по вычисляемым во вре-
менной области энтропийным характеристикам 
двух уровней функциональной активности голов-
ного мозга: высокая степень активности и глубо-
кий наркоз. Это дает основу для дальнейшего ис-

Оценка� показателя� разброса� энтропийных� пара-��
метров

Метод оценки
Параметр 
энтропии

Показатели разброса 
Ji, i�+ 1, i = 1, 2, 3

J1, 2 J2, 3 J3, 4

Условная 
энтропия

E(3/2)/E(1) 2,85 0,77 0,54

Аппроксими-
рованная 
энтропия

ApEn(2)/ApEn(0) 3,07 0,78 0,47



ИНФОРМАЦИОННОУПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 3, 201074

УПРАВЛЕНИЕ В МЕдИЦИНЕ И бИОЛОгИИ

следования энтропийного подхода в задаче распо-
знавания стадий анестезии. Экспериментальный 
анализ рассмотренных в работе методов на пред-
ставительной выборке ЭЭГ-сигналов позволит по-
лучить надежные оценки их эффективности, 
скорректировать оцениваемые показатели энтро-
пии и выработать рекомендации по их использо-

ванию в задаче распознавания стадий наркоза 
в режиме непрерывного контроля состояния па-
циента.

Работа выполнялась при финансовой поддерж-
ке РФФИ (гранты: 09-01-00501, 10-01-00604) и Фе-
дерального агентства по науке и инновациям (гос-
контракт от 10.03.09 г. № 02.522.11.2020).
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система прОизвОдственнОгО планирОвания  
с испОльзОванием банка аналитических мОделей

В. О. Новицкий, 
канд. техн. наук, доцент 
Московский государственный университет пищевых производств

Предлагается методика моделирования бизнеспроцессов производственноресурсного планирования на 
основе создания банка аналитических моделей и использования его для систем управления одного из больших 
и важных классов предприятий агропромышленного комплекса — предприятий по хранению и переработке 
зерна. Проводится систематизация функций и задач управления. Приводятся фрагменты банка моделей оптими
зационных задач планирования для зерновых и перерабатывающих компаний.

Ключевые слова — система управления, производственноресурсное планирование, математическая мо
дель, оптимизация, банк моделей, критерий, зерновые и зерноперерабатывающие компании.

Введение
В настоящее время на многих промышленных 

предприятиях относительно высокая степень ме-
ханизации и автоматизации технологических про-
цессов соседствует с недостаточной управляемо-
стью на уровне производственно-хозяйственной 
деятельности, что является большим недостатком 
в современных условиях конкурентной рыночной 
среды. Вместе с тем предприятия, работающие 
в различных секторах российской экономики, 
имеют много общих технологических, финансово-
экономических, управленческих и других харак-
теристик. Ввиду большой значимости сырья и его 
высокой доли в себестоимости продукции одной из 
основных функций управления для многих кла-
стеров предприятий является планирование сы-
рьевых ресурсов в производстве и торговле. В це-
лях повышения эффективности управления пред-
лагается для данных предприятий сформировать 
банки типовых моделей (БМ) бизнес-процессов 
(БП) производственно-ресурсного планирования 
и использовать его в составе подсистем поддержки 
принятия решений в качестве интеллектуальных 
компонентов корпоративных автоматизированных 
информационных систем управления (КАИСУ). 

Анализ основных бизнес-процессов  
в системах управления 
зерноперерабатывающих компаний

Одним из важнейших для России является 
сектор агропромышленного комплекса по хране-

нию и переработке зерна, имеющий огромный 
потенциал и во многом определяющий продо-
вольственную безопасность страны.

К группе предприятий этой отрасли относятся 
зерновые компании (с какими-либо из функций 
производства, хранения зерна и зернопродуктов, 
торговли на внутреннем и внешнем рынках), эле-
ваторы и зерновые терминалы, мукомольные, кру-
пяные и комбикормовые заводы, семенные, куку-
рузокалибровочные и маслозаводы и др., а также 
предприятия, включающие комбинации выше-
указанных производств (так называемые комби-
наты хлебопродуктов), работающие с зерновыми, 
зернобобовыми и масличными культурами [1].

Понятие БП включает не только организа-
ционно-экономическую, но и производственную 
составляющую бизнеса, что является принципи-
альным для системы управления (СУ) зернопере-
рабатывающей компанией (ЗПК). Бизнес-процесс 
для ЗПК — это совокупность операций, направ-
ленных на формирование товарных партий и вы-
работку продукции из зерна и оказание услуг по 
его хранению, переработке и реализации потре-
бителям. 

Таким образом, процесс управления мы рас-
сматриваем как совокупность циклических дей-
ствий, связанных с выявлением проблем, поис-
ком и организацией выполнения принятых ре-
шений на двух уровнях [2, 3]:

— производственных (или технологических) 
БП;
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— административных БП, выполняющих роль 
иерархической надстройки к управлению произ-
водственными процессами.

Функции управления в системах данного типа 
предприятий можно наглядно представить в виде 
пространства БП (рисунок).

Для реализации управления как интегратив-
ного свойства СУ ей необходимы ресурсы, кото-
рые, будучи ограничены, должны быть распреде-
лены эффективным образом. С этих позиций 
управление есть распределение ресурсов [4].

Чем большее число производственно-хозяйст-
венных элементов и связей бизнеса задейство-
вано в интегрированной бизнес-системе, тем боль-
ше в ней реализуется интегративных свойств, ко-
торые проявляются в виде снижения себестои-
мости, потенциала продвижения продукции на 
рынках, обновления активов, инноваций и др. 
На этой системной закономерности целостности 
базируются холдинговые структуры, обеспечи-
вающие высокую конкурентоспособность пред-
приятий. Управляющие компании в создаваемой 
иерархической структуре берут на себя и центра-
лизуют многие функции управления и таким об-
разом уменьшают число степеней свободы, повы-
шая устойчивость системы в целом.

С другой стороны, множество БП зерноперера-
батывающего холдинга только тогда являются 
системой, когда они работают в соответствии с за-

данной иерархической структурой целей, имеют 
определенные рациональные взаимосвязи и ре-
активны к возмущениям из надсистем. Все это 
может обеспечить только эффективно выстроен-
ная система управления компанией, охватываю-
щая весь цикл функций, включающий сбор ин-
формации, учет, контроль, планирование, регу-
лирование, прогнозирование, организацию и ко-
ординацию производственно-хозяйственных про-
цессов и операций, стратегическое (целевое) 
управление [5].

Бизнес-процесс может быть описан математи-
ческой моделью — функционалом и множеством 
ограничений. Это является условием для поста-
новки задач управления предприятием.

Общая постановка задачи

С учетом статических и динамических задач 
цикла функций управления на пространстве про-
изводственных и бизнес-процессов необходимо на 
основе разработанной методологии их исследова-
ния и моделирования создать комплексную инте-
грированную СУ производством для класса пред-
приятий (например, ЗПК), которая базируется на 
принципах системного подхода и отвечает следу-
ющим основным требованиям: многоцелевой по-
иск; открытость; наличие единого комплекса 
оптимизационных моделей задач управления 

Классификация�и�пространство�БП�в�ЗПК�� :�МТС�—�материально-технические�средства;�ОС�—�основные�сред-
ства;�МЗ�—�мукомольный�завод;�ККЗ�—�комбикормовый�завод
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(БМ); охват всех видов производств данного клас-
са предприятий; скоординированность решения 
задач; интегрированность в структуру современ-
ной КАИСУ ЗПК, которая представляет собой 
интегрированную систему, включающую множе-
ство различных функциональных компонентов 
разных уровней управления.

Основные используемые взаимосвязанные си-
стемные категории: 〈цели〉 ↔ 〈стратегии〉 ↔ 〈ре-
сурсы〉. Таким образом, разрабатываемый БМ для 
СУ ЗПК представляет собой комплекс математи-
ческих моделей выбора и распределения ресурсов 
для всех видов производственной деятельности 
ЗПК, образующих основную логистическую це-
почку: закупка сырья — производство — реали-
зация и отгрузка продукции.

Банк аналитических моделей для СУ ЗПК

Банк моделей предназначен для накопления 
и использования модельных решений и синтеза 
систем управления ЗПК. Он позволяет использо-
вать заранее подготовленные формальные мате-
матические модели и базы данных классифика-
торов как типовые компоненты для решения про-
блемных задач; из типовых компонентов на логи-
ческом уровне конструировать СУ для ЗПК; ис-
следовать возможное поведение систем при раз-
личных стратегиях в различных условиях функ-
ционирования и развития. Из типовых компо-
нентов БМ формируются модельные агрегаты, на 
основе которых реализуются соответствующие 
системы управления. Агрегат представляет со-
бой унифицированную модель для описания 
функционирования разнородных элементов си-

стемы. Поэтому динамика большой, сложной СУ 
раскрывается через динамику взаимосвязанных 
между собой агрегативных моделей компонентов 
[6]. Интегративные свойства систем при агреги-
ровании модельных компонентов отражаются 
в результатах поиска управленческих решений. 
В процессе проведения исследований и развития 
СУ банк моделей ЗПК пополняется новыми моде-
лями, отражающими новые функции и свойства 
объектов [7].

В приведенных фрагментах БМ ЗПК сильные 
(целевые функции, табл. 1) и слабые (ограниче-
ния, табл. 2) критерии являются типовыми ком-
понентами. Для их описания использованы вы-
ражения векторной алгебры со следующими обо-
значениями: X — операционные массы партий 
сырья; C0, C — удельные начальные и конечные 
цены партий зерна; ΔC — маржинальные прибы-
ли по торговым сделкам с учетом затрат на до-
ставку, хранение и кредиты; ΔQ — нормирован-
ные отклонения показателей качества зерна от 
эталонов; Q — нормированные показатели каче-
ства сырья; ΔV — отклонения расчетных выходов 
продукции от базисных; ϕ� — функция расчета 
выходов продукции в зависимости от значений 
показателей качества; H — приведенные нормы 
ввода ценного сырья; K — компоненты (% от масс 
партий); T — сроки поступления сырья.

Одни и те же критерии в разных случаях, при 
разных стратегиях (целях) управления могут вы-
ступать как сильные или как слабые. Для этого 
иногда требуется внести в критерий некоторые 
модификации, например в виде устремления 
к минимуму модуля разности фактического 
и эталонного значений показателя (перевод огра-

Таблица 1. � �Фрагмент�банка�моделей�ЗПК�—�целевые�функции

№ 
п/п

f(X) → min Содержание
Вид критерия,  

упрощенный/полный
БП (задачи предметной области)

1 (C0, X) Стоимость сырья Линейная (Л) / целочис-
ленная линейная (ЦЛ) 

Закупки зерна
Расчет рецептов помольных смесей (ПС)
Расчет рецептов комбикормов (КК)
Планирование рецептов ПС и КК на период

2 –(C, X) Объем продаж Л / ЦЛ Торговля зерном

3 –(ΔC, X) Стоимость услуг 
Прибыль

Л / ЦЛ Планирование работ элеватора, МЗ
Торговля зерном 
Закупка зерна

4 (ΔC, X)
(C0, X)

Рентабельность Дробно-линейный/ЦЛ Торговля зерном
Закупка зерна

5 –(1,�Х) Распродажа остатков 
Крупность партий (смесей)

Л / ЦЛ Торговля зерном
Расчет рецептов ПС

6 (ΔQ, Х)
(1, Х)

Стабилизация качества 
смесей

Дробно-линейный /ЦЛ Расчет рецептов ПС
Планирование рецептов ПС на период

7 (Q, Х) Улучшение качества смесей Л / ЦЛ Расчет рецептов ПС
Расчет рецептов КК
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Таблица 2. � �Фрагмент�банка�моделей�ЗПК�—�ограничения

№ 
п/п

Ограничения Содержание Вид БП (задачи)

 Ограничения вида g�(X) ≤ 0

1 XΔQi�≥�0
       ___
i�= 1, I

Требования к качеству зерна
Требования к объему подработки 
(изменению качества)

Линейные
Закупка зерна
Торговля зерном
Планирование рецептов ПС и КК
Расчет рецептов ПС
Расчет рецептов КК
Планирование работы элеватора

2 XΔV ≥ 0
ΔV =�ϕ(Q)

Обеспечение расчетных выходов не 
ниже базисных (эталона)

Кусочно-
линейные

Закупка зерна для МЗ
Расчет рецептов ПС

3 g1(L, X)�≤�pв(L)

g1(L, X)�≥�pн(L)

Обеспечение плана по выпуску 
продукции, продажам, услугам 
в объеме и ассортименте (L)

Линейные Закупка зерна
Расчет рецептов ПС
Расчет рецептов КК
Планирование рецептов ПС и КК
Планирование работы элеватора и МЗ
Торговля зерном (купля-продажа)

4 g2(K, X)�≤�X Сумма частей не больше целого (по 
массе)

Линейные Планирование рецептов ПС и КК 
Торговля зерном
Закупка зерна

5 g3(H, X)�≤�0 Нормы ввода ценного сырья Линейные Планирование рецептов ПС и КК 
Закупка сырья

6 ΔC�≥�b Нижний предел маржинальной 
прибыли

Линейные Торговля зерном 

7 g4(X)�≤�d
g4(X)�=�(q(X), 1)

q(X)�=�{0; 1}

Число компонентов (отпускных 
силосов, дозаторов)

Нелинейные 
(релейные)

Расчет рецептов ПС

Ограничения вида h(X) = 0

8 h1(T, X)�=�0 Использование сырья планируемо-
го поступления

Линейные Планирование рецептов ПС и КК

9 ∃n∈N�|
h2(X)�=�nW

Объем сделки кратен вместимости 
вагона для различных культур (W)

Целочисленно-
линейные

Торговля зерном
Закупка сырья (завоз вагонами)

ничения в вид целевой функции для достижения 
цели стабилизации процесса).

В СУ ЗПК многие БП связаны между собой, 
например: закупка зерна и расчет рецептов [7], 
закупка зерна и планирование работы элеватора 
(прием, размещение, обработка, хранение зерна), 
расчет рецептов товарных партий и торговля зер-
ном и др.

Реализации модельных компонентов на логи-
ческом уровне для различных интеллектуаль-
ных подсистем КАИСУ ЗПК описаны в многочис-
ленных сборниках научных трудов МГУПП, 
Международной промышленной академии (МПА) 
и СПбГТУ. В частности для подсистемы плани-
рования зерновых ресурсов мукомольного произ-
водства описание математических моделей БП за-
купки зерна, расчета рецептов ПС и пла нирования 
рецептов на период можно найти в работе [8]. По-
лученные модели идентифицируются в процессе 
адаптации на объектах внедрения, и на их основе 
вместе с интерфейсом учетных систем синтезиру-
ются готовые програм мные модули.

Заключение

Банк аналитических моделей, формируемый 
на основе типовых модельных компонентов — 
сильных и слабых критериев, является эффек-
тивным инструментом проектирования и эксплу-
атации автоматизированных систем управления 
для предприятий зерноперерабатывающей отрас-
ли промышленности. БМ используется в системе 
поддержки принятия решений (СППР) для реше-
ния задач оптимального планирования и много-
критериального выбора управленческих решений 
для ЗПК. Предлагаемый подход позволяет снизить 
затраты на разработку, адаптацию и внедрение ин-
теллектуальных компонентов КАИСУ в зерновом 
секторе агропромышленного комплекса России. 
Подсистема планирования зерновых ресурсов му-
комольного производства, наряду с СППР по тор-
говле зерном, внедрена на ряде ведущих ЗПК Цен-
трального и Южного Федеральных округов и на-
граждена 2-й премией на VIII съезде мукомольных 
и крупяных предприятий России (2008 г.). 
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Анализируются экономические предпосылки формирования рынка и важность этого процесса для деятель
ности предприятия. Предложена математическая модель формирования множества условных коалиций пред
приятий производственного и потребительского сегментов экономического пространства, формализовано 
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Введение

Рыночная система представляет собой общ-
ность экономических отношений, складываю-
щихся между определенными субъектами, по по-
воду совместного использования (купли или про-
дажи) каких-либо товаров или услуг.

Однако совокупное экономическое простран-
ство любого предприятия существенно шире. Его 
формируют все субъекты не только напрямую, но 
и косвенно связанные с использованием, управ-
лением, производством или потреблением опре-
деленных товаров и услуг. Так, деятельность не-
которого производителя может зависеть от дист-
рибьюторов, промоутеров и других предприя-
тий, не участвовавших в процессе создания това-
ра или услуги. 

Во внешней среде субъекта экономического 
пространства производятся различные по харак-
теристикам товары или услуги, и далеко не все из 
них совпадают по составу и значениям. При этом 
может возникать сложность рассмотрения их 
производителей как конкурентов и, следователь-
но, включения в состав единого рыночного про-
цесса. Например, товары «VIP» и «эконом» клас-
сов могут относиться к одной товарной группе, но 
иметь отличный друг от друга состав количе-
ственных и качественных характеристик.

В современной экономической литературе [1, 
2] часто выделяют различные условия возникно-
вения рынка. Они носят весьма общий характер 
и не дают представления о сущности этого про-
цесса.

В связи с этим необходимо формализовать ме-
ханизм формирования рынка, позволяющий чет-

ко определить границу внешней среды предприя-
тия. Разработка данной модели устранит неопре-
деленность и абстрактность в рассмотрении рын-
ка и создаст базис для анализа процессов на нем. 

Поэтому возникает потребность в исследова-
нии динамики состояния рынка в конкурентных 
условиях, и одним из основных инструментов 
этих исследований могут являться формализо-
ванные теоретико-игровые модели. 

Центральным элементом экономического про-
странства (1) будем рассматривать субъект рынка 
(B), т. е. предприятие, с позиции которого анали-
зируется рыночный процесс. Другими элемента-
ми являются предприятия-производители (Ppr), 
выпускающие некоторые товары и услуги для ре-
ализации, и предприятия-потребители (Ppt) дан-
ной продукции. 

Относительно центра они формируют опреде-
ленную внешнюю среду.

Тогда все экономическое пространство Е мож-
но описать:

 ; ; .pr ptE B P P=  (1)

В связи с этим можно поставить цель первого 
этапа моделирования процесса формирования 
рынка R и сформулировать ее в терминах теории 
игр — определить множество условных коали-
ций предприятий в экономическом пространстве 
субъекта.

Моделирование определения множества 
условных коалиций предприятий

Для решения задачи определения множества 
коалиций S применим подход [3–5], основанный 
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на использовании математического ожидания 
случайной величины вектора Шепли и позволяю-
щий на основании качественного описания эле-
ментов множества предприятий и использования 
ряда параметров экономического характера полу-
чить на множестве E конечное число коалиций S. 

На данном этапе необходимо найти наиболее 
целесообразные коалиции S� предприятий. Фак-
тически это задача определения структуры эко-
номического пространства субъекта. 

Глобально следует различать две подсистемы: 
множество производителей Ppr и множество по-
требителей�Ppt�. Основываясь на принципе деком-
позиции и на различии целей производителей 
множества Ppr и потребителей�множества Ppt, со-
став S следует рассматривать независимо для 
производителей и потребителей.

Таким образом, генеральную стратегию опре-
деления коалиций S�предлагается строить на общ-
ности признаков H�товаров или услуг участников 
экономического пространства. Будем считать, 
что субъект может оценить все свойства каждого 
предприятия с помощью вектора критериев

 1 2{ ,..., ,..., }.q z= K , K K KK  (2)

В связи с тем, что критерии K (2) могут иметь 
различную значимость и влияние на решение за-
дачи, следует рассмотреть следующие способы [6] 
определения множества коалиций предприятий 
в случае множества критериев: 

1) метод выбора альтернатив по обобщенному 
критерию при равнозначности заданных крите-
риев;

2) лексикографический метод в случае упоря-
доченности критериев по важности.

Первый возможный путь решения задачи — 
выбор альтернатив по обобщенному критерию 
максимина. 

Сущность модернизации заключается в ис-
пользовании для формирования коалиций ин-
тервальной оценки ζ.

Пусть каждому из критериев Kq (2) можно на 
основании экспертной информации поставить 
в соответствие множество оценок Hqj для всех 
предприятий (производителей или потребителей) 
из E. Количество критериев Kq во многом зависит 
от конкретных экономических условий и опреде-
ляется экспертно. Тогда можно утверждать, что 
каждому предприятию Pj соответствует оценка 
Hqj для каждого из введенных критериев Kq, и ал-
горитм состоит из следующих этапов.

1. Для каждого критерия вычислить макси-
мальную критериальную оценку по каждому из 
критериев:

1max maxq qjH  =  H , q = , z,

где z — число характеристик по Kq-му критерию.

2. Вычислить приведенные нормализованные 
оценки предприятия по критериям: 

*

max
.qj

qj
q

H
H  = 

H

3. Вычислить минимальную критериальную 
оценку для каждого предприятия:

*
min min .j qjH  = H

4. Сформировать коалиции S на основе вели-
чины степени сходства ζ предприятий:

а) задаются левая и правая границы степени 
сходства ζ1, ζ2 ∈ [0, 1], величины выбираются слу-
чайным образом с учетом ζ1 < ζ2;

b) коалиция Sy формируется из предприятий, 
для которых при заданных значениях степени 
сходства выполняется условие

ζ1 ≤ Hj min < ζ2;

c) изменяя значения левой ζ1 и правой ζ2 гра-
ниц степени сходства, можно получить множе-
ство коалиций S. 

Если поиск множества коалиций проводится 
по максимаксному принципу, то на третьем шаге 
необходимо вычислить величину Hjmax и исполь-
зовать ее в дальнейшем.

В общем случае поиск множества условных 
коалиций может быть затруднен, поскольку 
в различных практических задачах вес критери-
ев может быть разным или их значения могут 
быть противоречивы. Поэтому целесообразно 
данную процедуру строить по иерархическому 
принципу, т. е. установить некоторую упорядо-
ченность примененных критериев.

Предлагается применить метод поиска по лек-
сикографически упорядоченным критериям, что 
обеспечивает быстрый машинный выбор пер-
спективных вариантов коалиций. Сначала выде-
ляется множество предприятий с наилучшей 
оценкой по наиболее важному критерию, а затем 
выбираются те участники экономического про-
странства, которые имеют лучшую оценку по сле-
дующему критерию из упорядоченных по важно-
сти. Сущность предлагаемой модернизации за-
ключается в использовании уровня α для форми-
рования коалиций. Рассмотрим алгоритм, реа-
лизующий эту процедуру.

1. Критерии K (2) упорядочиваются по важно-
сти: K1, K2, K3 и т. д. 

2. Лицо, принимающее решение (ЛПР), назна-
чает уровень α ∈ [0, 1], для которого определяется 
множество лучших предприятий в соответствии 
с шагами:

а) определить нижнюю (н) и верхнюю (в) гра-
ницы α-уровневых подмножеств для оценки пред-
приятия по рассматриваемому критерию:
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í( â( ,) ) supinfqj qj
H   H   qj qj

H  = , H  = dd
α α≥ ≥

где d — значение оценки j-го предприятия Нqj для 
α-уровня;

b) для каждой пары предприятий j и j�+ 1 из P 
вычислить показатели взаимного превышения 
критериальных оценок ζНqj� Нqj� + 1(Нqj > Нqj� + 1) 
и ζНqj�+ 1Нqj(Нqj < Нqj�+ 1):

1

1â( ) â( )
â( ) í( )

;
qj qj+

qj qj+
H H

qj qj

H   H
= 

H   H
ζ

−

−

1

1í( ) í( )
 

â( ) í )
,

(qj+ qj

qj+ qj
H H

qj qj

H H
=

H   H
ζ

−

−

где Нqj, Нqj+1∈H;
c) вычислить показатели функции принад-

лежности µqj�j-го предприятия к множеству луч-
ших по q-критерию:

1 1
1 1

0 max max ., ,
, ,

sup

,
qj qj+ qj+ qj

qj qj+ qj qj+

qj

H H H H
H H H H H H

µ

ζ ζ
∈ ∈

= ×

     × −      

3. Если множество по рассматриваемому q-кри-
терию содержит не одну альтернативу с µqj ≥ α, то 
выбирается следующий критерий по важности 
и этапы п. 2 повторяются.

4. Изменяя значение уровня α, можно полу-
чить множество коалиций S.

Использование того или иного подхода к опре-
делению множества коалиций предприятий за-
висит от особенностей самого экономического 
пространства. В случаях, когда постановке зада-
чи заранее заданы дополнительные требования 
или ограничения, для выбора перспективных ва-
риантов целесообразно использовать лексикогра-
фический метод, так как именно он позволяет 
наиболее полно их учесть.

Каждый из представленных алгоритмов со-
держит определенную модернизацию, которая 
является новой по сравнению с базовой структу-
рой методов, лежащих в основе этих алгоритмов. 
Возможность изменений подтверждается прак-
тической реализацией их на ЭВМ в составе паке-
та прикладных программ выбора и распределе-
ния ресурсов [7].

В качестве ЛПР на всех этапах выступает 
субъект экономического пространства. Предло-
женные и применяемые им методы достаточно 
мобильны относительно качества оптимизирую-
щих параметров. Если условия постановки зада-
чи требуют повышения точности решения, то 
ЛПР может выделить дополнительные критерии.

Таким образом, экономическое пространство 
субъекта может быть представлено как два мно-
жества коалиций предприятий-производителей 
и предприятий-потребителей:

 ; ; ,pr ptE B S S=  (3)

причем 

{ }, { },pr pr pt pt
y yS S S S= =

где Sy
pr — y-я коалиция производителей; Sy

pt — 
y-я коалиция потребителей товаров или услуг.

Коалиции являются пересекающимися в сво-
ей подсистеме, так как предприятия одной коа-
лиции могут входить в состав другой или одна ко-
алиция может содержать другую частично или 
полностью.

Однако далеко не каждая коалиция может 
рассматриваться как потенциальный рынок 
субъекта экономического пространства. Поэтому 
возникает следующая задача определения опти-
мальных коалиций предприятий (производите-
лей и потребителей), совокупность которых сфор-
мирует рынок субъекта R.

Модель определения  
оптимальной коалиции предприятий

В процессе определения множества коали-
ций экономического пространства (3) использо-
вался вектор критериев K, позволяющий доста-
точно полно описать каждое предприятие. Про-
цесс его формирования осуществлял субъект ис-
ходя из имеющейся в его распоряжении инфор-
мации, полученной на основе мониторинга эконо-
мической ситуации. Главной задачей определе-
ния множества коалиций являлась локализация 
предприятий по принципу однородности, кото-
рая независимо проводилась в рамках производ-
ственного и потребительского сегментов эко-
номического пространства субъекта, что обес-
печивало структурирование этого пространства. 
На той стадии было вполне допустимо, в основе 
вектора критериев, использовать макроэконо-
мические показатели, характеризующие пред-
приятия.

Фактически определение оптимальной коали-
ции является следующим этапом локализации 
предприятий экономического пространства во-
круг субъекта. В этой связи в процессе моделиро-
вания следует повысить структурированность 
и перейти к двум критериям:

KC — обобщенному ценовому (стоимостному) 
критерию;

KNC — обобщенному неценовому критерию.
В основу построения модели определения 

оптимальной коалиции предприятий предлага-
ется положить подходы теории принятия реше-
ний, в соответствии с которыми каждый из вве-
денных критериев можно рассматривать с точки 
зрения общего понятия полезности, т. е. j-е пред-
приятие должно оцениваться в смысле целесо-
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образности его учета как участника единого ры-
ночного процесса с субъектом экономического 
пространства. 

Возникает задача построения функции полез-
ности в случае критериев KC и KNC.

Пусть V: {H} → [0, 1] — функция полезности. 
Тогда необходимо определить ее аналитический 
вид с точностью до произвольного монотонного 
преобразования.

Допущение 1. Пусть функция V такова, что 
в области допустимых значений имеет (m+1) част-
ных производных по KC и KNC, т. е. предпочти-
тельность изменяется непрерывно по мере изме-
нения значений по критериям.

Используя разложение в ряд Тейлора, функ-
цию полезности V можем представить в виде

1

( , )

( )

...

C C NC NC

C NC

C NC
C NC

C NC
C NC

K K K K

K K

K K
K K

m

mK K
K K

V H H H H

V H , H

V V
H + H     

H  H  

V V
H + H   T ,

m! H  H  

∆ ∆

∆ ∆

∆ ∆

+ + =

= +

 ∂ ∂  + + + ∂ ∂  

 ∂ ∂  + + ∂ ∂  
  (4)

где  è C NCK KH H  — оценки предприятия по кри-

териям KС и KNС соответственно; Tm — остаточ-
ный член формулы Тейлора.

Тогда для пары , ( )C NCK KH H  можно на основе 
процедуры замещения получить (m� + 1) индиф-
ферентных точек и записать систему линейных 
уравнений относительно неизвестных значений 
производных:
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где ,( )C C NC NCK K K KH H H H∆ ∆+ +  — g-я точка, 
индифферентная точке ,( )C NCK KH H ; m — коли-
чество частных производных, причем 1 1g = , m + ; 

Tmg — остаточный член при определении значе-
ний полезности разложением (4) в точке g, харак-
теризующий точность представления функции 
полезности в виде ряда Тейлора.

Если предположить, что Tmg = 0 для всех g, 
то для проверки этого условия должно выпол-
няться условие равенства определителя систе-
мы линейных уравнений относительно неизвест-
ных значений, производных нулю. Это необхо-
димое условие для проверки равенства Tmg�= 0, 
а с учетом допущения 1 и достаточное. Таким об-
разом, если при выбранном порядке m в фор-
муле Тейлора определитель системы линейных 
уравнений относительно неизвестных значений 
производных (5) не равен нулю, то Tmg ≠ 0. Тог-
да следует увеличить m, дополнительно устано-
вив недостающее количество индифферентных 
точек. 

Допущение 2. Функция полезности, формали-
зующая предпочтения субъекта, монотонна и вы-
пукла (или вогнута) на каждом из KС и KNС. 

На основании предложенной процедуры мож-
но получить аналитический вид функции V, за-
данной на векторе критериев K, характеризую-
щих ценовые и неценовые свойства предприятия. 
Полученная функция полезности обладает свой-
ством непрерывности и позволяет на основании 
интерполяции рассчитывать ее значения за гра-
ницами выбранных первоначально интервалов. 
Другими словами, у субъекта появляется воз-
можность прогнозировать вероятное изменение 
показателей предприятий. Это имеет большое 
практическое значение.

Если величину оценки каждого из критериев 
можно задать в виде некоторого интервала, т. е. 
степень неопределенности исходных данных вы-
сока, то для построения функции полезности 
предлагается воспользоваться методом [6, 8], 
основанным на декомпозиции многомерных не-
четких функций полезности. Рассмотрим его при-
менение к задаче построения функции полезно-
сти в случае двух независимых критериев KС 
и KNС.

Критерии KС и KNС назовем взаимно независи-
мыми по полезности, если KС не зависит по полез-
ности от KNС, а KNС не зависит по полезности от 
KС, что полностью согласуется с определением не-
зависимости по полезности критериев, введен-
ным в работе [6].

Обозначим ,( )C NCK KV H H  функцию полезно-
сти, где H — множества оценок по критериям KС 
и KNС.

Если критерии KС и KNС являются взаимно 
независимыми по полезности, то, используя ме-
тод [6] декомпозиции многомерных функций при 
независимых критериях по полезности, функ-
цию ,( )C NCK KV H H  можно представить в виде
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где ),( ( )C NCK KV H V H  — нормализованные условные 
функции полезности поставщика по критериям 
KС и KNС соответственно, такие, что левые v–�и пра-
вые v+� границы носителей для значений услов-
ной функции полезности V равны 0 0,CKv H  

1 1,CKv H  0 0,NCKv H  1 1NCKv H  соот-

ветственно; 
C NCK Kt , t  — положительные шкали-

рующие константы функции полезности ,( )C NCK KV H H
,( )C NCK KV H H , определяемые следующим образом:
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Левые границы ( ),CKv H−  ( )NCKv H−  носителей 
для ),( ( )C NCK KV H V H  определяют, зная их правые 
границы ( ),CKv H+  ( ) :NCKv H+
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где σ — некоторая константа, содержащая подоб-
ные члены выражений (8) и (9):

 

0 1 1

0 1
.

C C C

C

C C

K K K

K
K K

v H v H v H

t v H v H
 (10)

В выражениях (6)–(10) H0 и H1 — оценки кри-
териев KС и KNС. 

Точность получаемого результата существен-
но зависит не только от формализации исходных 
данных, но и от того, сколько критериев введены 
субъектом для предприятий. 

Таким образом, используя разложение в ряд 
Тейлора или декомпозицию многомерных функ-
ций в случае независимых критериев, можно 
определить значения функции полезности для 

каждого предприятия (производителей и потре-
бителей) экономического пространства субъекта. 

Тогда каждая коалиция S (например, произ-
водителей) представляет собой некоторое объ-
единение:

( )
j

y C NC
j j

pr
S ,

V K , K
=∪

где ,( )C NCj K KV H H  — значение функции полез-
ности prj производителя.

Отсюда следует, что функция полезности коа-
лиции в целом

( ),
y

C NC
S j

j
V V K , K=∪

где prj ∈ Sy.
При этом условии значение полезности может 

быть рассчитано как среднее для всех ее элемен-
тов: ( , )

,y

y

C NC
j

j S
S

y

V K K

V
S

∈
=

∑

где Sy ∈ E. 
Подобный расчет необходимо производить не-

зависимо для всех коалиций S подсистем произ-
водителей и потребителей экономического про-
странства E.

В качестве критерия оптимизации предлага-
ется принять максимум функции полезности. 
Тогда применение критерия оптимизации к коа-
лициям производителей и потребителей товаров 
или услуг позволяет сузить экономическое про-
странство E до рынка R�и получить множества PR 
и PT:

\ max ; \ max .pr pt
y y

pr pt
S SPR S  V PT S  V= =

В результате можно определить состав множе-
ства производителей и множества потребителей, 
формирующих в совокупности для субъекта ры-
нок товаров или услуг�R:

.R PT PR= ∪

Заключение

В основе предложенного подхода лежит ис-
пользование базовых положений теории приня-
тия решения и, в частности, оптимизация функ-
ции полезности, применение которой к задаче мо-
делирования процесса формирования рынка яв-
ляется элементом новизны данного научного ис-
следования.

Для построения функции полезности исполь-
зовались два способа: разложение в ряд Тейлора 
и декомпозиция многомерных функций. Их при-
менение к задаче определения состава произво-
дителей и потребителей рынка R потребовало 
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формирования двух совокупных критериев, от-
ражающих ценовые и неценовые различия пред-
приятий. Учет неценовых особенностей участни-
ков рынка является общим весомым отличием 
данной работы.

Важно отметить, что предлагаемый путь ре-
шения не содержит чрезвычайно сложных за-

висимостей и легко реализуем на ЭВМ. Данное 
обстоятельство особенно ценно для некоторых 
видов конкуренции (совершенной и монополи-
стической), в которых принимает участие зна-
чительное количество предприятий, что приво-
дит к возрастанию объемов вычислительных 
операций.
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аннОтации

УДК 004.05
Проблемы создания систем адаптации космиче-

ских радиотелескопов
Артеменко�Ю.�Н.,�Городецкий�А.�Е.,�Дубаренко�В.�В.,��

Кучмин�А.�Ю.,�Тарасова�И.�Л.�Информационно-управ-
ляющие системы, 2010. № 3. С. 2–8.

Рассматриваются основные проблемы управления 
радиотелескопом и его адаптации в условиях космо-
са. Изложены общие принципы управления зеркаль-
ной системой космического телескопа «Миллиме-
трон». Рассмотрены варианты конструкций механики 
подсистем адаптации. Проанализированы свойства 
и характеристики различных материалов при низких 
температурах. Приведены оценки динамических ха-
рактеристик конструкций элементов зеркальной си-
стемы.

Ключевые� слова — космический радиотелескоп, 
система автоматического управления, криогенные 
температуры, электроприводы.

Список лит.: 11 назв.

УДК 519.71
Вероятностные неравенства чебышевского типа 

в одной задаче робастного управления
Чернышев�К.�Р. Информационно-управляющие си-

стемы, 2010. № 3. С. 9–12.
Рассмотрена одна постановка задачи робастного 

управления по вероятностному критерию, предложен-
ная сравнительно недавно в литературе. В ее рамках 
анализируется проблема существования робастного 
управления, для решения которой построены крите-
рии, основанные на применении вероятностных нера-
венств чебышевского типа.

Ключевые� слова — вероятностный критерий, ро-
бастное управление, неравенства Чебышева и Гаусса, 
плотность распределения.

Список лит.: 5 назв.

УДК 517.977.5
Синтез H∞-оптимальных систем с ограниченными 

управлениями в сингулярной ситуации
Веремей� Е.� И. Информационно-управляющие си-

стемы, 2010. № 3. С. 13–20.
Рассматривается задача об оптимальном подавле-

нии входных возмущений, действующих на линейную 
стационарную систему с одним входом и одним выхо-
дом, с учетом ограниченности ресурсов управления. 
В качестве минимизируемого функционала принима-
ется H∞-норма передаточной функции замкнутой си-
стемы. Предлагается единый подход к синтезу обрат-
ных связей в вырожденном случае, когда оптималь-
ная передаточная функция не является равномерно 
пропускающей. 

Ключевые� слова — обратная связь, оптимизация, 
функционал, передаточная функция, пространство 
H∞, норма.

Список лит.: 7 назв.

UDK 004.05
Problems of development of space radio-telescope ad-

aptation systems
Artemenko�Yu.�N.,�Gorodetskiy�A.�E.,�Dubarenko�V.�V.,�

Kuchmin�A.�Yu.,�Tarasova�I.�L.�IUS, 2010. N 3. P. 2–8.
The main problems of control and adaptation of the 

space radio-telescope are discussed. A general dish point-
ing concept of the space radio-telescope «Millimetron» is 
suggested. The mechanical designs of the adaptation 
subsystems are described. The properties and character-
istics of materials at the cryogenic temperature are ana-
lyzed. The estimations of dynamic properties of elements 
of dish system are shown.

Keywords — space radio-telescope, automatic control 
system, cryogenic temperatures, antenna-system elec-
tric drivers.

Refs: 11 titles.

UDK 519.71
Probabilistic Chebyshev type inequalities in a robust 

control problem
Chernyshov�K.�R.�IUS, 2010. N 3. P. 9–12.
A control problem statement, recently proposed in 

scientific publications, is discussed. Within this problem 
framework, the existence of robust controls is investi-
gated. To solve the problem, some criteria, based on ap-
plying probabilistic Chebyshev type inequalities, are 
proposed.

Keywords — probabilistic criterion, robust control, 
Chebyshev and Gauss inequalities, distribution density

Refs: 5 titles.

UDK 517.977.5
H∞-optimal synthesis with limited controls for singu-

lar situation
Veremey�E.�I.�IUS, 2010. N 3. P. 13–20.
The problem of external disturbances rejection is con-

sidered for SISO controlled systems on the base of the 
problem of H∞-optimization, taking into account given 
restrictions for control signals. The unified approach is 
proposed to design feedback control for the singular sit-
uation, when the optimal transfer function of a closed 
system is not all-pass.

Keywords — feedback, optimization, functional, 
transfer function, H∞-space, norm.

Refs: 7 titles.
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УДК 62.505
Построение способа управления ракетой-носителем 

при использовании в качестве управления програм-
мных угловых скоростей разворотов

Мазгалин�Д.�В. Информационно-управляющие си-
стемы, 2010. № 3. С. 21–28.

Рассматривается построение оптимального управ-
ления выведения ракеты-носителя на эллиптическую 
орбиту на безатмосферном активном участке при не-
прерывной работе двигательной установки с нерегули-
руемой тягой. Угловые скорости разворотов ракеты-
носителя по углу тангажа и углу рыскания принима-
ются за управляющие параметры. В качестве крите-
рия оптимальности задается максимум массы ракеты-
носителя на момент вывода на орбиту. Определяются 
структура управления и способ нахождения парамет-
ров управления ракетой-носителем.

Ключевые�слова — оптимальное управление, моде-
лирование движения объекта, принцип максимума 
Понтрягина.

Список лит.: 8 назв.

УДК 004.434 
Автоматный метод определения проблемно-ориен-

тированных языков (Часть 3)
Новиков� Ф.� A.,� Тихонова� У.� Н. Информационно-

управляющие системы, 2010. № 3. С. 29–37.
В статье описывается новый метод определения 

синтаксиса и семантики проблемно-ориентирован ных 
языков с помощью диаграмм классов и диаграмм авто-
матов. В третьей части статьи описывается задание 
операционной семантики системами взаимодействую-
щих автоматов на примере мини-языка множеств.

Ключевые� слова — проблемно-ориентированный 
язык, абстрактный синтаксис, метамодель, автомат-
ное программирование.

Список лит.: 5 назв.

УДК 681.3
Сопряженное проектирование на базе реконфигу-

рируемых систем на кристалле
Костикова� Е.� В.,� Фахми� Ш.� С. Информационно-

управляющие системы, 2010. № 3. С. 38–43.
С увеличением сложности систем и возможностей 

технологии проектирования СБИС класса «система на 
кристалле» все более необходимым становится созда-
ние интегрированных САПР БИС/СБИС с программи-
руемой структурой. В статье рассматривается весь 
маршрут физического прототипирования на примере 
разработки умножителя с использованием ап паратно-
программных средств САПР на базе технологии «си-
стема на кристалле».

Ключевые�слова — система на кристалле, уровень 
регистровых передач, сложно-функциональные бло-
ки, программируемые логические интегральные схе-
мы. 

Список лит.: 13 назв.

UDK 62.505
Designing a method to control carrier rocket when 

angular velocity of rotation is used as a control program
Mazgalin�D.�V.�IUS, 2010. N 3. P. 21–28.
In the following article a design of optimal control of 

launching a carrier into an elliptical orbit in a non-at-
mospheric active region, engaging uninterrupted opera-
tion of the propulsion system with unregulated traction, 
is discussed. The angular velocity of the carrier on the 
pitch and the yaw angle are set as the control parameters. 
The maximum mass of the carrier at the time of orbiting 
is set as the optimality criterion. A management struc-
ture and a method of finding the parameters of the carri-
er control are defined.

Keywords — optimal control, simulation of motion of 
the object, the Pontryagin maximum principle

Refs: 8 titles.

UDK 004.434
An automata based method for domain specific lan-

guages definition (Part 3)
Novikov�F.�A.,�Tikhonova�U.�N.�IUS, 2010. N 3. P. 29–

37.
A new method for domain specific language defini-

tion is proposed. The method allows to define both syn-
tax and semantics with class and state machine dia-
grams. In the third part of the article setting operation-
al semantics by the systems of interacting automata is 
described using as an example the mini-language of 
sets.

Keywords — domain specific language, abstract syn-
tax, metamodel, automata based programming.

Refs: 5 titles.

UDK 681.3
Co-design engaging chip-based reconfigurable sys-

tems
Kostikova�E.�V.,�Fakhmi�Sh.,�S.�IUS, 2010. N 3. P. 38–

43.
With the increase of system complexity and the tech-

nological possibilities in the design of VLSI «system on 
chip», designing integrated EDA with programmed 
structure is becoming more and more attractive and in-
dispensable. In this paper the entire physical prototyp-
ing route is reviewed by the example of developing a mul-
tiplier using EDA hardware-software means based on the 
«system on chip» technology .

Keywords — system on chip, RTL, IP-cores, FPGA.
Refs: 13 titles.



ИНФОРМАЦИОННОУПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 3, 2010 93

АННОТАЦИИ

УДК 681.3
Программная модель системы на кристалле
Окунев� К.� Е.,� Ключарев� А.� А.� Информационно-

управляющие системы, 2010. № 3. С. 44–50.
Предлагается формализованное описание про-

граммной модели систем на кристалле как системы ре-
ального времени. Модель строится на основе совмеще-
ния связанных автоматных, графовых и вероятност-
ных составляющих системы и входных воздействий. 
Приводятся примеры использования рассмотренной 
модели для определения интерфейсных блоков и их 
анализа с помощью характеристик типа «пересечений 
уровня».

Ключевые�слова — системы на кристалле, совместная 
разработка программного и аппаратного обеспечения.

Список лит.: 9 назв.

УДК 004.424
Применение грид-систем при развертывании web-

сайта
Токарчук�А.�М. Информационно-управляющие си-

стемы, 2010. № 3. С. 51–55.
Рассматривается построение отказоустойчивой рас-

пределенной грид-системы по обработке запросов 
к web-сайту.

Ключевые� слова — грид, web-сайт, распределение 
нагрузки, отказоустойчивые системы.

Список лит.: 4 назв.

УДК 004.7
Анализ алгоритмов распространения тревожного 

сообщения c глобальным знанием в беспроводных се-
тях передачи данных с линейной топологией 

Винель� А.� В.,� Дудин� А.� Н.,� Андреев� С.� Д.,� Тюрли-
ков� А.� М.� Информационно-управляющие системы, 
2010. № 3. С. 56–60.

Рассматриваются алгоритмы распространения тре-
вожного сообщения от некоторого узла-инициатора ко 
всем узлам сети передачи данных, расположенных 
в некоторой географической области. Разрабатывают-
ся аналитические методы расчета вероятностно-вре-
менных характеристик таких алгоритмов для случая 
линейной топологии сети и фиксированной вероятно-
сти успеха одношаговой передачи. Обсуждается при-
менимость полученных результатов к исследованию 
спонтанных автомобильных сетей.

Ключевые� слова — спонтанные автомобильные 
сети, активная дорожная безопасность, многошаговая 
передача, распространение тревожного сообщения, ре-
трансляция.

Список лит.: 7 назв.

UDK 681.3
System on chip programming model
Okunev�K.�E.,�Klucharev�A.�A.�IUS, 2010. N 3. P. 44–

50.
A formalized representation of the System on a Chip’s 

programming model is proposed in this article. The mod-
el is based on the combination of finite state machines, 
graphs and probability components of the system and in-
coming signals. A programming model of the interface 
component is provided as an example of an application of 
this approach when using a «level cross» characteristic 
for its analysis. 

Keywords — system-on-a-chip (SoC), co-design of 
hardware and software.

Refs: 9 titles.

UDK 004.424
Grid system application for web-site deployment
Tokarchuk�A.�M.�IUS, 2010. N 3. P. 51–55.
This article reviews fault-tolerant distributed Grid 

system deployment for processing requests to the web 
site.

Keywords — grid, web site, load balancing, fault-tol-
erant systems.

Refs: 4 titles.

UDK 004.7
An analysis of warning dissemination algorithms 

with global knowledge for wireless networks with linear 
topology.

Vinel�A.�V.,�Dudin�A.�N.,�Andreev�S.�D.,�Turlikov�A.�M.�
IUS, 2010. N 3. P. 56–60.

In this paper dissemination algorithms to transfer 
warning messages from the originator node to the re-
maining recipient nodes within a specified geographic 
area are discussed. Analytical methods are developed to 
obtain time-probabilistic characteristics of these algo-
rithms for linear network topology and fixed success 
probability of one-hop transmission. Applicability of the 
obtained results to the vehicular ad-hoc networks is dis-
cussed.

Keywords — vehicular ad-hoc networks, active road 
security, multi-hop transmission, warning message dis-
semination, relaying.

Refs: 7 titles.
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УДК 681.3
Конечные группы с четырехмерной цикличностью 

как примитивы цифровой подписи
Молдовяну� П.� А.,� Молдовян� Д.� Н.,� Хо� Нгок� Зуй. 

Информационно-управляющие системы, 2010. № 3. 
С. 61–68. 

Для синтеза производительных алгоритмов элек-
тронной цифровой подписи предлагается использо-
вать вычислительно сложную задачу извлечения кор-
ня большой простой степени в конечных мультипли-
кативных группах четырехмерных векторов, задан-
ных над кольцом специального вида. Показано, что 
строение данного типа групп описывается в терминах 
четырехмерной цикличности. Особенности строения 
использованы для разработки алгоритмов нахожде-
ния корней большой простой степени в случае делимо-
сти порядка группы на квадрат степени корня. Пред-
ложена новая, более производительная схема элект-
ронной цифровой подписи.

Ключевые� слова — конечные группы, строение 
групп, вычислительно сложная задача, вычисление 
корней, цифровая подпись.

Список лит.: 9 назв.

УДК 004.383.3
Энтропийные методы оценки уровня анестезии по 

ЭЭГ-сигналу
Немирко� А.� П.,� Манило� Л.� А.,� Калиниченко� А.� Н.,�

Волкова�С.�С. Информационно-управляющие системы, 
2010. № 3. С. 69–74.

Рассмотрены возможности применения энтропий-
ных характеристик ЭЭГ-сигнала, вычисляемых во 
временной области, в задаче автоматического распо-
знавания стадий анестезии. Обсуждаются методики 
вычисления условной и аппроксимированной энтро-
пии, вопросы выбора информативных параметров, 
а также результаты их анализа для нескольких состо-
яний, связанных с применением анестезирующих 
средств и отличающихся уровнями активности голов-
ного мозга.

Ключевые�слова — энтропийные методы исследова-
ния, условная энтропия Шеннона, энтропия Колмого-
рова, автоматический анализ ЭЭГ-сигнала, распозна-
вание стадий наркоза.

Список лит.: 8 назв.

UDK 681.3
Finite vector groups with four-dimension cyclicity as 

primitives of the digital signature
Moldovyanu� P.� A.,� Moldovyan� D.� N.,� Ho� Ngoc� Duy.�

IUS, 2010. N 3. P. 61–68.
A difficult task of finding large prime degree roots in 

finite multiplicative groups of vectors defined over rings 
of special type for the synthesis of the high-performance 
digital signature algorithms is proposed. It has been 
shown that the structure of such groups possesses the 
four-dimension cyclicity. The structure features of the 
group have been used to develop an algorithm for finding 
large prime degree roots. A new high performance digit-
al signature scheme has been proposed. Keywords — fi-
nite groups, group structure, computationally difficult 
problem, computing roots, digital signature

Refs: 9 titles.

UDK 004.383.3
Entropy methods of anesthesia depth estimation 

based on EEG analysis
Nemirko� A.� P.,� Manilo� L.� A.,� Kalinichenko� A.� N.,�

Volkova�S.�S.�IUS, 2010. N 3. P. 69–74.
Possibilities of EEG based time-domain entropy char-

acteristics used for the anesthesia stages recognition are 
discussed. Conditional and approximated entropy tech-
niques, as well as the results of their use for the analysis 
of several stages of anesthesia related to different levels 
of human brain activity, are considered.

Keywords — entropy methods, Shannon conditional 
entropy, Kolmogorov entropy, automated EEG analysis, 
anesthesia stages assessment

Refs: 8 titles.
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УДК 004.94:65.012.122(664.7)
Система производственного планирования с ис-

пользованием банка аналитических моделей
Новицкий�В.�О.� Информационно-управляющие си-

стемы, 2010. № 3. С. 75–79.
Предлагается методика моделирования бизнес-

процессов производственно-ресурсного планирования 
на основе создания банка аналитических моделей и ис-
пользования его для систем управления одного из 
больших и важных классов предприятий агропро-
мышленного комплекса — предприятий по хранению 
и переработке зерна. Проводится систематизация 
функций и задач управления. Приводятся фрагменты 
банка моделей оптимизационных задач планирования 
для зерновых и перерабатывающих компаний.

Ключевые� слова — система управления, произ-
водственно-ресурсное планирование, математическая 
модель, оптимизация, банк моделей, критерий, зерно-
вые и зерноперерабатывающие компании.

Список лит.: 8 назв.

УДК 519.866
Генезис рыночной системы предприятия
Степанов�Л.�В. Информационно-управляющие си-

стемы, 2010. № 3. С. 80–85.
Анализируются экономические предпосылки фор-

мирования рынка и важность этого процесса для дея-
тельности предприятия. Предложена математическая 
модель формирования множества условных коалиций 
предприятий производственного и потребительского 
сегментов экономического пространства, формализо-
вано определение состава рынка.

Ключевые�слова — рыночная система, формирова-
ние рынка, математическое моделирование, теория 
игр, теория принятия решений.

Список лит.: 8 назв.

UDK 004.94:65.012.122(664.7)
Production planning system with bank of analytical 

models
Novitskiy�V.�O.�IUS, 2010. N 3. P. 75–79.
A method of modeling the business processes of pro-

duction and resource planning through the establish-
ment of a bank of analytical models and its use for con-
trol systems with respect to one of the large and impor-
tant classes of agricultural enterprises — enterprises for 
grain storage and processing — is proposed. A systema-
tization of the functions and objectives of management 
are offered. Fragments of the bank models of planning 
optimization problems for grain and processing compa-
nies are suggested.

Keywords — control system, production and resource 
planning, mathematical model, optimization, bank of 
models, criterion, grain and grain processing compa-
nies.

Refs: 8 titles.

UDK 519.866
Genesis of the enterprise market system
Stepanov�L.�V.�IUS, 2010. N 3. P. 80–85.
This paper analyzes the economic prerequisites for 

the formation of the market and the importance of this 
process for the enterprise. A mathematical model for the 
formation of coalitions of enterprises of segments of the 
economic space and the formalization of the composition 
enterprise of the market is proposed.

Keywords — a market system, a market formation, 
mathematical modeling, a game theory, decision theory.

Refs: 8 titles.
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Плаза», Димитрова пр., д. 2, 6-й этаж, конференц-
зал. 

Тематические разделы конференции «АПСС-
Сибирь 2010»:
· Автоматизация промышленного предприятия.
· Автоматизация технологических процессов.
· Автоматизация зданий (оборудование, техноло-
гии, программное обеспечение).
· IT в АСУП.

Основной целью конференции «АПСС-Сибирь 
2010» является стимулирование развития рынка 
автоматизации в Сибирском федеральном окру-
ге. Участие в конференции будет способствовать 
решению самых актуальных задач для предпри-
ятий: увеличению роста продаж; сохранению 
и укреплению своих позиций на рынке, монито-
рингу и анализу текущего состояния рынка; под-
держанию существующих контактов в СФО; пре-
зентации продуктов, проектов и решений.

В 2009 году в работе конференции приняли 
участие более 100 специалистов по автоматиза-
ции Сибирского и Уральского округов. Передо-
вые проекты, инновационные решения и совре-
менное оборудование представили ведущие ком-
пании в сфере промышленной автоматизации, 
такие как Beckhoff, Phoenix Contact, WAGO 
PROSOFT, «Модульные Системы Торнадо», «Ви-
Тэк Сибирь», Rittal, МЗТА, «Бриз», Panasonic. 
Для участников «АПСС-Сибирь 2010» разработа-
на специальная программа «Минимум затрат 
при максимуме возможностей», которая способ-
ствует комплексному участию в конференции: 
выступление с докладом в рамках делового меро-
приятия, предоставление рабочего места и уни-
кальная программа продвижения. 

Важной особенностью конференции является 
тщательно отобранная целевая аудитория. Орга-
низатор «АПСС-Сибирь 2010» компания «ЭКС-
ПОТРОНИКА» подчеркивает, что право посеще-
ния мероприятия получают только те специали-
сты, которые документально подтвердят свою 
принадлежность к работе в сфере тематических 
разделов конференции. 

По данным анкетирования в 2009 году, посе-
тители конференции представляли такие отрас-

ли промышленности, как машиностроение и при-
боростроение, энергетика и нефтегаз, строитель-
ство, легкая и пищевая промышленность, метал-
лургия, химия, нефтехимия, деревообработка, 
сельское хозяйство, ВПК, транспорт и другие. 
Среди слушателей конференции присутствовали 
представители завода Сибирского технологиче-
ского машиностроения, Западно-Сибирской же-
лезной дороги, НОВОСИБИРСКГОРТЕПЛО-
ЭНЕРГО, Новосибирского приборного центра, 
Новосибирского приборостроительного завода, 
завода «Молния», Машсибпроекта, Новосиб-
вторцветмета, Красцветмета, Новосибирского 
авиационного производственного объединения 
им. В. П. Чкалова, компаний «Сибирский Берег», 
«ГЛОБАЛЬНЫЕ НЕФТЕГАЗОВЫЕ СИСТЕМЫ», 
Berker, «Газпром нефть-Новосибирск», «Евразтех-
ника Риц АСУТП Сибирь» и многие другие. 

К участию в конференции приглашаются 
ведущие российские и зарубежные компании-
разработчики, дистрибьюторы и системные 
интеграторы решений и технологий, оборудо-
вания и компонентов для автоматизации про-
цессов производства.

Официальную поддержку конференции ока-
зывают Департамент промышленности, иннова-
ций и предпринимательства мэрии г. Новосибир-
ска, Новосибирская торгово-промышленная па-
лата, Межрегиональное объединение сибирских 
электротехнических предприятий (МОСЭП), Ар-
хитектурный клуб.

Официальный сайт мероприятия:
http://www.pta-expo.ru 

По вопросам участия обращайтесь: 

Новосибирск 
Тел./факс: (383) 230-27-25 
Е-mail: nsk@pta-expo.ru
Контактное лицо: Долгих Ольга 

Москва
Тел.: (495) 234-2210
Е-mail: info@pta-expo.ru 
Контактное лицо: Самойлова Татьяна



В соответствии  с решением Исполкома ISA Европейского, 
Ближневосточного и Африканского регионов, проходившего в 
городе Милане, Италия, 7 мая 2010 года, объявлены 
победители VI Европейского конкурса на лучшую 
студенческую научную работу ISA (ESPC2010).

Большого успеха добились студенты и аспиранты ГУАП.

Золотыми  медалями награждены:
Евгений Бакин, Георгий Куюмчев, 

Алексей Тыртычный.

Серебряными медалями награждены:
Дмитрий Бычков, Юрий Гамов, Марк Поляк. 

  
Бронзовыми медалями награждены:

Дмитрий Вавровский, Константин Гурнов, 
Екатерина Иванова, Андрей Петренко.


