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УДК 681.516.7.015

ОПТИМАЛЬНОЕ ПРАВИЛО ОСТАНОВКИ НАБЛЮДЕНИЙ –
СПОСОБ ДОСТИЖЕНИЯ НАИВЫСШЕЙ ВЕРОЯТНОСТИ
ОБНАРУЖЕНИЯ СИГНАЛОВ

А. К. Розов,А. К. Розов,А. К. Розов,А. К. Розов,А. К. Розов,
доктор техн. наук
А. Н. Сырцев,А. Н. Сырцев,А. Н. Сырцев,А. Н. Сырцев,А. Н. Сырцев,
канд. техн. наук, преподаватель
Н. В. Кузина,Н. В. Кузина,Н. В. Кузина,Н. В. Кузина,Н. В. Кузина,
инженер�программист
Военно�морская академия им. Н. Г. Кузнецова

Излагается процедура применения оптимального правила остановки наблюдений для достиже�
ния наивысшей вероятности обнаружения слабых сигналов.

We discuss an optimal rule of stopping the observations to reach the maximal probability of finding
weak signals.

Введение

В работе [1] было показано, как аппарат стоха$
стических дифференциальных уравнений может
быть использован для составления алгоритмов
систем самонаведения. Отмечалось, что его исполь$
зование позволяет применять оптимальное прави$
ло остановки наблюдений для максимизации ве$
роятности обнаружения сигнала и тем самым уве$
личить дальность действия систем в 1,5 раза и бо$
лее.

Вместе с тем для систем, использующих корот$
кие зондирующие сигналы (порядка нескольких
микросекунд), решение стохастических дифферен$
циальных уравнений в реальном масштабе време$
ни встречает трудности технического порядка, по$
скольку современные вычислительные средства
еще не в состоянии обеспечить нужное быстродей$
ствие. Чтобы в таких условиях сохранить изло$
женные в статье [1] подходы, имеет смысл перейти
к дискретному времени наблюдения.

Дискретное построение алгоритма позволяет
также более наглядно интерпретировать основные
положения теории оптимальных правил останов$
ки, что немаловажно. Являясь основой для дости$
жения наибольшей вероятности обнаружения,
оптимальное правило остановки заслуживает
того, чтобы подробнее остановиться на процедуре
его использования.

Такому, своего рода, дополнению к статье [2] и
посвящено дальнейшее изложение.

Оптимальное правило остановки – способ
достижения наибольшего выигрыша

Теория оптимальных правил остановки наблю$
дений возникла как развитие статистического по$
следовательного анализа А. Вальда.

В статистике случайных процессов значитель$
ный круг задач можно сформулировать в рамках
следующей схемы. Задан частично наблюдаемый
марковский процесс ( ), ,Θ η ,t T∈  где Θt – его ненаб$
людаемая, а ηt – наблюдаемая компонента. Тре$
буется определить, как, последовательно наблю$
дая процесс ηt, наилучшим образом различить те
или иные статистические гипотезы относительно
значений Θt, оценить значения неизвестных па$
раметров Θt .

Решением этих задач занимается статистичес$
кий последовательный анализ, который можно
определить как такой способ обработки текущих
данных, в котором решения о значениях ненаб$
людаемой компоненты выносятся не в фиксиро$
ванный заранее момент времени, а по ходу наблю$
дений, с их прекращением в случайный момент
времени ν.

Наиболее полно в статистическом последова$
тельном анализе исследованы те случаи, когда
время наблюдения дискретно, T{1, 2, …}, ненаб$
людаемый параметр λt не изменяется во времени,
λt = λ. Именно к этому случаю относятся вальдов$
ские задачи различения двух или нескольких ги$
потез о значениях неизвестного параметра λ.
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Затем в работах ряда авторов подход А. Вальда
был распространен для случаев, когда параметр
сам является случайным процессом, например
процессом, представляющим факт появления сиг$
нала в случайный момент времени.

И если в задачах различения гипотез необходи$
мость обращения к последовательным методам
была не столь уж очевидной, то в приводимых даль$
ше задачах обнаружения последовательный харак$
тер производимых наблюдений и проблема отыс$
кания момента остановки обусловлены самим су$
ществом этих задач.

Эксцессивность выигрыша. В изменившихся
условиях обстановка может быть представлена
частично наблюдаемой последовательностью (Θ,
η), в которой наблюдается лишь компонента η.
Скрытый параметр Θ изменяется во времени слу$
чайным образом. Он характеризует момент изме$
нения вероятностных характеристик наблюдаемо$
го процесса (изменение плотности f0 на f1 ).

Все, что нам известно относительно скрытых дан$
ных о Θ1

n = (Θ1, …, Θn), заключено в распределении
вероятностей πn = π(Θ1, …, Θn), подсчитываемых в
предположении известных η1

n = (η1, …, ηn),т. е. как
вероятность P(Θ1

nη1
n ). Поэтому вся информация о

частично наблюдаемой последовательности (Θ, η)
полностью описывается парой σn = (πn, η1

n).
При каждом n заданы функции ( )1 1, ,n ng Θ η  ин$

терпретируемые как выигрыши, полученные в со$
стоянии ( )1 1, ,n nΘ η  если наблюдения прекращают$
ся в момент времени n. Поскольку 1

nΘ  для наблю$
дателя неизвестно, он знает не истинный выигрыш

( )1 1, ,n ng Θ η  а лишь его среднее значение

( ) ( )
1

1 1, .
n

n n
n ng g

Θ

σ = Θ η π∑
Оптимальное правило остановки наблюдений

предполагает нахождение такой процедуры, при
которой достигался максимум функционала

( ) ( ) ( )ν
ν

ν∈ ν∈
⎡ ⎤σ = σ = σ σ⎣ ⎦1 1 1 1  ,sup sup

n N

N

K K
U T g M g

когда начальное состояние есть σ1.
Для ее определения вводится выигрыш

( ) ( ),sup
N n

N
n n n

K
U T g

−

ν

ν∈
σ = σ

который можно трактовать как наибольший выиг$
рыш, который мы получим, если наблюдения заве$
домо совершаются до момента времени n и могут пре$
кращаться в любой из моментов n, n + 1, …, N.

Для нахождения оптимального правила оста$
новки надо определить динамику изменения выиг$
рыша ( )1 ,N n

nU σ 1, ..., .n N=  Нахождение последне$
го возможно благодаря тому, что он может рас$
сматриваться как эксцессивная функция, т. е.
функция, удовлетворяющая условию

( ) ( ),f x Tf x≥  

( ) ( ),xTf x M f x=

более того – как наименьшая эксцессивная мажо$
ранта функции g(x), т. е. наименьшая из функций
f(x), удовлетворяющая условию

( ) ( ).f x g x≥

Иногда вместо эксцессивности используется
возможность представления выигрыша процессом
типа супермартингал.

Оказывается, и в этом смысл введения эксцес$
сивности функции f(x), что сам минимизируемый
функционал ( )1 1

NU σ  является наименьшей экс$
цессивной мажорантой функции ( )1 .g νσ σ

С точки зрения традиционных исследований в
последовательном анализе, динамическом програм$
мировании, теории игр, «эксцессивная» характери$
зация функционала выигрыша важна потому, что
из нее сразу следует рекуррентное уравнение

( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1max , .N n n N n
n nU g TU +σ = σ σ (1)

Решение рекуррентного уравнения для ( )N
n nU σ

возможно методом индукции назад – методом Бел$
мана. В соответствии с этим методом для момента
n = N получаемый выигрыш приравнивается к зна$
чению g(σN). В момент времени N–1 мы можем или
прекратить наблюдения и получить тогда выиг$
рыш g(σN–1), или же сделать еще одно наблюдение
и тогда получить выигрыш, в среднем равный

( ) 1 .N NM g −⎡ ⎤σ σ⎣ ⎦  Аналогичным образом надо по$
ступать на интервале [N–2, N]. Здесь выигрыш
g(σN–2) сравнивается с суммарным выигрышем от
остановки в моменты N–1 и N. В результате могут
быть заранее определены значения ( )1 ,N n

nU σ  с ко$
торыми последовательно должны сравниваться
выигрыши g(σn).

Здесь наиболее отчетливо видно, что выигрыш
от продолжения наблюдений должен подсчиты$
ваться не только с учетом эволюции значений 1

nη
на n + 1, …, N, но также с учетом ожидаемых реше$
ний после момента n – на [n + 1, N].

Принятие решения о прекращении наблюдений
происходит в момент ν, когда g(σn) сравняется с

( )N
n nU σ  (рис. 1):

 ( ) ( ){ }min : .N
n n nn g Uν = σ = σ (2)

Предыдущее изложение относилось к варианту
дискретного времени. В случае непрерывного вре$
мени функционал выигрыша ( )T

t nU σ  (потерь) так$
же допускает эксцессивную или регулярную харак$
теризацию. Однако установление этих фактов и
определение процедуры нахождения оптимальных
моментов остановки требует привлечения доволь$
но тонких результатов из теории марковских про$
цессов и теории мартингалов.

Подобным образом можно поступать и в случае
функционала, минимизирующего потери. Это за$
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дачи классификации и оценивания сигнала, ког$
да потери состоят из среднего времени наблюде$
ния и вероятности ошибочных решений.

Обнаружение сигнала, появляющегося
в случайный момент времени

Будем предполагать, что воздействие сигнала
задается процессом

0,     

,  ,

0,     
n n

n

n

n

< Θ⎧
⎪χ = Θ = Θ⎨
⎪ > Θ⎩

где Θ – момент воздействия сигнала; Θn – сигнал
известной или случайной величины.

Наблюдаемый процесс представляется в виде

,t n nxη = χ +

где xn – помеха, имеющая нормальное распределе$
ние ( )~ 0, 1 .nx N

В частном случае такая модель может точно со$
ответствовать реальной обстановке. Имеется в виду
случай, когда сигнал может появиться в одном из
подынтервалов [0, h], [0, 2h], … Тогда для каждого
подынтервала могут быть образованы интегралы

1 1

,  ,
n n

n n

t t

n s n s
t t

ds x dw
− −

Θ = Θ =∫ ∫
соответствующие воздействию сигнала и помех (ws –
вилеровский процесс). Тем самым случайные ве$
личины χn и ηn приобретают вполне реальный
смысл и без каких$либо приближений представ$
ляют реальную обстановку с квантованным во вре$
мени сигналом и помехой.

Необходимо в результате последовательного на$
блюдения за ηi, i = 1, …, n, обнаружить появление

сигнала, т. е. подать тревогу, когда он появится.
В этом случае будет своевременное обнаружение.

Это случай, когда момент остановки должен
совпадать с моментом появления сигнала, т. е.
когда выигрыш g(σn) представляется как

( ) ( ) ( )1, ,n
ng W Pσ = ν Θ Θ η

где функция выигрыша W(ν, Θ) имеет вид

( ) [ ]
0,   

, 1,   , .

0,   

W m

ν < Θ⎧
⎪ν Θ = ν∈ Θ Θ +⎨
⎪ ν > Θ⎩

Вид выигрыша (наличие апостериорной веро$
ятности ( )1

nP Θ η ) определяет байесовский харак$
тер процедуры обнаружения – использование апо$
стериорных вероятностей в качестве «рабочих»
статистик. Это означает, что, согласно выражению
(2), такая (или такие) статистика должна сравни$
ваться с границей областей принятия решений и
по достижении ею границ наблюдения должны
прекращаться и приниматься решения об обнару$
жении сигнала.

Желательно, чтобы рабочие статистики были
достаточными, но определение их в таком виде ос$
ложняется немарковостью процесса χn, представ$
ляющего воздействие сигнала. Интуитивно понят$
но, что одной из основных статистик должна быть
апостериорная вероятность ( )(0)

1 .n
n Pπ = Θ η  В ин$

формационном смысле желательно большее их
число, например (0)

nπ  и ( )1 .n
n P nπ = Θ ≤ η

Остановимся на характеристике использова$
ния этих двух вариантов.

Байесовское правило. Использование одной
статистики (0),nπ  когда m = 0, позволяет определить
границу областей принятия решений. Последняя
определяется методом индукции назад, основан$
ном на рекуррентном соотношении (1), в котором

( )1 1
N n
nMU + σ  рассматривается как максимальный

выигрыш от продолжения наблюдений. Макси$
мальный, поскольку в его вычислении участвуют
ранее определенные границы (0) (0)

1, ..., .N n+π π� �
 Этот

выигрыш приравнивается к ( ),N
n nU σ  который в

соответствии с формулой (2) выступает как грани$
ца (0).nπ�

Итак, нахождение границы (0)
nπ� сводится к ее

приравниванию к математическому ожиданию
выигрыша от обнаружения сигнала на интервале
[n + 1, N]. Последний вычисляется как взвешен$
ная сумма отношений числа своевременных обна$
ружений к числу разыгрываемых реализаций (0),nπ
n = 1, …, N, с весами, определяемыми априорными
вероятностями появления сигнала в соответству$
ющие моменты времени.

Видим, что процедура хотя и громоздка, но про$
ста в своей основе. Она становится совсем простой

�

����

���

����

�

� � � � 	 
 ��

��
����

�

(0)
nπ

1
N
nMU +

N
nU

�ν

� Рис. 1. Выигрыши и их математические ожида�
ния
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в случае довольно сильных сигналов, когда «апо$
стериорный» характер подсчета числа своевремен$
ных обнаружений на интервале [n + 1, N] может
быть заменен суммированием расположенных
справа вероятностей P(n + 1), …, P(n).

Полученная таким образом граница является оп$
тимальной, т. е. гарантирующей получение наивыс$
шей вероятности своевременного обнаружения сиг$
нала с использованием статистики (0),nπ  n = 1, …, N.

Если допустить возможность небольшого (на
m шагов) запаздывания в обнаружении сигнала и
использовать для этого апостериорную вероят$
ность [ ]( )( )

1, ,m n
n P n m nπ = Θ∈ − η  то вероятность

обнаружения сигнала может быть увеличена. При
нахождении границ ( )m

nπ� в этом случае вместо чис$
ла своевременных обнаружений участвует число
своевременных и запоздавших обнаружений.

Так, определенные границы будут зависеть как
от величины сигнала, так и от априорного распре$
делителя момента его появления.

Модифицированное байесовское правило. Как
уже отмечалось, статистика может состоять из
нескольких апостериорных вероятностей, в част$
ности из ( )

n
−π  и (0),nπ  что обещает получение боль$

шей вероятности своевременного обнаружения
сигнала. Но здесь возникают сложности в нахож$
дении границы.

Приходится отказаться от учета границ на ин$
тервале [n + 1, N] и заменить эволюцию математи$
ческого ожидания ( )1

N
n nMU + σ  на апостериорную

вероятность появления сигнала в будущем –

( )( )
1 .n

т P n+π = Θ > η  При этом, конечно, теряется ин$
формация о характере обнаружения сигнала за мо$
ментом n.

Тогда граница в момент n могла бы быть рав$
ной (0) ( ).n n

+π = π�
 Это неудобно, поскольку в этом слу$

чае она бы зависела от реализации 1 .nη  Такой зави$
симости можно избежать, если воспользоваться
соотношением

( ) ( ) (0)1n n n
+ −π = − π − π

и ввести новую статистику

( ) (0)2n n n
−Ω = π + π

с границей � � 1.nΩ = Ω =
Моделирование процедуры обнаружения пока$

зало, что в действительности �nΩ  несколько мень$
ше единицы (в пределах от 0,95 до 1,0) и практи$
чески не критична к величине сигнала и априор$
ному распределению момента его появления.

Пример. Воздействие сигнала величины r зада$
ется процессом

0,    

,    ,

0,    
n

n

r n

n

< Θ⎧
⎪χ = = Θ⎨
⎪ > Θ⎩

где Θ – момент воздействия сигнала.

Наблюдается величина

( )2 ,    ~ 0, 1 .t n n nc x x Nη = χ +

Решение о поступлении сигнала принимается по
достижению статистиками (0)

nπ  и (0) (0)2n n nΩ = π + π
«своих» границ.

Рекуррентные соотношения1:

( )( )
[ ] [ ]

( ) (0) ( )
( ) (0) 1 1

1 1,   ,
n n n n n

n n

P n P
− +

− + +
+ +

Θ > π + π π ϕ
π = π =

∗ ∗

( )
[ ]

[ ] ( ) ( )

( )
( )

1

( )
1 1

1
,   

1 .

n
n

n n n

P n

P P n

+
+
+

+
+ +

Θ > + π
π =

∗

∗ = π ϕ − + Θ >

Начальные условия:

( )
( )

( )
( ) (0) ( )1 1
1 1 1

1 1 1 1

1
0,  ,  .

1 1 1 1

PP

p P
− + Θ >ϕ

π = π = π =
ϕ − + ϕ − +

Формулы для ϕn и nψ :

2

2 2

1 1
 

2 ,
nr r

c c
n e

η −
ϕ =

2

2 2

1 1
 .

2n nr r
c c

ψ = η −

Значения Pn (табл. 1); P(Θ > n), P(Θ > n + 1):

( ) 1 2 10... ;n nP n P P P+ +Θ > = + + +

( ) 2 3 101 ... .n nP n P P P+ +Θ > + = + + +
Байесовский вариант. Значения границы, рас$

считанные методом индукции назад, – табл. 2.
Моделирование проводилось при r = 1, c2 = 1 c,

N = 10. Вероятность ложной тревоги оказалась
равной Pл.т = 0,192, а вероятность своевременного
обнаружения Pсв.обн = 0,613.

Если допустить запаздывание в обнаружении
сигнала на величину m = 1 и использовать для этой
цели апостериорную вероятность ( ),m

nπ  определяе$
мую соотношением

( ) ( ) ( )
(1) 1

11 ,
1

n n
n n n n

P P

P n P n
−

−
⎡ ⎤

π = − π ϕ + ϕ⎢ ⎥Θ > − Θ >⎢ ⎥⎣ ⎦

то граница (1),nπ�  определенная методом индукции
назад, – табл. 3, а вероятность ложной тревоги
Pл.т = 0,2002, при этом вероятность обнаружения
сигнала с возможным запаздыванием увеличится
до Pобн = 0,762.

Модифицированный байесовский вариант.
В этом случае в качестве статистики принималась
величина ( ) (0)2 .n n n

−Ω = π + π  Результаты моделиро$
вания – зависимость Pсв.обн от значений постоян$

1 См. приложение.
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ных границ при использовании статистик Ωn
и lnn nψ = ϕ  представлена на рис. 2.

Видим, что предложенный метод обнаружения
по сравнению с традиционным, использующим в
качестве статистики отношение правдоподобия,
увеличивает вероятность обнаружения сигнала
с св.обн 0,23 Pψ =  до Ω =св.обн 0,62P  в случае модифици$
рованного байесовского правила и до (1)

обн 0,76P =
в случае байесовского правила. И хотя приведен$
ное сопоставление относится к примеру с малым
числом наблюдений (N), к сигналу постоянной ве$
личины r и т. д., оно все же значимо, поскольку
относится к случаю, когда имеет место неопреде$
ленность в моменте появления сигнала – главное,
чем отличается рассмотренная задача.

Полученные результаты свидетельствуют о прак$
тической значимости оптимальных правил оста$
новки наблюдений для получения наибольшей
вероятности обнаружения слабых сигналов и уве$
личения в связи с этим дальности действия систем
обнаружения.

Приложение

Рекуррентные соотношения. Исходным мо$
ментом в составлении рекуррентных соотношений
является формула Байеса. В соответствии с этой
формулой статистика πn + 1 может быть представ$
лена в виде

( )
( ) ( )

1
1 1

1 1
1 1

1

1

n
n

n n

P n

P n P n

+
+

+ +

π = Θ ≤ + η =

= Θ ≤ η + + η =

( ) ( )1 1 1 1, 1 ,n n
n nP n P n+ += Θ ≤ η η + + η η =

( ) ( ) ( )1 1 1 1

1 1

1
,n n

n nn
n

P n f
f

+ +
+

⎡= Θ ≤ η η η η +⎢⎣η η

( ) ( )1 1 1 11 ,n n
n nP n f+ +

⎤+ + η η η η =⎥⎦

( ) ( ) ( )1 1 1

1 1

1
,n n

nn
n

P n f n
f

+
+

⎡= Θ ≤ η η Θ ≤ η +⎢⎣η η

( ) ( )1 1 11 1, .n n
nP n f n+

⎤+ + η η + η ⎥⎦
Поскольку при зафиксированной реализа$

ции 1
nη  событие, состоящее в наступлении случай$

ной величины ηn + 1, может сочетаться с одним из
событий: ,nΘ ≤  Θ > n + 1 или Θ > n + 1, – составля$

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 01

Pn 100,0 400,0 10,0 530,0 54,0 54,0 530,0 10,0 400,0 100,0

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 01

516,0 516,0 516,0 516,0 054,0 530,0 010,0 400,0 100,0 0

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 01

467,0 467,0 167,0 647,0 054,0 530,0 010,0 400,0 100,0 0

� Таблица 1

� Таблица 2

� Таблица 3

�

���

���

���

���

���

���

� ��� � ��� �

�

�

� Рис. 2. Вероятности обнаружения сигнала

� (1)
nπ

�πn

Ω
св.обнP

Ω
л.тP

ϕ
св.обнP

ϕ
л.тP
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ющих полную группу событий, плотность распре$
деления ( )1 1

n
nf +η η  можем представить в виде

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1,n n n
n nf P n f n+ +η η = Θ ≤ η η Θ ≤ η +

( ) ( )1 1 11 1,n n
nP n f n++ + η η + η +

( ) ( )1 1 11 1, .n n
nP n f n++ Θ > + η η Θ > + η

Тогда

( ) ( )
( ) ( ) ( )1

, 1 , 1
,

, 1 , 1 , 1n

A n n B n n

A n n B n n C n n+
+ + +

π =
+ + + + + (3)

где

( ) ( ) ( )1 0 1, 1 ,n
nA n n P n f ++ = Θ ≤ η η

( ) ( ) ( )1 0 1, 1 1 ,n
nB n n P n f ++ = + η η

( ) ( ) ( )1 0 1, 1 1 ,n
nC n n P n f ++ = Θ > + η η

причем индексы 0 и 1 означают соответственно
отсутствие и наличие сигнала в момент n + 1.

Необходимые для составления равенства (3)
значения A(n, n + 1), B(n, n + 1) и C(n, n + 1) могут
быть получены с помощью апостериорных веро$
ятностей наличия сигнала в разные моменты вре$
мени. Последние могут быть представлены в виде

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

11

1

1 1

nn
n

n n

P ndP P
P

dP P n

Θ > ηη Θ Θ
Θ η = ⋅ =

η Θ > η

( )
( ) ( ) ( )

( )
1

1

1

n

nn

dP P

P nd n

η Θ Θ
= ⋅ − π =

Θ >η Θ >

( ) ( )

( ) ( )

1
,  , 

1
,       ,

n

n

P n
P n

P n
P n

Θ
− π⎧ϕ Θ Θ ≤⎪ Θ >⎪= ⎨ − π⎪ Θ Θ >⎪ Θ >⎩

(4)

где ( )1 ,n
n P nπ = Θ ≤ η  а

( )
( )

1

1

n

n n

dP

dP n

η Θ
ϕ =

η Θ >
 – отноше$

ние правдоподобия.
Поэтому входящие в рекуррентное соотноше$

ние (3) вероятности могут быть определены следу$
ющим образом:

( ) ( )
( ) ( )1

1
1 1 ;n

n

P n
P n

P n

+
+ η = − π

Θ >

( ) ( ) ( )1 1 11 1 1 .n n nP n P n P nΘ > + η = − Θ ≤ η − + η

Обозначив теперь через ϕn + 1 отношение

( )
( )

1 1

0 1

,n

n

f

f
+

+

η
η

 получим рекуррентное соотношение для

πn в виде

( )( ) ( )
( )( )( ) ( )

1
1

1

1 1
.

1 1 1
n n n

n
n n

P n P n

P n P n
+

+
+

+ − π ϕ + Θ > π
π =

+ − π ϕ − + Θ >

Нетрудно видеть, что статистика πn является
неубывающей функцией времени.

Аналогично можно показать, что для

( )( )
1 ,n

n P n−π = Θ < η  ( )(0)
1
n

n P nπ = Θ = η  и

( )( )
1
n

n P n+π = Θ > η   справедливы рекуррентные со$

отношения

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( )
( )

1 ( )
;

1 1

n n
n

n n

P n P n

P n P n P n

−
−
+ −

ϕ + Θ > π
π =

+ − π + Θ > + ϕ

( )
( ) ( ) ( )

(0)
1(0)

1 (0)
1

1
;

1 1

n n
n

n n n

P n

P n P n
+

+
+

π ϕ +
π =

π ϕ − + + ϕ

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

1 ( )
1

1
.

1 1

n
n

n n

P n P n

P n P n

+
+
+ +

+

⎡ ⎤Θ > − + π⎣ ⎦π =
+ π ϕ − + Θ >

С помощью уравнения (4) может быть опреде$
лено и соотношение для вычисления вероятности

( )m
nπ  наличия сигнала в текущий момент времени

n или в одном из моментов n–1, …, n–m. Посколь$
ку наступление сигнала в эти моменты времени
есть событие несовместное, то

[ ]( )
( ) ( )

( )
1

1
0

, 

1 ,

m n
n

m
n i

n n
i

P n m n

P

P n i
−

−
=

π = Θ∈ − η =

= − π ϕ
Θ > −∑

и в случае m = 1, приведенном в примере:

( ) ( ) ( )
(1) 1

11 .
1

n n
n n n n

P P

P n P n
−

−
⎡ ⎤

π = − π ϕ + ϕ⎢ ⎥Θ > − Θ >⎢ ⎥⎣ ⎦
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ФОРМАЛИЗМ ДЛЯ ОПИСАНИЯ ПРОГРАММНЫХ СИСТЕМ
И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ ПРОЦЕССОВ ЦИКЛИЧЕСКОЙ
ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ ОБРАБОТКИ ДАННЫХ
РЕАЛЬНОГО ВРЕМЕНИ1

И. В. Стручков,И. В. Стручков,И. В. Стручков,И. В. Стручков,И. В. Стручков,
аспирант
В. М. Ицыксон,В. М. Ицыксон,В. М. Ицыксон,В. М. Ицыксон,В. М. Ицыксон,
канд. техн. наук
Санкт�Петербургский государственный политехнический университет

Рассматриваются вопросы формализованного описания программных систем и вычислитель�
ных процессов циклической параллельной обработки данных реального времени для специализи�
рованных информационно�вычислительных комплексов. Для указанного класса систем предлага�
ется новый способ формализованного описания – граф генераторов и преобразователей данных,
который может использоваться для выделения функциональных модулей�задач, имитационного
моделирования, статического и динамического распределения задач по процессорам в многопро�
цессорной системе.

The article addresses a formal description of cyclic real�time parallel computational processes and
corresponding software systems for specialized computing complexes. A new formal approach for de�
scribing the specified class of systems is introduced: the data generator�transformer graph. This graph
can be utilized for the decomposition of task modules, simulation, static and dynamic task mapping in
a multiprocessor system.

1 Статья выполнена в рамках работы по гранту для
поддержки научно$исследовательской работы аспирантов
вузов Федерального агентства по образованию 2004 года
№ А04$3. 16$482.

Задача параллельной обработки большого объ$
ема потоковой информации является типичной
для многоканальных систем анализа сигналов о
состоянии пространственно$распределенного объ$
екта. Такого рода системы используются в различ$
ных прикладных областях, таких как гидроакус$
тика, радиолокация и подобных им, где возника$
ют следующие задачи: обнаружение и идентифи$
кация объектов, сопровождение обнаруженных
объектов, прогнозирование местоположения и
скорости движения объектов, классификация
объектов, спектральный и корреляционный ана$
лиз сигналов. Для систем подобного класса харак$
терны следующие особенности:

– данные от аналогового источника поступают
в реальном времени с высокой частотой дискрети$
зации (до сотен мегагерц);

– количество параллельных каналов ввода мо$
жет составлять от нескольких сотен до несколь$
ких тысяч;

– для данных, полученных от различных кана$
лов ввода, предусмотрена одинаковая или одно$
типная математическая обработка;

– вычислительные процедуры обработки дан$
ных представляют собой последовательный мно$
гоэтапный процесс, допускающий конвейерную
организацию вычислений;

– вычислительные процедуры обработки повто$
ряются многократно для новых порций данных и,
таким образом, являются циклическими процес$
сами.

При этом разработчики математического и про$
граммного обеспечения должны учитывать следу$
ющие условия:

– ограниченность вычислительных ресурсов
системы, часто связанную со специальными требо$
ваниями, предъявляемыми к используемым в соста$
ве аппаратуры компонентам;

– предопределенность архитектуры аппаратно$
го обеспечения системы обработки, вызванную
высокой стоимостью и большой длительностью
процесса разработки аппаратуры;

– жесткие требования к временным характери$
стикам.



ПРОГРАММНЫЕ И АППАРАТНЫЕ СРЕДСТВА

ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 2, 2006 9

Совместный учет перечисленных особенностей
и условий при разработке программного обеспече$
ния требует специальной методики. При этом воз$
можность применения стандартных технологий и
средств разработки существенно ограничена.

Основным способом достижения требуемой про$
изводительности является параллельная органи$
зация вычислений, поэтому первостепенная зада$
ча – это эффективное распараллеливание вычис$
лений. Она имеет два пути решения:

статическое распараллеливание – осуществля$
ется на этапе проектирования либо сборки про$
граммной системы на основе анализа моделей вы$
числительных процессов и потоков данных;

динамическое распараллеливание – осуществ$
ляется в процессе функционирования программ$
ной системы с учетом фактических данных о за$
груженности процессоров и коммуникационных
каналов.

При любом пути решения существенным ока$
зывается учет особенностей системы и задачи об$
работки данных. Такой учет возможен при нали$
чии формализованной модели вычислительного
процесса, адекватно отражающей суть происходя$
щих явлений.

Формализованное описание вычислительного
процесса является важнейшей частью всего про$
цесса разработки, и от качества выполнения дан$
ного этапа зависит качество системы в целом.

На различных этапах жизненного цикла про$
граммного обеспечения требуются различные типы
формализованного описания:

на этапе проектирования создаются структур$
ные и поведенческие описания для выделения функ$
циональных модулей$задач и определения инфор$
мационных связей между ними;

на этапе разработки и компиляции формиру$
ются графы задач, потоков данных и соединений
процессоров для статического распределения за$
дач по имеющимся вычислительным ресурсам [1];

на этапе исполнения аналогичные графы ис$
пользуются для динамической балансировки на$
грузки [2], автоматической диагностики и конт$
роля работоспособности системы.

При исследовании многопроцессорного комп$
лекса для обработки гидроакустических сигналов
авторами была разработана теоретико$графовая
модель параллельных вычислительных процессов –
граф генераторов и преобразователей данных
(ГГПД). Данная модель ориентирована на описа$
ние программ циклической параллельной обработ$
ки данных реального времени. Отличительной
особенностью разработанной модели является воз$
можность ее использования на всех трех перечис$
ленных этапах жизненного цикла программного
обеспечения.

При разработке модели ГГПД учитывалось, что
важнейшей особенностью специализированных
систем потоковой обработки информации являет$
ся цикличность. Входные данные от внешних ис$

точников поступают, как правило, регулярными
порциями фиксированного размера. Асинхронны$
ми и непериодическими событиями в системе яв$
ляются изменения режима работы или парамет$
ров системы. Для функционирования системы в
реальном времени необходимо, чтобы обработка
очередной порции данных полностью завершалась
в течение периода поступления входных данных.

Анализ нескольких реальных систем обработ$
ки информации [3] показал, что потоки данных,
создаваемые отдельными параллельными задача$
ми, имеют всплесковый характер. Всплески со$
стоят из одного или нескольких фрагментов дан$
ных, следующих непосредственно друг за другом
(рис. 1). Периодичность всплесков задается детер$
минированной временной константой. Размер
фрагмента данных фиксирован и задается комму$
никационной подсистемой. Такие потоки далее
будем называть детерминированными всплесковы$
ми потоками.

Цикличность процессов в системе и всплеско$
вый детерминированный характер потоков данных
являются основой модели ГГПД. Граф ГПД содер$
жит вершины трех типов: генераторы данных,
преобразователи данных и терминаторы. Генера$
тор автономно формирует всплески согласно за$
данной временной константе. Один генератор мо$
жет создавать потоки одновременно для несколь$
ких получателей. Генератор характеризуют сле$
дующие параметры: период всплесков (Tв); коли$
чество фрагментов во всплеске (Nв); получатели
данных.

Преобразователь данных, в отличие от генера$
тора, активизируется не автономно, а после полу$
чения заданного количества входных данных.
Преобразователь характеризуют следующие пара$
метры: количество входных фрагментов для ак$
тивизации (Nа); время обработки (Tо); получате$
ли данных; для каждого получателя – количество
фрагментов во всплеске (Nв); для каждого получа$
теля – кратность, т. е. количество активизаций,
после которого генерируется всплеск (M).

Терминатор является просто заглушкой, не
имеет параметров и на графе обозначает конец вы$
числений.

Таким образом, каждая задача в рассматривае$
мых системах выполняется циклически с обнов$
ленными входными данными. Период цикла зада$

�
�

� � �
�

�

� Рис. 1. Детерминированный всплесковой поток
данных
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Граф генераторов и преобразователей данных
позволяет описывать параллельные программы из
класса циклических программ параллельной об$
работки данных с детерминированными всплеско$
выми потоками данных. В частности, определен$
ная комбинация генераторов и преобразователей
на заданной топологии позволила адекватно мо$
делировать реально исследованную задачу парал$
лельной обработки гидроакустических сигналов
[3]. Для исследованной параллельной программы
ГГПД представлен на рис. 2 (задачи$генераторы
обозначены Gi, задачи$преобразователи – Xjk,
терминаторы – T). Формально, с каждой вершиной
графа связаны соответствующие параметры (рис. 3).
На рис. 2 данные параметры не показаны в целях
наглядности.

Поскольку ГГПД отражает логическую струк$
туру программного обеспечения, данное описание
может создаваться уже на этапе проектирования.
На этапе разработки и компиляции необходимо
решить задачу оптимального статического рас$
параллеливания. Возможны два пути применения
ГГПД на этом этапе:

– преобразование ГГПД в иную модель, для ко$
торой существует методика статического распа$
раллеливания;

– создание методики статического распаралле$
ливания, использующей ГГПД непосредственно
в качестве исходной информации.

Покажем возможность эквивалентного перехо$
да от ГГПД к другим моделям описания параллель$
ных процессов. За основу возьмем простой граф (см.
рис. 3).

Наиболее распространенным способом форма$
лизованного описания параллельных процессов
являются графы задач. В настоящее время пред$
ложено множество подходов к построению графов
задач [4, 5], из которых в данной работе рассмат$
риваются направленные ациклические графы
(DAG), итеративные графы задач (ITG) и времен$
ные коммуникационные графы (TCG).

Рассмотрим переход от графа на рис. 3 к направ$
ленному ациклическому графу (DAG) на рис. 4.

Направленные ациклические графы являются
наиболее простым и часто используемым в алго$
ритмах распределения нагрузки способом описа$
ния параллельных программ. В таком графе вер$
шины представляют задачи, а ребра – передачу
данных между задачами. При описании парал$
лельных программ обычно используют взвешен$
ные направленные ациклические графы. Веса,
придаваемые вершинам, отражают вычислитель$
ную сложность данной задачи, а веса, придавае$
мые ребрам, – затраты на передачу данных между
двумя данными задачами. Основным недостатком
ациклических графов является невозможность
адекватно описать итеративные вычисления.
Вследствие этого с помощью ациклических графов
обычно описывают только параллельные програм$
мы с крупным делением на задачи. В этом случае

� Рис. 2. ГГПД для программы параллельной обра�
ботки гидроакустических сигналов

� Рис. 3. Пример простого ГГПД
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чи$генератора равен Tв. Период цикла задачи$пре$
образователя зависит от скорости поступления
входных данных. Полному циклу соответствует
M поступлений по Nа фрагментов данных (акти$
визаций), причем при каждой активизации за$
трачивается время на обработку Tо.
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все итеративные вычисления считаются упрятан$
ными внутри одной задачи (и, следовательно, яв$
ляются последовательными). Другим решением
является развертывание циклов в виде вложенных
ациклических подграфов. Однако это допустимо
только в том случае, когда число итераций извест$
но на этапе компиляции, что случается достаточ$
но редко.

На рис. 4 периоду генератора данных соответ$
ствует вершина графа c1, времени обработки дан$
ных преобразователем соответствует вершина c2.
Отметим, что для описания кратности преобразо$
вателя данных M в DAG требуется дублирование
пары вершин c1, c2. В нашем случае M = 2, при
больших значениях M потребуется соответствую$
щее число повторений вершин в DAG. Фиктивная
передача данных с w0 = 0 необходима для обеспе$
чения связности графа. Ациклическая природа
графа DAG не позволяет адекватно описать беско$
нечный процесс, поэтому граф неограничен.

Преимуществом итеративного графа задач
(ITG) является возможность компактного описа$
ния циклов, поэтому эквивалентный ITG являет$
ся ограниченным. В итеративных графах задач
ребру графа помимо затрат на передачу данных
может присваиваться также дополнительное зна$
чение – задержка. При этом обязательно должно
соблюдаться условие: в любом цикле должна на$
ходиться, по крайней мере, одна задержка. Ребра
без задержек моделируют зависимости внутри од$
ной итерации, связи с задержками – зависимости
между итерациями. Тем не менее, описание крат$
ности преобразователя данных также требует дуб$
лирования вершин. Период генератора в данном
случае удобнее описать не весом вершины c1, а за$
держкой D, c1 при этом принимается равным нулю.

В результате получаем граф, представленный на
рис. 5.

Временной коммуникационный граф (TCG) для
рассматриваемого случая является неограничен$
ным, как и DAG. Некоторым преимуществом дан$
ного описания (рис. 6) является явное выделение
параллельных процессов (задач): p1 соответству$
ет задаче$генератору, p2 – задаче$преобразовате$
лю, p3 – задаче$заглушке.

Из рассмотренных примеров очевидно, что воз$
можно построение формальных схем перехода от
описания ГГПД к иным моделям графового пред$
ставления параллельных вычислительных процес$
сов. Большинство существующих алгоритмов ста$
тического и динамического распределения нагруз$
ки в многопроцессорных системах [1, 2] базиру$
ются на рассмотренных стандартных графовых
моделях описания вычислительных процессов в
качестве исходной информации. Наличие формаль$
ных процедур преобразования описания ГГПД в
одну из таких моделей позволит автоматически
адаптировать имеющееся описание к стандартным
средствам.

Имеющиеся подходы были разработаны для
описания широкого класса параллельных про$
грамм и, как показано выше, не вполне эффектив$
ны для описания циклических многоэтапных про$
цессов, подразумевающих однотипную математи$
ческую обработку. Предложенная модель ГГПД не
только компактнее и нагляднее описывает процес$
сы циклической параллельной обработки, но и
может быть непосредственно использована в про$
цессе разработки и оптимизации параллельных
программ.

Имея описание вычислительного процесса в
виде ГГПД, разработчик системы получает возмож$

� Рис. 4. Эквивалентный направленный ацикли�
ческий граф (τ – время передачи одного
фрагмента данных)

� Рис. 5. Эквивалентный итеративный граф за�
дач
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ность осуществить имитационное моделирование
ее функционирования до написания какого$либо
программного кода. Такое моделирование на эта$
пе проектирования позволит избежать множества
ошибок при разработке. В ходе исследования эф$
фективности коммуникационных подсистем для
многопроцессорного комплекса [3] были разрабо$
таны имитационные модели аппаратной архитек$
туры, коммуникационных подсистем и приклад$
ных задач. Для имитационных экспериментов ис$
пользовалась среда моделирования OMNet++.
Имитационные модели параллельных задач бази$
руются на введенных абстракциях генераторов и
преобразователей данных, что позволяет исполь$
зовать описание ГГПД в качестве исходных дан$
ных без предварительного преобразования.

Описание ГГПД также может являться вход$
ной информацией алгоритма распределения задач
по процессорам. Распределение задач по процессо$
рам сводится к решению следующей многокрите$
риальной и, в общем случае, нелинейной задачи
оптимизации:

:
min ( ),

MM S H
CF M

∀ ⎯⎯→

где S – граф задач (в нашем случае, ГГПД); H –
направленный граф соединений процессоров (вер$
шинам соответствуют процессоры, дугам – меж$
процессорные соединения); M принимает значение
всех возможных отображений графа задач на граф
соединений процессоров.

Для решения данной задачи применяются ите$
ративные алгоритмы оптимизации. Общий вид
целевой (минимизируемой) функции для итератив$
ного алгоритма оптимизации можно представить
в виде суммы трех компонент [1]:

верш дуг

марш

( , ) ( , ) ( , )

( , , ),

CF M t F M t F M t

F M t RA

= + +

+

где M – отображение задач на процессоры; t – шаг
алгоритма оптимизации; RA – функция маршру$
тизации сообщений и данных.

Покажем, как сформировать целевую функцию
алгоритма оптимизации распределения задач на
основе описания ГГПД.

Целевая функция вершин (Fверш) соответству$
ет затратам на вычисления в процессорах. Для
каждой задачи$преобразователя определяется вы$
числительный вес:
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где Tоi – время обработки i$й задачи$преобразова$
теля; λj – интенсивность j$го входящего потока; I –
множество входящих потоков задачи; Nai – коли$
чество фрагментов для активизации i$й задачи$
преобразователя; X – множество задач$преобразо$
вателей; Nвj – количество фрагментов во всплеске
для j$го входящего потока; Tcj – период всплесков
j$го входящего потока (как от генератора, так и от
преобразователя); Mj – кратность для j$го входя$
щего потока; Task(j) – индекс задачи, генерирую$
щей входящий поток j; Tвj – период всплесков для
j$го входящего потока (только от генератора); G –
множество задач$генераторов.

Значение целевой функции вершин рассчиты$
вается, как суммарный дисбаланс нагрузок по всем
процессорам:

верш ср
1

( , ) ( ) | |,
N

i
i

F M t t c c
=

= α −∑
где α(t) – нормировочный множитель, завися$
щий от шага алгоритма; N – число процессоров;
ci – суммарный вычислительный вес всех задач,
распределенных на данный процессор; cср – сред$
ний суммарный вычислительный вес по всем про$
цессорам.

Целевая функция дуг (Fдуг) соответствует за$
тратам на передачу данных:

дуг
, 

( ) ,ij ij
i j T

F t d w
∈

= β λ∑

где β(t) – нормировочный множитель, зависящий
от шага алгоритма; T – множество всех задач; λij –
интенсивность потока данных от задачи i к задаче
j из формулы (*); dij – расстояние от задачи i до
задачи j в узлах, согласно таблице маршрутиза$

� Рис. 6. Эквивалентный временной коммуникаци�
онный граф
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ции; w – затраты на передачу единицы (фрагмен$
та) данных между соседними узлами.

Затраты на маршрутизацию (Fмарш) учитыва$
ют загруженность коммуникационных каналов
(линков). Загруженность l$го линка определяется
по формуле

, 

( , , ),l ij
i j T

AD wRA i j l
∈

= λ∑

где RA(i, j, t) – функция маршрутизации (RA = 1,
если данные от задачи i до задачи j проходят через
линк l).

Целевая функция маршрутизации Fмарш опре$
деляется, как суммарный дисбаланс загруженно$
стей линков:

марш ср
1

( , , ) ( ) | |,
L

l
l

F M t RA t AD AD
=

= γ −∑
где γ(t) – нормировочный множитель, зависящий
от шага алгоритма; L – число линков; ADl – загру$
женность l$го линка; ADср – среднее значение заг$
руженности по всем линкам.

Выводы

В данной статье были рассмотрены способы
формализованного описания параллельных про$
грамм для вычислительных систем с распределен$
ной памятью и представлена новая модель графо$
вого описания параллельных программ – граф ге$
нераторов и преобразователей данных. ГГПД яв$
ляется расширением графа потоков данных и при$
меним для описания параллельных программных
систем и вычислительных процессов циклической
обработки данных реального времени. Примером
систем данного класса является программное обес$
печение вычислительного комплекса многока$
нальной обработки гидроакустических сигналов.

В вычислительных процессах указанного клас$
са потоки данных имеют периодический всплес$
ковый характер. Параметры вершин в ГГПД осно$
ваны на данном представлении потоков данных.
Анализ применения ГГПД для описания реальной
параллельной программы и сравнение с другими
моделями описания позволяют сделать следующие
выводы.

1. Описание ГГПД является естественным и
наглядным визуальным формализмом для разра$
ботчиков системы, так как каждой вершине графа
соответствует вполне реальная программная сущ$
ность – задача.

2. Описание ГГПД является наиболее компакт$
ным для указанного класса задач, по сравнению с
эквивалентными описаниями DAG, ITG и TCG,
так как скрывает цикличность и кратность обра$
ботки данных в семантике вершин.

3. Можно предложить формальную схему пере$
хода от ГГПД к любой из рассмотренных моделей,
что позволит разработать автоматизированный
программный инструмент для подобных преобра$
зований.

4. Описание ГГПД может быть непосредствен$
но использовано как входная информация для
имитационного моделирования системы или ал$
горитма распределения задач.

Таким образом, модель ГГПД является новой
и более эффективной формой описания параллель$
ных программ и вычислительных процессов в
классе циклических задач обработки данных ре$
ального времени. Модель ГГПД программы, бла$
годаря своей наглядности, может быть построена
разработчиком (системным архитектором) на эта$
пе проектирования. В процессе разработки описа$
ние ГГПД может быть переведено в эквивалентное
представление другого типа, что может оказаться
необходимым условием для автоматического (ав$
томатизированного) распределения задач по про$
цессорам вычислительной системы.

Направлением дальнейшего развития предло$
женного подхода является исследование возмож$
ности применения модели ГГПД для статического
и динамического распределения задач. В резуль$
тате исследования должна быть предложена эф$
фективная методика такого распределения и раз$
работан прототип системы управления параллель$
ными задачами на основе данной методики.
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Рассматривается субоптимальный алгоритм составления расписаний в иерархических вычис�
лительных системах, практически не требующий перебора вариантов. Приводятся результаты ис�
следований его эффективности на основе случайного генерирования примеров.

We propose a suboptimal scheduling algorithm for hierarchical computing systems which requires
almost no case study of schedule versions. It is based on several optimal no�case�study scheduling
algorithms. Each of the algorithms is intended for its own, rather narrow basic class of systems.

Введение

Проблема построения расписаний выполнения
задач в многопроцессорных системах обработки ин$
формации является достаточно важной, и ей посвя$
щены многочисленные публикации, ссылки на ко$
торые можно найти, например, в работах [1–3]. Дан$
ная проблема может рассматриваться в различной
постановке. В настоящей статье она рассматривает$
ся применительно к иерархической вычислительной
системе, которая решает некоторую последователь$
ность задач. При этом каждая задача разбита на
фрагменты по числу процессоров. Предполагаются
известными времена решения для всех фрагментов
каждой из задач. Известно [1–3], что решение про$
блемы составления расписаний в общем случае в той
или иной степени предполагает перебор вариантов
возможных расписаний и характеризуется высокой
алгоритмической сложностью. Ниже предлагается
субоптимальный алгоритм построения расписаний,
практически не требующий перебора вариантов.
Дальнейшее изложение отчасти коррелируется с
предыдущей работой авторов [4], которая была по$
священа существенно более узкому классу вычисли$
тельных систем – конвейерным системам.

Постановка задачи и основная идея
предлагаемого алгоритма

Пусть рассматриваемая система представляет
собой иерархию из m процессоров L = {L1, L2, …, Lm},

на вход которой поступает последовательность (J1,
J2, …, Jn) из n задач. Каждая задача разбивается на
m фрагментов (по числу процессоров). При этом i$й
фрагмент j$й задачи решается на i$м процессоре за
время , 1, , 1, i j i m j nτ = =  и к н

, , , ,i j i j i jt tτ = −  где н
,i jt  и

к
,i jt  – времена начала и конца решения j$й задачи на

i$м процессоре. Проблема состоит в определении
расписания решения задач, которое не существен$
но проигрывает минимальному расписанию по
суммарному времени решения всех задач. Заметим,
что под минимальным расписанием понимается
расписание, характеризующееся минимальным вре$
менем решения всех задач.

Для решения поставленной задачи предлагается
субоптимальный рекурсивный алгоритм, основная
идея которого сводится к следующему (рис. 1). В ос$
нове предлагаемого алгоритма лежат три одношаго$
вых алгоритма построения расписаний, каждый из
которых ориентирован на свой, в общем случае дос$
таточно узкий, базовый класс систем. Важно то, что
эти алгоритмы являются беспереборными и опти$
мальными. В предложенном алгоритме на каждом
шаге рекурсии в будущем расписании размещаются
одна или две задачи из числа не размещенных на
предыдущих шагах. При этом используемый одно$
шаговый алгоритм размещения соответствует тому
базовому классу, к которому наиболее близка рас$
сматриваемая на данном шаге система. Эти действия
повторяются до исчерпания заданного списка задач.
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Базовые классы иерархических систем

Обсудим предварительно основные понятия и,
прежде всего, понятие иерархической системы. На
рис. 2, а приведен пример трехъярусной иерархи$
ческой системы из семи процессоров. Следует под$
черкнуть, что в данном контексте речь идет об
иерархических информационных связях. При
этом их физическая реализация может быть дру$
гой и иметь, например, магистральную архитек$
туру. Система на рис. 2, а не имеет циклов и раз$
ветвлений, включает четыре входных процессора
1–3 и 5 и один выходной 7. Отметим, что конвей$
ерная система является частным случаем иерар$
хической системы, когда каждый ярус содержит
лишь один процессор (рис. 2, б).

Каждый входной процессор Li связан с выход$
ным процессором Lm некоторым вычислительным
путем (последовательностью процессоров) pk = Li,
Lj, …, Lm. Назовем величину tk,j временем выпол$
нения вычислительного пути pk на j$й задаче. Оп$
ределим ее как сумму времен выполнения фрагмен$
тов j$й задачи процессорами, принадлежащими
этому пути, что с использованием нумерации про$
цессоров вдоль пути pk можно записать:

, ,
1

,
km

k j i j
i

t
=

= τ∑
где mk – число процессоров, принадлежащих пути
pk.

Заметим, что в общем случае реальное время
выполнения вычислений на этом пути будет боль$
ше из$за необходимости ожидания готовности ис$
ходных данных для процессоров вычислительно$
го пути pk, вычисляемых в процессорах, не при$
надлежащих этому пути.

Назовем вычислительный путь *
jp  критическим

для j$й задачи, если время его выполнения на j$й
задаче является максимальным среди всех осталь$
ных путей системы. Очевидно, что для разных за$
дач, решаемых в одной и той же системе, крити$
ческие вычислительные пути могут быть различ$
ными.

Для любой иерархической системы время н
,i jt

начала обработки информации в некотором про$
цессоре Li определяется временем подготовки для
него всех исходных данных, которые, в свою оче$
редь, складываются из ряда частных данных, под$
готавливаемых предшествующими процессорами

� Рис. 1. Иллюстрация основной идеи предлагаемого алгоритма

����������	��

������
������ ���
���

����
�� 	������

����
�� 	������

����
�� 	������

��	����
���
������
� ���
������

����������

������
���

������
���

������
���

�

�

� � �

�

������

������

������� �

�'

�'

�'

� Рис. 2. Примеры иерархических систем: а – иерархическая система общего вида; б – конвейерная система
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Lr по каждому r$му информационному входу Li
(так, на рис. 1, а процессору 7 предшествуют про$
цессоры 4, 5 и 6). В результате время готовности
данных для процессора Li определяется макси$
мальным среди времен к

,r jt  подготовки частных
данных, т. е.

н к
, ,max{ }.i j r j

r
t t=

В свою очередь, время к
,r jt  подготовки частных

данных по некоторому вычислительному пути оп$
ределяется не только временем обработки данных
в процессорах этого пути, но также временем ожи$
дания готовности данных и временем начала вы$
числений во входном процессоре на рассматривае$
мом вычислительном пути. Последняя величина
имеет в общем случае разные значения для разных
вычислительных путей для любой задачи, кроме
первой.

Рассмотрим три базовых для данного рассмот$
рения класса иерархических систем. В дальнейшем
этот список может быть расширен. Особенностью
всех рассматриваемых классов является существо$
вание характерных упорядоченностей на множе$
стве процессоров по определяемому ниже отноше$
нию доминирования. Первый класс связан с нали$
чием убывающей упорядоченности, второй класс –
с наличием возрастающей упорядоченности, тре$
тий класс – с наличием двух упорядоченностей
(возрастающей и убывающей).

Введем на множестве процессоров отношение
доминирования «>».

Определение. Процессор Lq доминирует над
процессором Lr (Lq > Lr), если

, ,min max .q j r j
j j

τ ≥ τ

Определим три базовых класса иерархических
систем.

Класс 1. Множество процессоров представляет
собой последовательность Lm > L2 > … >  Lm, убы$
вающую по отношению доминирования как вдоль
каждого из ярусов системы, так и от нижнего яру$
са к верхнему таким образом, что процессоры, яв$

ляющиеся максимальными элементами каждого
из ярусов, образуют путь (критический).

Класс 2. Множество процессоров представляет
собой последовательность L1 < L2 <…< Lm, возрас$
тающую по отношению доминирования как вдоль
каждого из ярусов системы, так и от нижнего яру$
са к верхнему таким образом, что процессоры, яв$
ляющиеся максимальными элементами каждого
из ярусов, образуют путь (критический).

Класс 3. Множество процессоров представляет
собой пару соединенных последовательностей
L1 < L2 <…< Lh >…> Lm–1 > Lm, 1 ,h m≤ ≤ первая из
которых возрастает, а вторая убывает по отноше$
нию доминирования как вдоль каждого из ярусов
системы, так и от нижнего яруса к верхнему та$
ким образом, что процессоры, являющиеся мак$
симальными элементами каждого из ярусов, об$
разуют путь (критический путь).

На рис. 3 приведена иерархическая система,
соответствующая классу 1. Штриховой линией
показано отношение доминирования, а жирными
линиями – процессоры 1, 4 и 7, являющиеся мак$
симальными элементами ярусов. Путь, который
образуют эти процессоры, является критическим
для всех задач системы.

Построение оптимальных расписаний
для базовых классов

Покажем теперь, как сконструировать опти$
мальное расписание в системе из класса 1. При этом
характеристики критического пути будем отме$
чать звездочкой (*).

Алгоритм 1
1. Выделим задачу Js, которая удовлетворяет

условию

* *
* *
, ,

2 2

min .
m m

i s i j
ji i= =

⎧ ⎫⎪ ⎪τ = τ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑

2. Сформируем расписание 1 [ ],sJπ = π�  где π�  –
произвольное расписание для (n–1) задач, не со$
держащее задачи Js.

Покажем оптимальность алгоритма 1. Предва$
рительно отметим важную особенность систем из
класса 1, заключающуюся в том, что ни перед од$
ним из процессоров, принадлежащих критическо$
му пути, кроме входного, никогда не образуется
очередь из фрагментов задач, ожидающих реше$
ния. Очередь на входе процессора может возникать
по двум причинам: из$за ожидания подготовлен$
ными на критическом пути исходными частными
данными готовности других частных данных,
а также из$за ожидания момента окончания ре$
шения на данном процессоре фрагмента предыду$
щей задачи. Ожидание в силу первой причины ис$
ключается, поскольку при любой задаче решение
на любом процессоре критического пути будет все$
гда заканчиваться позже, чем на других процессо$
рах того же яруса. Это будет происходить ввиду

�

� � �

� � �

� Рис. 3. Иллюстрация отношения доминирования
для систем класса 1
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того, что этот процессор является максимальным
элементом яруса по отношению доминирования,
а время начала вычислений на входном процессо$
ре критического пути всегда будет наиболее по$
здним среди всех входных процессоров. Ожидание
в силу второй причины также исключается, по$
скольку ввиду доминирования предшествующего
процессора критического пути над последующим
самый короткий для предшествующего процессо$
ра фрагмент любой задачи будет решен за большее
время, нежели самый длинный фрагмент любой
другой задачи на последующем процессоре.

С учетом сказанного можно записать выраже$
ние для времени T1(π) выполнения произвольного
расписания π в системе из класса 1. Это время мож$
но представить в виде суммы двух составляющих:
времени ожидания в исходной очереди для фраг$
мента последней n$й задачи, соответствующего
входному процессору критического пути, а также
времени *

nt  выполнения критического пути для
этой задачи. Такое представление возможно, по$
скольку момент начала ожидания для входного
фрагмента критического пути n$й задачи совпада$
ет с моментом начала выполнения расписания,
а момент окончания выполнения критического
пути – с моментом окончания выполнения распи$
сания. Причем время ожидания будет определять$
ся суммой времен решения входных фрагментов
критического пути для всех задач, кроме последней.
В результате с использованием нумерации процес$
соров вдоль критического пути имеем

1 1 *
* * * *

1 1, 1, ,
1 1 1

( ) ,
n n m

j n j i n
j j i

T t
− −

= = =
π = τ + = τ + τ∑ ∑ ∑

где *
,i jτ  – время решения фрагмента j$й задачи на

i$м процессоре критического пути системы; m* –
число процессоров, принадлежащих критическо$
му пути.

Перенося для удобства анализа первое слагае$
мое из второй суммы в первую сумму, получаем

*
* *

1 1, ,
1 2

( ) .
n m

j i n
j i

T
= =

π = τ + τ∑ ∑

Значение первой суммы представляет собой
суммарное время, затрачиваемое на решение вход$
ных фрагментов критического пути для всех за$
дач. Очевидно, что для заданной очереди ее вели$
чина фиксирована и не зависит от выбора расписа$
ния. В отличие от первой суммы, вторая зависит
от выбора расписания. Причем оптимальным бу$
дет то расписание, которое характеризуется ми$
нимальным значением этой суммы. Отсюда следу$
ет, что расписание, формируемое в алгоритме 1,
является оптимальным для класса 1.

Отметим два существенных обстоятельства. Во$
первых, в данном алгоритме отсутствует перебор
вариантов расписаний. Во$вторых, для оптималь$
ности расписания достаточно лишь правильного

выбора последней исполняемой задачи, которая
должна быть наиболее быстро решаемой на всех
процессорах критического пути системы, кроме,
возможно, первого. Упорядоченность же осталь$
ных задач не влияет на время исполнения распи$
сания.

Рассмотрим правила формирования расписания
во втором случае, который является в определен$
ном смысле противоположным первому. Он также
характеризуется определяющим свойством, но оно
заключается в том, что перед каждым из процессо$
ров критического пути системы всегда образуется
очередь из фрагментов задач, ожидающих реше$
ния. В результате каждая задача, кроме первой,
будет стартовать на любом процессоре критиче$
ского пути с некоторой задержкой относительно
момента ее прибытия на вход процессора, посколь$
ку любой i$й фрагмент j$й задачи будет заканчи$
ваться позже, нежели (i–1)$й фрагмент следующей
за ней (j +1)$й задачи. Этот факт также следует из
определения отношения доминирования. Алго$
ритм конструирования расписания в этом случае
будет выглядеть следующим образом.

Алгоритм 2
1. Выделим задачу Jl, которая удовлетворяет

условию

* 1 * 1
* *
, ,

1 1

min .
m m

i l i j
ji i

− −

= =

⎧ ⎫⎪ ⎪τ = τ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑

2. Сформируем расписание 2 [ ],lJπ = π�  где π�  –
произвольное расписание для (n–1) задач, не со$
держащее задачи Jl.

Покажем оптимальность этого алгоритма. Запи$
шем выражение для времени выполнения произ$
вольного расписания для системы из класса 2. Уч$
тем, что перед последним m*$м процессором крити$
ческого пути системы (как и перед всеми другими)
всегда существует очередь, а значит, этот процессор
всегда занят с момента появления на его входе пер$
вой и до момента ухода с него последней задачи.
В связи с этим время T2(π) выполнения произволь$
ного расписания π можно представить в виде суммы
времени t1, необходимого для решения первой зада$
чи, и времени решения последних m*$х фрагментов
критического пути для всех остальных задач. Заме$
тив, что время решения первой задачи равно време$
ни выполнения критического пути, получаем

*
* * *

2 1 *, ,1 *,
2 1 2

( ) .
n m n

m j i m j
j i j

T t
= = =

π = + τ = τ + τ∑ ∑ ∑
Перенося для удобства анализа последнее слага$

емое из первой суммы во вторую сумму, получаем

* 1
* *

2 ,1 *,
1 1

( ) .
m n

i m j
i j

T
−

= =
π = τ + τ∑ ∑ (*)

Значение второй суммы представляет собой
суммарное время, необходимое для решения пос$
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ледних фрагментов критического пути для всех
задач. Очевидно, что для заданной очереди ее ве$
личина фиксирована и не зависит от выбора рас$
писания. В отличие от второй суммы первая зави$
сит от выбора расписания. Причем оптимальным
будет то расписание, которое характеризуется ми$
нимальным значением этой суммы. Отсюда следу$
ет, что расписание, формируемое в алгоритме 2,
является оптимальным для класса 2.

Так же как и в предыдущем случае, в данном
алгоритме отсутствует перебор вариантов распи$
саний, а для оптимальности расписания достаточ$
но лишь правильного выбора первой исполняемой
задачи, которая должна быть наиболее быстро ре$
шаемой на всех процессорах критического пути,
кроме, возможно, последнего. Упорядоченность
же остальных задач не влияет на время выполне$
ния расписания.

Рассмотрим задачу построения оптимального
расписания для систем из класса 3.

Алгоритм 3
1. Выделим задачу Js, которая удовлетворяет

условию

1 * 1
* *
, ,

1 1

min .
h h

i s i j
ji i

− −

= =

⎧ ⎫⎪ ⎪τ = τ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑

2. Выделим задачу Jp, которая удовлетворяет
условию

* *
* *
, ,

* 1 * 1

min .
m m

i p i j
ji h i hj s= + = +≠

⎧ ⎫⎪ ⎪τ = τ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑

3. Сформируем расписание 3 [ ],s pJ Jπ = π�
где π�  – произвольное расписание для (n–2) задач,
не содержащее задач Js и Jp.

4. Сформируем расписание 4 [ ]q rJ Jπ = π� , по$
вторив пп. 1–3, но выполнив пп. 1 и 2 в другой
последовательности.

5. Выберем среди расписаний π3 и π4 наилучшее
расписание.

Покажем оптимальность этого алгоритма. Разо$
бьем критический путь системы и, соответственно,
всю систему на две части. В первую часть критичес$
кого пути включим процессоры с первого по (h*–1)$й,
а во вторую – с h*$го по m*$й процессоры. Соответ$
ственно в первую часть системы включим процессо$
ры ярусов с 1$го по (h*–1)$й, а во вторую – все ос$
тальные процессоры. Очевидно, что первая часть
системы соответствует системе из класса 2. В резуль$
тате фрагмент каждой задачи перед решением на
любом процессоре соответствующей части критичес$
кого пути попадает в очередь. Поскольку то же са$
мое справедливо и для h*$го процессора, можно ут$
верждать, что вторая часть системы соответствует
системе из класса 1. Действительно, не только име$
ет место необходимая упорядоченность процессоров,
но и фрагменты задач выходят на соответствующую
часть критического пути без каких$либо дополни$

тельных задержек так, как будто они все одновре$
менно стоят в очереди к h*$му процессору. Запишем
время T3(π) выполнения произвольного расписания
в рассматриваемой системе. Представим искомое
время T3(π) как сумму двух величин. Первая вели$
чина – это время tn(1, h*–1) решения всех n задач в
первой части системы (от начала решения входного
фрагмента первой задачи на первом процессоре кри$
тического пути до начала решения фрагмента n$й
задачи на h*$м процессоре), вторая величина – это
время tn(h, m) решения n$й задачи на второй части
системы:

3( ) (1, * 1) ( *, *)n nT t h t h mπ = − + .

Очевидно, что время tn(1, h*–1) будет равнять$
ся времени решения (n–1)$й задачи на процессо$
рах с 1$го по h*$й, которое определяется выраже$
нием (*) и имеет вид

* 1
* *

1 ,1 *,
1 2

(1, * 1) (1, *) .
h n

n n i h j
i j

t h t h
−

−
= =

− = = τ + τ∑ ∑
Время tn(h*, m*) решения n$й задачи на второй

части системы определяется очевидным выраже$
нием

*
*
,

*

( *, *) .
m

n i n
i h

t h m
=

= τ∑
В результате для T3(π) получаем

* 1 *
* * *

3 ,1 *, ,
1 2 *

( ) .
h n m

i h j i n
i j i h

T
−

= = =
π = τ + τ + τ∑ ∑ ∑

Перенося для удобства анализа последнее сла$
гаемое из первой суммы и первое слагаемое из тре$
тьей суммы во вторую, получаем

* 1 *
* * *

3 ,1 *, ,
1 1 * 1

( ) .
h n m

i h j i n
i j i h

T
−

= = = +
π = τ + τ + τ∑ ∑ ∑

Значение второй суммы представляет собой
суммарное время, затрачиваемое на решение соот$
ветствующих фрагментов всех задач на h*$м про$
цессоре. Очевидно, что для заданной очереди ее
величина фиксирована и не зависит от выбора рас$
писания. В отличие от второй суммы, первая и тре$
тья суммы зависят от выбора расписания. Причем
оптимальным будет то расписание, которое харак$
теризуется минимальным значением этой части
выражения. Минимальность значения, в свою оче$
редь, будет достигаться, если в расписании первой
будет решаться задача, требующая наименьшего
времени для первых (h*–1) фрагментов, выполня$
емых на процессорах критического пути, а после$
дней – задача, наиболее быстро решаемая на пос$
ледних (m*–h*) процессорах критического пути.
Поскольку одна и та же задача может удовлетво$
рять обоим требованиям, ее надо попробовать раз$
местить на каждой из этих позиций, а затем вы$
брать наилучшее из этих двух расписаний. Отсю$
да следует, что расписание, формируемое в алго$
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ритме 3, является оптимальным для системы из
класса 3.

Отметим, что в данном алгоритме перебор рас$
писаний также практически отсутствует. При по$
строении расписания достаточно проанализиро$
вать лишь два возможных варианта, а для опти$
мальности расписания достаточно лишь правиль$
ного выбора первой и последней исполняемых за$
дач. Упорядоченность же остальных задач не вли$
яет на время исполнения расписания.

Субоптимальный алгоритм
построения расписаний

Конечно же, оптимальность приведенных выше
алгоритмов имеет место лишь в случаях, когда
рассматриваемая система полностью удовлетворя$
ет требованиям какого$либо из базовых классов.
На практике же чаще всего эти требования не вы$
полняются, и тогда, в частности, утверждение о
независимости времени выполнения расписания
от варианта упорядочивания некрайних задач те$
ряет силу. Напротив, представляется правдоподоб$
ным, что расхождение времен выполнения опти$
мального расписания и расписания с упорядочи$
ванием лишь крайних задач будет тем меньше, чем
меньше время выполнения расписания для всех
некрайних задач. Таким образом, приходим к сле$
дующему рекурсивному алгоритму (рис. 4).

На первом шаге алгоритма для системы, харак$
теризующейся множеством исполняемых задач

мощностью n, на основе эвристического класси$
фикационного правила определяется базовый
класс систем, к которому наиболее близка рассмат$
риваемая система. Далее определяется одна из
крайних (первая или последняя) задач будущего
расписания (классы 1 и 2) либо обе крайние зада$
чи (класс 3). Затем эти действия повторяются для
(n–1) задач (классы 1 и 2) или для (n–2) задач
(класс 3) и т. д. до тех пор, пока все задачи не бу$
дут размещены в расписании.

Классификация осуществляется путем выделе$
ния у рассматриваемой системы определяющего
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признака – наличия либо убывающей последова$
тельности, либо возрастающей последовательно$
сти, либо состыкованных убывающей и возраста$
ющей последовательностей. Значение определяю$
щего признака вычисляется с использованием ап$
проксимации параболой верхних границ интер$
вальной зависимости времени выполнения всех
задач от номера процессора (рис. 5). На рисунке
интервалы времен показаны отрезками жирных
линий, а их верхние границы – черными кружка$
ми. При этом, если вершина параболы оказывает$
ся слева от интервала номеров процессоров, то си$
стема относится к классу 1, если справа,– то к клас$
су 2, если внутри интервала,– то к классу 3.

Оценка эффективности приближенного
алгоритма

Оценка эффективности предложенного алго$
ритма осуществлялась на основе компьютерного
моделирования и в целях упрощения производи$
лась авторами по отношению к классу конвейер$
ных систем, составляющих важный подкласс
иерархических систем. В основу использованного
подхода было положено случайное генерирование
примеров. При этом фиксировалось число процес$
соров (m = 10), образующих конвейер, а число за$
дач варьировалось в интервале от 5 до 8. Для каж$
дого значения n (число задач) из этого интервала
генерировалось 100 примеров. Причем времена
решения задач на каждом из процессоров форми$
ровались как случайные величины, равномерно
распределенные на заданном интервале. Для каж$
дого получаемого примера строилось расписание
на основе предложенного алгоритма и путем пол$
ного перебора (оптимальное расписание). Эти рас$
писания сравнивались между собой по относитель$
ной разности времен выполнения. Результаты мо$
делирования приведены на рис. 6.

Результаты показывают, что, например, при
n = 5 предлагаемый алгоритм примерно в 75% слу$
чаев строил расписания, которые уступали по дли$

тельности оптимальному расписанию не более
5%, а практически для всех примеров были по$
строены расписания, уступающие оптимальному
не более 10 %. Самым неблагополучным оказался
случай при n = 7, когда лишь для 59% примеров
были построены расписания, уступающие опти$
мальному не более 5%, а для 90% примеров были
построены расписания, уступающие оптимально$
му не более 10%.

Заключение

В настоящей статье рассмотрен субоптималь$
ный рекурсивный алгоритм составления расписа$
ний в иерархических вычислительных системах,
практически не требующий перебора вариантов и
вследствие этого обладающий низкой временной
сложностью. В его основе лежат несколько беспе$
реборных оптимальных алгоритмов построения
расписаний, каждый из которых ориентирован на
некоторый свой в общем случае достаточно узкий
базовый класс систем. Проведенное исследование
эффективности алгоритма показало, что при его
использовании в 90% случаях строится расписа$
ние, уступающее по длительности выполнения
оптимальному расписанию не более 10%.
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� Рис. 6. Эффективность субоптимального алгоритма
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В статье кратко описываются наиболее распространенные средства моделирования персональ�
ных компьютеров и локальных сетей на их основе, известные как виртуальные машины. В резуль�
тате сравнительного анализа средств моделирования излагаются основные их возможности, дос�
тоинства и недостатки. Приведены примеры использования виртуальных машин и сетей как в учеб�
ном процессе, так и в реальной практике построения вычислительных сетей.

We describe most popular tools of emulations of PCs and networks, known as virtual machines.
There are very few publications on this topic in Russian. As a result of comparison of virtual machines,
the author talks about their basic features, advantages and disadvantages. The article narrates about
examples of using virtual PCs and virtual networks both in the educational aspect and in the case of
real�life networks.

Успехи в построении компьютерных моделей раз$
ных объектов и систем привели к появлению вирту$
альных объектов и миров. Одним из таких объек$
тов, который может быть построен с помощью ком$
пьютера, является сам компьютер. Другими слова$
ми, речь идет о том, что посредством специально со$
зданного программного обеспечения мы на компью$
тере можем достаточно реально моделировать рабо$
ту другого компьютера. В этом случае говорят о вир$
туальных машинах. А если запустить на одном или
нескольких компьютерах несколько виртуальных
машин и обеспечить возможность взаимодейство$
вать этим виртуальным машинам посредством сете$
вых технологий, то можно говорить и о виртуаль$
ных сетях. К сожалению, на эту тему совсем немно$
го публикаций [1, 2]. Наибольшим быстродействи$
ем обладают те виртуальные компьютеры, архитек$
тура которых соответствует архитектуре компью$
теров, на которых и организуется моделирование.
Само собой, что полноценное и эффективное функ$
ционирование виртуальных машин возможно толь$
ко на тех компьютерах, аппаратные средства кото$
рых позволяют организовать независимые защи$
щенные вычисления.

В настоящее время существует несколько про$
граммных продуктов, которые позволяют получить
на обычных персональных компьютерах полноцен$
ные виртуальные вычислительные машины. Мы
ограничимся рассмотрением всего двух1, но, пожа$

луй, самых известных – это VMware Workstation и
Microsoft Virtual PC. Кроме этих программ, которые
организуют функционирование модели компьютера
непосредственно на том компьютере, на котором ра$
ботает пользователь, имеются программные сред$
ства, позволяющие создавать виртуальные маши$
ны и работать с ними по технологии клиент$сервер.
Наиболее известными являются VMware GSX Server
и VMware ESX Server. Эти программные средства
позволяют создавать и запускать виртуальные ма$
шины на сервере. Работа с виртуальными машина$
ми в этом случае осуществляется через консольное
приложение. Такая работа напоминает работу с тер$
минальным сервером.

Тот компьютер с операционной системой, в сре$
де которой функционирует запускаемая виртуаль$
ная машина, называется основным, или главным
(в своей документации компания VMware Inc. упо$
требляет термин host). Та операционная система,
которая устанавливается на виртуальный компь$
ютер, называется гостевой (guest VM).

И VMware Workstation, и Microsoft Virtual PC
предназначены для построения виртуальных ма$
шин, работающих под управлением широко рас$
пространенных операционных систем. Так, напри$
мер, VMware Workstation 4.5.2 позволяет устано$
вить на виртуальный компьютер следующие гос$
тевые операционные системы:

• простейшие однопрограммные DOS$системы
типа Microsoft MS$DOS 6.x;

• так называемые DOS$based Windows, т. е. опе$
рационные системы Windows, использующие DOS
для своей загрузки. Это и уже всеми забытые 16$раз$

1 Помимо этих программ, можно также упомянуть
программу twoOStwo и некоторые другие, однако модели$
рующие возможности, надежность и производительность
остальных средств существенно ниже.
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рядные Windows 3.х, и более современные 32$раз$
рядные Windows 95 / 98 / 98 SE / ME;

• наиболее мощные и совершенные в плане своей
архитектуры и используемой модели защиты систе$
мы Microsoft поколения New Technology – Windows
NT 4.0 (Workstation и Server 4.0, в том числе и
Terminal Server Edition), системы семейства Windows
2000 (Professional, Server и Advanced Server), сис$
темы Windows XP (Professional и Home Edition), сер$
верные системы Windows Server 2003 (Web Edition,
Standard Edition и Enterprise Edition);

• известные сетевые системы Novell Netware 5.1
и Novell Netware 6;

• системы класса UNIX – Red Hat Linux 7.0, 7.1,
7.2, 7.3, 8.0, Linux Mandrake 8.2, 9.0, SuSe Linux
7.3, SuSe Linux Enterprise Server 7.0, 8.0, 8.1
,Turbolinux Server 7.0, 8.0, Turbolinux Workstation
8.0, FreeBSD 4.0$4.6.2, 4.8.

Работа вышеперечисленных систем была все$
сторонне протестирована компанией VMware, и
при создании новой виртуальной машины пользо$
вателю предлагается именно такой список из воз$
можных гостевых систем. Кроме этого, как пока$
зывает практика, достаточно успешно в роли гос$
тевых работают и другие операционные системы,
не вошедшие в него. Так, например, можно создать
даже бездисковую машину и работать с операци$
онной системой, которая будет загружаться либо
с компакт$диска, либо с его образа. В качестве та$
кого диска при обучении студентов мы часто ис$
пользуем компакт$диск, на котором имеется и
Windows XPE, и Linux Life CD (Linux BCS Linux).

Microsoft Virtual PC 2004 также позволяет рабо$
тать со следующими наиболее распространенными
клиентскими операционными системами: MSDOS,
Windows 95, Windows 98, Windows Millennium
Edition, Windows NT Workstation, Windows 2000
(Professional), Windows XP (Home Edition и
Professional), OS/2 (разных версий, в том числе и
OS/2 Warp). Из серверных операционных систем в
диалоговом окне выбора инсталлируемой виртуаль$
ной машины упомянуты Windows NT Server,
Windows 2000 Server, Windows Server 2003. Кроме
этого, имеется пункт Other, что означает возмож$
ность установки и других операционных систем.

Первое важное различие, которое имеется между
VMware Workstation и Microsoft Virtual PC, заклю$
чается в том, что для VMware есть реализации, ког$
да основной компьютер работает под Linux, и есть
реализации, работающие в среде Win32API. Для
Microsoft Virtual PC нет реализаций, работающих
на основной машине с системами Linux.

Второе различие в этих программных продук$
тах, которое, безусловно, обращает на себя вни$
мание, заключается в том виртуальном оборудо$
вании, которое может быть включено в состав вир$
туального компьютера. Обе они основаны на хо$
рошо известном чипсете от Intel – 440BX – и цент$
ральном процессоре с архитектурой ia32, частота
которого соответствует частоте процессора основ$

ного компьютера. Таким образом, платформа ре$
ального и виртуального компьютеров могут не со$
впадать. Например, реальный компьютер может
быть собран на базе процессора AMD Athlon и ма$
теринской платы с чипсетом NVidia NForce, в то
время как виртуальный компьютер будет иметь
процессор Intel Pentium и материнскую плату на
чипсете Intel 440BX. Правда, работать процессор
виртуального компьютера будет на частоте реаль$
ного процессора. Более того, некоторые тестирую$
щие программы, непосредственно опрашивающие
сигнатуру процессора (например, известная мно$
гим программа AIDA32), укажут на процессор,
реально установленный на host$машине.

Итак, первое главное отличие между основной
и гостевой машинами начинается с контроллера
памяти и контроллера ввода/вывода и может про$
должиться наличием или отсутствием SCSI$кон$
троллеров, числом и типом накопителей на жест$
ких дисках, сетевыми адаптерами и другим пери$
ферийным оборудованием. Отличие виртуального
процессора от реального заключается, в частности,
в том, что виртуальный может иметь коэффици$
ент умножения внутренней частоты процессора по
отношению к частоте FSB, который не соответству$
ет реальному процессору. В результате некоторые
тестовые программы могут выдавать некорректную
информацию о быстродействии памяти. Объем опе$
ративной памяти, который указывается при созда$
нии и последующем конфигурировании виртуаль$
ной машины, зависит от объема реальной памя$
ти. Объем оперативной памяти виртуальной ма$
шины не может быть больше, чем объем памяти в
основном (реальном) компьютере. Остальные ком$
поненты у VMware Workstation и Microsoft Virtual
PC – разные.

Так, например, машины VMware могут вклю$
чать в свой состав следующее оборудование:

• сетевые адаптеры AMD PCnet$PCI II (всего до
трех адаптеров), которые работают по технологии
Ethernet, т. е. скорость обмена данными по сети
составляет не более 10 Мб/с;

• жесткие диски с интерфейсом IDE. Как и в на$
стоящем компьютере, может быть до четырех уст$
ройств, подключенных через этот интерфейс, в том
числе и приводы CD$ROM, один из которых будет
входить в состав виртуальной машины по умолча$
нию, если это устройство имеется на основном ком$
пьютере. Следует заметить, что если на реальном
компьютере нет привода CD$ROM, то на виртуаль$
ном он может быть, но в этом случае он может ра$
ботать только с виртуальными компакт$дисками,
т. е. с так называемыми образами дисков. По$
скольку образы компакт$дисков представлены
файлами на реальных жестких дисках (а их ско$
рость, как известно, существенно выше, нежели у
оптических приводов), то некоторые задачи, ко$
торые связаны с работой приводов CD$ROM, на
виртуальных машинах могут быть выполнены с
существенно более высокой скоростью, чем на ре$
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альных. Последнее справедливо и в некоторых
других случаях, и об этом будет изложено более
подробно;

• контроллеры SCSI (BusLogic или LSI Logic),
посредством которых можно работать с соответ$
ствующими SCSI$устройствами. Этими устрой$
ствами могут быть и жесткие диски, и приводы
CD$ROM. Интерфейс SCSI в соответствии с извес$
тной спецификацией поддерживает работу до семи
SCSI$устройств. Эти устройства могут быть вир$
туальными либо могут быть задействованы реаль$
но существующие. Безусловно, реальные жесткие
диски работают намного быстрее виртуальных.
Однако для большей безопасности рекомендуется
для виртуальных машин использовать отдельные
жесткие диски, не задействованные основным ком$
пьютером;

• VMware Workstation 4.5 допускает, что при на$
личии в основном (реальном) компьютере 4 Гбайт
памяти, под виртуальный компьютер может быть
отведено до 3,6 Гбайт оперативной памяти.

• дисковод (Floppy Drive). Его наличие или от$
сутствие в виртуальном компьютере связано с тем,
имеется ли такое устройство в основной машине.
Если нет, то дисковод по умолчанию не будет вклю$
чен. Если же его добавить в виртуальный компью$
тер, то это устройство должно быть либо связано с
реально существующим дисководом, либо пред$
ставлено образом тех данных, которые могут быть
считаны с этого виртуального дисковода, либо за$
писываются на некую виртуальную дискету.

Виртуальные машины, создаваемые в среде
Microsoft Virtual PC 2004, имеют следующие осо$
бенности:

• объем памяти виртуальной машины может
определяться с шагом 1 Мб (а не с шагом 4 Мб, как
у VMware Workstation), но не более чем объем па$
мяти основной машины за вычетом объема, необ$
ходимого основной операционной системе и самой
программе Microsoft Virtual PC;

• имеется явное ограничение на количество вир$
туальных жестких дисков – их может быть не бо$
лее трех. Это ограничение может стать препятстви$
ем при моделировании и изучении RAID$массивов;

• в качестве виртуальных сетевых адаптеров мо$
гут выступать только те реальные, что установлены
на основной машине. Максимальное количество
их не может превышать четырех. В дополнение к
этому следует отметить, что Microsoft Virtual PC не
имеет механизма конфигурирования виртуальных
сетей, в то время как в VMware Workstation имеется
несколько очень важных настроек и обеспечива$
ется возможность построения до десяти виртуаль$
ных подсетей.

К сожалению, мультипроцессорную систему
промоделировать нельзя ни в VMware Workstation,
ни в Microsoft Virtual PC, хотя чипсет 440BX и
допускает возможность построения компьютеров
с двумя процессорами. Двухпроцессорные SMP$
системы на этом чипсете в свое время были не ред$

костью, и было бы интересно получить возмож$
ность исследовать работу SMP$систем.

Наконец, нельзя не заметить различие в быстро$
действии виртуальных машин. Виртуальные маши$
ны VMware Workstation работают в два раза быст$
рее, нежели машины Microsoft Virtual PC. В подтвер$
ждение сказанному можно привести следующий при$
мер. Процесс инсталляции операционной системы
Microsoft Windows Millennium Edition в среде VMware
Workstation 4.0 занял 55 мин, в то время как ин$
сталляция этой же системы в среде Microsoft Virtual
PC потребовал 1 ч и 45 мин. Основной компьютер
работал под операционной системой Microsoft
Windows XP SP2 и имел следующую конфигурацию:
материнская плата на чипсете Intel 440BX, процес$
сор iP$III 800MHz, оперативная память PC133 объе$
мом 512 Мбайт, два накопителя на жестких дисках.
Винчестер, на котором создавались виртуальные
машины, – это достаточно быстродействующий даже
по сегодняшним меркам IC35L120AVVA207, при$
чем файлы виртуальных машин по очереди создава$
лись в одном и том же разделе. Этот раздел был спе$
циально отведен для экспериментов и располагался
на внешних цилиндрах, что обеспечивает макси$
мальное быстродействие дисковой подсистемы. Не$
обходимо отметить, что наибольшее замедление в
работу виртуальных машин вносит именно диско$
вая подсистема. Использование даже простейшего
контроллера с RAID$0 на основной машине позво$
ляет заметно ускорить работу виртуальных машин.

Итак, можно констатировать, что предпочти$
тельнее использовать именно продукты компании
VMware. Более того, у компании VMware есть про$
граммные продукты, позволяющие использовать
идеологию клиент$сервер и запускать виртуальные
машины на мощных многопроцессорных серверах с
большим объемом оперативной памяти и высокой
производительностью. Как правило, такие серверы
имеют быструю дисковую подсистему, основанную
на технологиях RAID$массивов. Одной из таких про$
грамм является уже упомянутый VMware GSX
Server 3.1. При наличии нескольких серверов с
VMware GSX Server ими можно управлять с помо$
щью специальных средств. Одним из таких средств
является VMware Virtual Center, который позволя$
ет с одного места управлять тысячами виртуальных
машин. Дополнительно можно использовать такое
сильное средство, как VMware ACE. Эти средства по$
зволяют клонировать машины, собирать информа$
цию о потребляемых вычислительных ресурсах, ос$
танавливать и запускать те или иные виртуальные
машины, управлять виртуальными сетями, созда$
вать и использовать специальные политики, кото$
рые помогают администрировать. В результате ад$
министраторы могут более эффективно и строго
управлять информационными и вычислительными
ресурсами, которые предоставляются пользователям
посредством виртуальных машин.

Замечательным является то, что VMware GSX
Server позволяет работать с виртуальными маши$



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ

ПРОГРАММНЫЕ И АППАРАТНЫЕ СРЕДСТВА

№ 2, 200624

нами даже с маломощных рабочих станций, по$
скольку последние в этом случае выступают про$
сто как терминалы. Этот продукт, так же как и
VMware Workstation, существует в двух вариан$
тах – и под Linux, и под Windows. Он устанавли$
вается на сервер. Интересно отметить, что на ком$
пьютер, работающий под операционной системой,
имеющей статус рабочей станции, его установить
нельзя.

На рабочие станции, с которых пользователи
будут работать со своими виртуальными машина$
ми, устанавливается либо VMware Workstation
(если ресурсы компьютера позволяют запускать
виртуальные машины), либо специальное клиент$
ское программное обеспечение – VMware Virtual
Machine Console. Оно тоже бывает в двух вариан$
тах – и под Linux, и под Windows. Таким образом,
мы можем иметь четыре возможные комбинации
клиентских и серверных программ, обеспечиваю$
щих работу с виртуальными машинами. Пожалуй,
наиболее распространенной является ситуация,
когда VMware GSX Server работает в среде Linux,
а клиенты работают в среде Windows. Однако воз$
можна и обратная ситуация, когда VMware GSX
Server работает в операционной системе Windows
Server 2003, а модули клиентов работают в среде
Linux. Само собой, что может быть ситуация, ког$
да и сервер и клиент работают в среде Win32 API,
и, наконец, когда все работают в среде Linux.

При использовании VMware GSX Server все
моделирование работы виртуальных машин, за$
пущенных на основной машине, осуществляется
на стороне сервера. Клиенту лишь передаются гра$
фические изображения дисплея гостевой машины,
полученные на сервере. В обратную сторону (от
клиента к серверу) передаются данные, получен$
ные от перемещения мыши, и данные, получен$
ные при нажатиях на клавиатуру. Полезным яв$
ляется то обстоятельство, что при закрытии окна
клиентского приложения, в котором была рабо$
тающая виртуальная машина, последняя продол$
жает работать без каких$либо последствий. При
повторных открытиях сеанса работы с удаленной
виртуальной машиной пользователь получает эк$
ран своего виртуального монитора. Все эти дей$
ствия практически полностью совпадают с той си$
туацией, которая многим нынче известна по рабо$
те с терминальным сервером. Самым интересным
является то, что сам терминальный сервер при ис$
пользовании VMware GSX Server также может
быть виртуальным.

Виртуальные сети, имеющиеся в программах
компании VMware Inc., можно представить как
IP$подсети, которые могут быть связаны не толь$
ко с виртуальными машинами, но и с основными
компьютерами. Виртуальные сетевые адаптеры
виртуальных машин могут быть либо связанны$
ми с реальными сетевыми адаптерами посредством
мостового соединения (Bridged$networking), либо
использовать технологию трансляции сетевых

адресов (NAT – Network Address Translation).
В первом случае все кадры данных с реальной сете$
вой карты передаются на виртуальный сетевой
адаптер и обратно. Это обеспечивается установкой
на сетевой адаптер основной машины специаль$
ного протокола (VMware Bridge Protokol). Вирту$
альный сетевой адаптер должен иметь свой соб$
ственный IP$адрес, отличающийся от адреса основ$
ной машины. Возможность принимать и обраба$
тывать информацию, приходящую на виртуаль$
ную машину через сетевое соединение, определя$
ется настройками стека протоколов TCP/IP основ$
ной и виртуальной машины. Если они обе принад$
лежат одной и той же подсети или подсети,
в которых они находятся, имеют соединение через
маршрутизатор, то между этими машинами воз$
можно нормальное сетевое взаимодействие. В про$
тивном случае передаваемые пакеты не смогут дой$
ти с одной машины на другую, и сетевое взаимо$
действие между основной и гостевой машинами
будет отсутствовать. Отметим, что, если на основ$
ной и виртуальной машинах установить ныне уже
почти неиспользуемый протокол NetBEUI, рабо$
тающий в немаршрутизируемых сетях, то обе ма$
шины смогут передавать между собой данные че$
рез свои сетевые интерфейсы. Этот очевидный
факт хорошо демонстрирует, что при мостовом со$
единении кадры данных передаются с реального
сетевого адаптера на виртуальный и обратно.

В случае использования трансляции сетевых
адресов виртуальный адаптер виртуальной ма$
шины, имеющий внутренний или нелегальный
IP$адрес, может связываться с внешними сетями.
Пакеты данных, уходящие с виртуальной маши$
ны, получают IP$адрес основной машины. На$
стройки NAT в VMware осуществляются для вир$
туальных подсетей, в которых работает виртуаль$
ный DHCP$сервер.

Наконец, на виртуальной машине может быть
host$only$соединение, при котором ее сетевой адап$
тер имеет соединение с одной из виртуальных под$
сетей. Если с этой же виртуальной подсетью свя$
зана еще какая$нибудь виртуальная машина или
несколько виртуальных машин, то эти виртуаль$
ные машины могут полноценно использовать се$
тевые технологии для передачи между собой дан$
ных.

Две из десяти виртуальных сетей по умолчанию
имеют DHCP$сервер. Обычно это первая и восьмая
виртуальные подсети. Это позволяет иметь вирту$
альные машины, сконфигурированные как кли$
енты DHCP.

Технология виртуальных машин может ис$
пользоваться для разных целей. Перечислим не$
сколько таких применений.

Прежде всего, виртуальные машины предназ$
начены для удобства разработчиков программных
продуктов. Чтобы проверить и отладить работу
создаваемых программных продуктов в той или
иной среде, для которых они создаются, разработ$
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чику нужно иметь под рукой эти самые среды.
И вместо того, чтобы иметь несколько компьюте$
ров, каждый из которых работает под другой опе$
рационной системой, программист имеет возмож$
ность протестировать свои решения на виртуаль$
ных машинах. Например, создаваемая программа
или даже целый программный комплекс должны
работать в системах Windows компании Microsoft.
Как всем известно, таких операционных систем у
компании Microsoft немало. Эти системы отлича$
ются не только архитектурой, своими возможнос$
тями и графическим интерфейсом, но и интерфей$
сом прикладного программиста (API). Поэтому
приложение, созданное для одной системы, может
и не выполняться в другой системе. Иметь рядом
все эти системы слишком дорого, а порой и вообще
невозможно. Поэтому виртуальные машины, за$
пускаемые программистом, позволяют ускорить и
удешевить столь трудоемкий процесс тестирова$
ния и отладки.

Во$вторых, виртуальные машины используют
с целью промоделировать ту или иную ситуацию,
которую невозможно воссоздать в реально суще$
ствующей среде, поскольку это может быть, на$
пример, небезопасно. Изучив эту ситуацию на мо$
дели из виртуальных машин (возможно, с привле$
чением даже нескольких реальных компьютеров),
специалист может найти то правильное решение,
которое без такого полунатурного моделирования
и нет возможности получить. Достаточно часто
виртуальные машины используются администра$
торами для проверки решений, которые они раз$
рабатывают и затем реализуют в жизни, посколь$
ку это позволяет избежать серьезных неприятнос$
тей в работе реальной сети.

В$третьих, виртуальные машины используют
с целью запуска программ, работающих в опера$
ционной среде, которой нет на основном компью$
тере. И для того, чтобы иметь столь необходимую
операционную среду, которой нет в основной опе$
рационной системе, как раз и создается и запуска$
ется виртуальная машина.

В$четвертых, виртуальные машины можно (и
нужно!) использовать в учебном процессе. Очевид$
но, что виртуальные машины с большим успехом
могут быть применены для изучения разных опе$
рационных систем. Кроме этого, их можно исполь$
зовать и для изучения основ построения, конфи$
гурирования и администрирования локальных
вычислительных сетей, которые в подавляющем
большинстве случаев теперь строятся на персо$
нальных компьютерах. Для этого в программные
средства VMware и были включены мощные сред$
ства виртуализации вычислительных сетей.

Наконец, виртуальные машины могут с большим
успехом применяться в тех случаях, когда не хвата$
ет средств на создание отдельных серверов, выпол$
няющих те или иные функции, необходимые для
нормального функционирования сети. Например,
сервер, функционирующий под управлением опера$

ционной системы Linux и реализующий основные
службы локальной сети, может наряду с вычисле$
ниями, выполняющимися в Linux, организовать
работу одной или нескольких виртуальных машин
с системами Windows. Одной из машин может быть,
например, виртуальный Windows Server 2000, вы$
полняющий роль контроллера домена. Вторая вир$
туальная машина может работать в роли сервера
терминалов, что дает возможность с маломощных
рабочих станций запускать на выполнение ресурсо$
емкие приложения. Часто такая виртуальная ма$
шина работает под управлением системы Windows
Server 2003, поскольку она имеет протокол, кото$
рый обеспечивает полноцветный графический ре$
жим с достаточно большим разрешением. Сервер с
VMware GSX Server, работающий под Linux, обес$
печивает выход в Интернет и надежную защиту всей
сети, работу WWW$ и FTP$сервисов, отправку и по$
лучение электронной почты, файловый SMB$сервис
и некоторые другие службы. Кроме этого, естествен$
но, у пользователей остается возможность при на$
личии клиента VMware Virtual Client Console рабо$
тать со своими виртуальными машинами.

Эта последняя область применения начинает в
последнее время быть столь значимой, что неко$
торые компании, в том числе и Microsoft, стали
разрабатывать системы, которые сразу (без уста$
новки дополнительного программного обеспече$
ния) имеют возможность запускать на одном ре$
альном компьютере несколько операционных си$
стем. И даже архитектура процессоров изменяет$
ся таким образом, чтобы можно было более эффек$
тивно организовать на них одновременную работу
нескольких операционных систем, причем, в каж$
дой из них может выполняться параллельно не$
сколько задач.

Следует отметить следующие интересные фак$
ты. Виртуальные Windows$машины часто работа$
ют существенно быстрее, чем когда они запуска$
ются как основные. Казалось бы, такого не долж$
но быть, поскольку при виртуализации мы долж$
ны терять в производительности. Однако объяс$
няется этот любопытный факт тем, что основная
машина (при наличии достаточного объема опера$
тивной памяти) кэширует в своей памяти те фай$
лы, которые для виртуальных машин восприни$
маются как виртуальные диски. И поскольку
Linux делает кэширование файлов достаточно эф$
фективно, то Windows при обращении к своим
виртуальным дискам начинает работать в несколь$
ко раз быстрее. Проведенные эксперименты пока$
зывают, что при работе с большим количеством
файлов виртуальная машина Windows может ус$
кориться даже в десять (и более!) раз по сравнению
с тем решением, когда она устанавливается как
основная система.

Автор, работая в Санкт$Петербургском госу$
дарственном университете аэрокосмического при$
боростроения, уже достаточно длительное время
использует виртуальные машины и сети для обу$
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чения студентов. Использование этой технологии
позволяет организовать работу студентов таким
образом, что каждый из них получает статус ад$
министратора всех своих виртуальных машин и
своей локальной сети, которую студенты строят в
рамках курсового проектирования. Очевидно, что
без виртуальных машин невозможно обеспечить
каждому студенту статус администратора, тем бо$
лее, что эти же компьютеры используются не толь$
ко в учебном процессе. На них могут работать и
преподаватели, и сотрудники кафедры, причем
для решения самых разнообразных задач. Боль$
шое удобство виртуальных машин заключается в
том, что любую работающую виртуальную маши$
ну можно в любой момент отправить в состояние
«сна» (suspend). При этом программа моделиро$
вания компьютера сохраняет в специальных фай$
лах состояние виртуальной машины. При «про$
буждении» машина продолжает свою работу с того

же места. Получается, что по окончании занятий
студенты могут быстро сохранить свою работу и
продолжить ее, например, на следующей неделе.

Опыт испльзования виртуальных машин и се$
тей нашел отражение в работе [3].
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ АДРЕСОВ АБОНЕНТОВ
ДЛЯ РАЗРЕШЕНИЯ КОНФЛИКТОВ В КАНАЛЕ С ШУМОМ

С.С.С.С.С. Г.Г.Г.Г.Г. Марковский,Марковский,Марковский,Марковский,Марковский,
старший преподаватель
А.А.А.А.А. М. ТМ. ТМ. ТМ. ТМ. Тюрликов,юрликов,юрликов,юрликов,юрликов,
канд. техн. наук, доцент
Санкт�Петербургский государственный университет аэрокосмического приборостроения

Рассматриваются алгоритмы случайного множественного доступа, использующие адреса або�
нентов для разрешения конфликтов в системе с конечным числом абонентов. Показывается, что
при определенной модификации данные алгоритмы работоспособны в канале с шумом, приводя�
щим к возникновению ложных конфликтов. Приведена методика определения скорости и сред�
ней задержки передачи сообщения в канале с ложными конфликтами.

The paper considers random multiple access algorithms that use subscribers addresses for collisions
resolution in finite system. With some modifications, these algorithms are able to work in the channel
with noise, false collisions appearing. A method of algorithm rate and average delay definition in the
channel with false collision is presented.

Введение

Случайный множественный доступ (СМД) ши$
роко используется для организации доступа мно$
жества абонентов к общему каналу связи как в
существующих, так и в перспективных системах.
Примерами таких систем являются организация
передачи данных в стандартах 802.3 и 802.11 [1],
резервирование времени при пакетной передаче
данных (GPRS) в стандарте GSM. В разрабатыва$
емом в настоящее время стандарте 802.16 случай$
ный доступ планируется использовать для резер$
вирования времени при передаче данных от або$
нентов к базовой станции [2]. Во всех этих систе$
мах при организации доступа используются чис$
то случайные механизмы, не опирающиеся на ад$
реса абонентов. Собственно способ использования
адресов для разрешения конфликтов был предло$
жен более 25 лет назад, и была показана его эф$
фективность по сравнению с чисто случайными ме$
ханизмами [3, 4].

В большинстве работ, посвященных этой тема$
тике, предполагается отсутствие ошибок в канале
связи, когда все абоненты безошибочно определя$
ют ситуацию в канале. Это предположение, являю$
щееся одним из допущений базовой (идеализирован$
ной) модели СМД [3, 4], не всегда справедливо для
реальных каналов связи. Наличие шума в канале
может приводить к ошибкам в распознавании ситу$
ации в канале.

Для стандартного древовидного алгоритма раз$
решения конфликта (АРК) [3, 4] модель канала с
шумом впервые рассматривалась Г. С. Евсеевым и
Н. Г. Ермолаевым [5]. Авторы исследовали харак$
теристики АРК со случайным выбором адресов (так
называемые случайные паспорта [3]) в канале с лож$
ными конфликтами и установили, что модифициро$
ванный древовидный алгоритм неработоспособен в
канале с шумом. Кроме того, они отметили, что в
канале с шумом непосредственно использовать ад$
реса абонентов для разрешения конфликтов нельзя.
Возможно, это и явилось одной из причин того, что
такой подход не нашел применения на практике.
Единственно известной системой, в которой исполь$
зуется близкий к приведенному в работе [4] подход,
является так называемый CAN$интерфейс [6].

В настоящей статье описывается вариант, позво$
ляющий применять адреса абонентов при разреше$
нии конфликтов в канале с шумом, и предлагается
методика анализа характеристик алгоритмов, ис$
пользующих такой вариант. При этом алгоритмы
интерпретируются в виде стека и в работе называют$
ся немодифицированный и модифицированный бло$
кированный стек$алгоритмы. Показывается, что оба
алгоритма работоспособны в канале с ложными кон$
фликтами.

Описание модели системы

Рассмотрим систему множественного доступа
с конечным числом абонентов M, связанных об$



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ

ИНФОРМАЦИОННЫЕ КАНАЛЫ И СРЕДЫ

№2, 200628

щим каналом связи. Подобная модель была рас$
смотрена в статье [4] для случая бесшумного ка$
нала. Абонентам присваиваются конкретные фи$
зические адреса в двоичной системе счисления из
диапазона 0, 1, …, M–1 (так называемые фикси$
рованные паспорта [3]), которые используются для
разрешения конфликтов. Для простоты будем счи$
тать, что M = 2l, где l – разрядность адреса.

Положим, что все сообщения имеют одинако$
вую длину, поэтому сообщение будем называть
пакетом. Длительность передачи пакета по обще$
му каналу принимается за единицу времени. Або$
нентам разрешается начинать передачу пакета
только в моменты времени t = 0, 1, 2, … (так назы$
ваемый синхронный доступ). Единичный интер$
вал времени (t, t + 1) называется окном t. В систе$
ме имеется обратная связь, посредством которой
каждый из абонентов узнает о состоянии общего
канала. В каждом окне канал находится в одном
из трех возможных состояний: пустое окно П (па$
кет не передавался, т. е. канал свободен), успеш$
ная передача У (передавался только один пакет) и
конфликт К (одновременно передавались два и бо$
лее пакетов).

Наличие шумов в прямом канале приводит
к возможности ошибочного определения абонен$
тами состояния канала (появлению ложных кон$
фликтов). С вероятностью q0 абонент принимает
пустое окно за конфликт, а с вероятностью q1 он
воспринимает успешную передачу как конфликт.
Считается, что все абоненты одинаково принима$
ют решение о состоянии канала, т. е. либо все або$
ненты правильно оценивают ситуацию, либо все
одновременно ошибаются.

Число пакетов, вступающих в конфликт, на$
зывается кратностью конфликта. Ложные кон$
фликты имеют кратность 0 или 1.

 Каждый абонент имеет буфер, состоящий из
двух ячеек (ячейка IN и ячейка OUT). Пакеты мо$
гут поступать к абоненту в ячейку IN, а переда$
ваться в канал из ячейки OUT, т. е. в каждый мо$
мент времени у абонента может находиться не бо$
лее двух пакетов.

Подробное описание двухбуферной модели (ве$
роятностная модель поступления пакетов и пра$
вило передачи пакетов в канал) приведено в ста$
тье [7].

Алгоритмы доступа для канала
без шума

В данном разделе приведены инструкции для
блокированного немодифицированного стек$алго$
ритма. Подобные инструкции для модифицирован$
ного стек$алгоритма рассмотрены в работе [7] и
здесь не приводятся. Данные алгоритмы работо$
способны при отсутствии шумов в канале связи и
рассматривались ранее в работе [3], но в несколь$
ко иной интерпретации и применительно к другой
модели системы.

Для описания алгоритмов введем понятие се$
анса. Сеанс – это последовательность окон, конец
которой определяется при помощи дополнитель$
ной целочисленной переменной, называемой мет�
кой сеанса и обозначаемой h(t). Первый сеанс на$
чинается в момент времени t = 0, когда система на$
чинает работать. Если окно t пустое или в нем пе$
редавался один пакет, то сеанс имеет длину 1 и в
момент времени t + 1 начинается следующий сеанс.
В случае, если окно t – первое окно сеанса и в нем
происходит конфликт определенной кратности, то
для определения момента окончания текущего се$
анса и начала следующего используется метка се$
анса h(t). Сеанс заканчивается, если h(t) = 0.

Пусть wi(t) – состояние ячейки OUT i$го або$
нента в окне t(wi(t) = {0, 1}, при wi(t) = 1 в ячейке
OUT находится пакет, при wi(t) = 0 ячейка свобод$
на). Будем считать абонент с номером i активным,
если он имеет пакет для передачи, т. е. wi(t) = 1.
Тогда под кратностью сеанса будем понимать чис$
ло активных абонентов в первом окне сеанса.

Разрешение конфликтов в системе производит$
ся при помощи адресов абонентов. При описании
алгоритмов доступа использованы три целочислен$
ные переменные: SPi(t) – указатель стека i$го або$
нента в окне t; ni(t) – номер анализируемого бита в
двоичном представлении адреса абонента ai = ail,
ail–1, …, ai1 в окне t; h(t) – метка сеанса в окне t.
Обозначим через η(t) = {П, У, К} состояние канала
в окне t. Пакет от i $го абонента передается в ка$
нал в окне t, если wi(t) = 1, SPi(t) = 0.

В начале первого окна сеанса (окна с номером t)
для алгоритмов доступа задаются начальные зна$
чения переменных: если пакет появился в ячейке
OUT у абонента с номером i в окне t, т. е. wi(t) = 1,
то SPi(t) = 0, ni(t) = l, h(t) = 1.

Инструкции немодифицированного стек<алгорит<
ма

Инструкции для SPi(t) и ni(t)
1. Если пакет передавался в окне t, т. е.

SPi(t) = 0, то:
• если η(t) = У, то пакет покидает стек и систему

связи: wi(t + 1) = 0;
• если η(t) = К, то SPi(t + 1) = 1–ai(ni(t)),

ni(t + 1) = ni(t) –1.
2. Если пакет не передавался в окне, т. е.

SPi(t) > = 1, то:
• если η(t) = К, то SPi(t + 1) = SPi(t) + 1,

ni(t + 1) = ni(t) ;
• если η(t) = {П, У}, то SPi(t + 1) = SPi(t)–1,

ni(t + 1) = ni(t) .
Инструкции для h(t)
1. Если h(t) = 0, то сеанс закончен и в системе

происходят следующие события:
• пакеты, поступившие во время этого сеанса в

ячейки IN абонентов, переписываются в ячейки
OUT;

• ячейки IN освобождаются;
• начинается следующий сеанс.
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2. Если h(t) ≥ 1, то:
•  если η(t) = К, то h(t + 1) = h(t) + 1;
•  если η(t) = {П, У}, то h(t + 1) = h(t)–1.
Алгоритмы разрешения конфликта можно опи$

сать, используя терминологию [3], поставив каж$
дому сеансу во взаимно$однозначное соответствие
дерево. При этом корень дерева соответствует пер$
вому окну сеанса, а концевые вершины дерева –
окнам с ситуациями «пусто» и «успех». Вид дере$
ва полностью определяется номерами активных
абонентов.

Модификация алгоритмов доступа
для канала с шумом

Доопределим алгоритм доступа для канала с
ложными конфликтами. Для этого рассмотрим
дерево, описывающее разрешение конфликта для
бесшумного канала, и на основе свойств дерева оп$
ределим модификацию дерева для канала с шумом.

Пусть в системе имеется 2lM ≤ абонентов с
адресами из множествa {a0, a1, …, 2 1la − }. Каждый
адрес ai будем представлять в виде l$разрядного
двоичного числа. Обозначим через A множество
адресов M абонентов.

Введем в рассмотрение граф GX, описывающий
дерево разрешения конфликта в бесшумном кана$
ле для абонентов с адресами из множества X.

Непосредственно из определения графа GX вы$
текает следующее утверждение.

Утверждение 1. Пусть X A⊂ , тогда дерево GX
является поддеревом дерева GA. Концевые верши$
ны деревьев GA и GX соответствуют окнам, в кото$
рых имеют место ситуации «пусто» или «успех».

Доказательство утверждения 1 основано на
том, что сначала строится полное дерево разреше$
ния конфликта для 2l абонентов и далее, из пол$
ного дерева, путем удаления ряда вершин и дуг
сначала формируется дерево GA, а затем дерево GX.
В данной работе доказательство не приводится. На
рис. 1 дан пример деревьев GA и GX при A = {000,
001, 110, 111} и X = {000, 001, 111}.

Пусть для канала с ложными конфликтами
используется тот же самый алгоритм, что и для
бесшумного канала, и GA – дерево, описывающее
разрешение конфликта для всех M абонентов.
Доопределим алгоритм следующим образом.

Если для некоторого абонента в процессе раз$
решения конфликта передавался пакет в окне,
которое соответствует концевой вершине дерева
GA, и пакет оказался не переданным (это происхо$
дит из$за ложных конфликтов), то данный або$
нент перестает участвовать в разрешении конфлик$
та.

 Пусть разрешается конфликт для абонентов из
множества X A⊂ . При отсутствии ложных конф$
ликтов множеству X соответствует единственное
дерево GX (см. утверждение 1). Из$за наличия лож$
ных конфликтов множеству абонентов X будут
соответствовать несколько различных деревьев

разрешения конфликта. Множество таких деревьев

обозначим ГX = { }(1) ((2), , ... .X XG G  Справедливо сле$
дующее утверждение.

Утверждение 2. Для любого X A⊂  любое де$
рево ( ) Г ,i

XXG ∈  является поддеревом дерева GA, и
корни этих деревьев совпадают. Дерево GX явля$
ется поддеревом для любого дерева ( ) Г ,i

XXG ∈  и кор$
ни этих деревьев совпадают (рис. 2).

Аналогично утверждению 1, доказательство
можно провести конструктивным способом, пост$
роив все необходимые деревья и убедившись в спра$
ведливости утверждения. Доказательство утвер$
ждения 2 в работе опускается.

Утверждение 3. Если некоторый абонент в со$
ответствии с алгоритмом принял решение о пере$
даче в некотором окне и после передачи определил,
что в этом окне был конфликт, то данный конф$
ликт является ложным, если данное окно являет$
ся концевой вершиной дерева GA.
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Доказательство утверждения 3 непосредствен$
но следует из построения дерева GA. В любой кон$
цевой вершине может иметь место либо ситуация
«успех», либо ситуация «пусто».

Из утверждения 3 следует, что порядок дей$
ствий абонента в канале с ложными конфликтами
должен быть изменен следующим образом. Для
каждой вершины, в которой абонент наблюдает
конфликт, определяется, является вершина кон$
цевой или нет. Если вершина не концевая, то про$
должается работа исходного алгоритма, если вер$
шина концевая, то (рис. 3):

• если абонент передавал в данном окне, то або$
нент повторяет свою передачу в последующих ок$
нах до того момента, пока его пакет не будет ус$
пешно передан. После успешной передачи абонент
продолжает работу по обычному алгоритму;

• если абонент не передавал в данном окне, то
абонент наблюдает за выходом канала и продол$
жает работу по обычному алгоритму после того,
как в канале будет иметь место ситуация «пусто»
или «успех».

Модификация стек$алгоритмов, описанных во
втором разделе настоящей статьи, заключается в
следующем. Если ложный конфликт возникает в
концевой вершине дерева, то абонент не изменяет
величины SPi(t) и h(t) до тех пор, пока в канале не
будет ситуации «пусто» или «успех».

Следствием утверждения 3 является то, что в
алгоритме с ложными конфликтами абонент дол$
жен уметь различать, является ли вершина дере$
ва концевой или нет. Для определения концевой
вершины дерева к абоненту добавляется дополни$
тельный стек, который будем называть терми�
нальным.

Терминальный стек

Будем предполагать, что число абонентов M = 2l

в системе известно всем абонентам. Это допуще$
ние справедливо, так как в блокированном алго$
ритме состав системы во время функционирования
изменяться не может.

Терминальный стек – это стек ограниченной
глубины, которая определяется как Dep = log2M + 1
и совпадает с числом ярусов в дереве разрешения
конфликта максимальной кратности. В ячейках
терминального стека могут храниться числа, со$
ответствующие максимальному числу пакетов,
которые могут находиться в вершине дерева раз$
решения конфликта максимальной кратности.

При инициализации системы ячейки терминаль$
ного стека обнуляются, т. е. TS(0) = TS(1) = …
= TS(Dep – 1) = 0, где TS(i) – содержимое ячейки тер$

минального стека с номером i.
Обозначим через TS(i)(t) содержимое ячейки

терминального стека с номером i в окне с номером t.
Если TS(i)(t) = 1, то это говорит о том, что верши$
на дерева является концевой.

Инструкции работы с терминальным стеком
1. В начале первого окна сеанса TS(0) = M, (в вер$

хнюю ячейку стека заносится число абонентов).
2. Если η(t) = К и TS(0)(t) ≠ 1, то:

TS(0)(t + 1) = TS(1)(t + 1) = TS(0)(t)/2;

TS(2)(t + 1) = TS(1)(t);

. . .

TS(Dep – 1)(t + 1) = TS(Dep – 2)(t).

3. Если η(t) = К и TS(0)(t) = 1, то вершина дере$
ва является концевой и содержимое терминально$
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� Рис. 3.  Дерево разрешения конфликта для случая, когда в концевых вершинах возникают ложные конфлик�
ты
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го стека не изменяется до появления ситуации
η(t) = {П,У}.

4. Если η(t) = {П, У}, то:

TS(0)(t + 1) = TS(1)(t);

TS(1)(t + 1) = TS(2)(t);

. . .

TS(Dep – 2)(t + 1) = TS(Dep – 1)(t).

TS(Dep – 1)(t + 1) = 0.

Пример 1. При M = 8 построим терминальный
стек для немодифицированного стек$алгоритма
(рис. 4) для следующего дерева разрешения конф$
ликта (рис. 5). Диаграммы стека на рис. 4 соот$
ветствуют состоянию стека на момент начала оче$
редного окна.

Анализируя терминальный стек, приведенный в
примере, можно прийти к выводу, что после завер$
шения последнего окна дерева разрешения конфлик$
та (в примере – окно с номером t + 8) стек будет пуст.

Непосредственно из вышерассмотренного опи$
сания функционирования терминального стека
вытекает следующее утверждение.

Утверждение 4. Терминальный стек может
быть использован как для определения концевых
вершин в дереве разрешения конфликта, так и для
определения границ сеансов, т. е. реализует функ$
цию метки сеанса.

Первые три инструкции работы с терминаль$
ным стеком модифицированного блокированного
стек$алгоритма совпадают с соответствующими
инструкциями немодифицированного алгоритма.
Инструкция 4 видоизменяется и подразделяется
на две. Кроме того, добавляется инструкция 5.

• Если η(t) = {У} или η(t) = {П} и B(t) = {У}, то:

TS(0)(t + 1) = TS(1)(t);

TS(1)(t + 1) = TS(2)(t);

. . .

TS(Dep – 2)(t + 1) = TS(Dep – 1)(t).

TS(Dep – 1)(t + 1) = 0.

• Если η(t) = {П}, B(t) = {К}, то:

TS(0)(t + 1) = TS(1)(t)/2;

TS(1)(t + 1) = TS(1)(t)/2,

где B(t) = {У, К} – переменная, которая хранит пре$
дыдущее состояние канала, кроме состояния «пу$
сто».

5. Если TS(0)(t) = 1, то B(t) = {У}.
Пример 2. При M = 8 построим терминальный

стек для модифицированного стек$алгоритма
(рис. 6) для следующего дерева разрешения конф$
ликта (рис. 7).

Количественными характеристиками алгорит$
ма доступа являются скорость и средняя задерж$
ка. В последующих разделах рассмотрена методи$
ка определения этих характеристик.

� Рис. 4. Терминальный стек для немодифициро�
ванного стек�алгоритма

� Рис. 5. Дерево разрешения конфликта для немо�
дифицированного стек�алгоритма

� Рис. 6. Терминальный стек для модифицирован�
ного стек�алгоритма
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� Рис. 7. Дерево разрешения конфликта для моди�
фицированного стек�алгоритма
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Скорость алгоритма доступа

Понятие скорости алгоритма доступа для сис$
темы с конечным числом абонентов для случая,
когда каждый абонент имеет бесконечную очередь,
было не явно введено Б. С. Цыбаковым и В. А. Ми$
хайловым в работе [8]. Согласно этому определе$
нию, скорость – это максимальная интенсивность
входного потока, при которой очереди у абонен$
тов конечны.

Для двухбуферной модели понятие скорости
было предложено Капетанакисом [4]. Предпола$
гается, что все абоненты системы имеют готовый
для передачи пакет. Тогда скорость алгоритма до$
ступа – это отношение числа пакетов, переданных
в сеансе кратности M, к длительности сеанса:

1

2 1
.

2 1 2 1 2 2

l

l l

M
R

M + −= = =
− − −

(1)

Можно показать, что это определение скорости
совпадает с определением, предложенным в рабо$
те [8].

Для канала с ложными конфликтами скорость
можно вычислить следующим образом:

1,0

1

1 1

1

1 1

11 1
1

2 1
1 1

2 1 2 1 2
1 1

1
,

2 2 (1 )

l

l l l

l

M M
R

M MT M M
q

q q

q

q q

−

−

= = =
− + − +

−

= = =
− + − +

− −
−

=
− − −

(2)

где T1,0 – среднее число окон до наступления ситу$
ации «успех» при возникновении в концевой вер$
шине ложного конфликта кратности 1.

Можно показать, что предельное значение ско$
рости при M → ∞  или, по$другому, при ,l → ∞  для

канала без шума
1

,
2

 а для канала с ложными кон$

фликтами 
1

1

1
.

2

q

q

−
−

Расчет средней задержки

Задержкой передачи пакета называется время
от момента его поступления в систему до момента
его успешной передачи. Занумеруем числовой пос$
ледовательностью все поступающие в систему па$
кеты и выделим из этой последовательности па$
кет с номером i. Этот пакет мы назовем меченым и
найдем для него среднюю задержку.

Обозначим через δi случайную задержку пере$
дачи меченого пакета. Определим среднюю стаци$
онарную задержку передачи пакета равенством

lim .i
i

D M
→∞

= δ  (3)

Методика расчета средней задержки для кана$
ла без шума подробно рассмотрена в работе [7]. При
вычислении средней задержки некоторые величи$
ны зависят от интенсивности входного потока λ, а
другие не зависят (средняя длина сеанса, среднее
время выхода и распределение вероятностей крат$
ностей сеанса по длинам сеанса). Величины, не за$
висящие от λ, рассчитываются по рекуррентным
формулам. Так как ложные конфликты приводят
к модификации дерева разрешения конфликта, то
необходимо определить рекуррентные формулы
для вычисления этих величин в канале с шумом.
Заметим, что все эти величины представляют со$
бой функции вероятностей ложных конфликтов
q0 и q1. Однако в дальнейшем с целью сокращения
записи выражений эти параметры опускаются.
Далее, используя методику [7], определяем сред$
нюю задержку пакета для канала с ложными кон$
фликтами.

Средняя длина сеанса
Пусть Tk,l – средняя длина сеанса кратности k

в вершине, соответствующей 2l абонентам. Из$
вестно, что для канала без шума T0,0 = T1,0 = 1.
Для канала с ложными конфликтами в окнах,
соответствующих концевым вершинам дерева,
может возникнуть ложный конфликт кратнос$
ти 0 или 1. На рис. 8 рассмотрены возможные
ситуации в концевой вершине дерева. Если в кон$
цевой вершине дерева имеет место ложный кон$
фликт кратности 0 (рис. 8, а), то абоненты, уча$
ствующие в первоначальном конфликте, наблю$
дают за выходом канала до появления пустого
окна. В случае, когда в концевой вершине дере$
ва происходит ложный конфликт кратности 1
(рис. 8, б), абонент, который передавал пакет в
данном окне, продолжает передавать пакет в
последующих окнах до тех пор, пока пакет не
будет успешно передан. Тогда

      T0,0 = (1– q0) + 2 q0(1– q0) + 3 2
0q  (1– q0) +� + 1

0
ssq − ×

× (1– q0) = (1– q0) (1 + 2q0 + 3 2
0q + … + 1

0
ssq − } =

0

1

1 q−
.

Аналогично, для T1,0 имеем

1,0
1

1
.

1
T

q
=

−

Для блокированного немодифицированного
стек$алгоритма определить Tk,l можно по следую$
щей рекуррентной формуле:

( )
1

1

min( ,2 )

, , , , 1 , 1
max(0, 2 )

1 ,

l

l

k

k l k k l i i l k i l
i k

T Q T T

−

−
− − −

= −

= + ψ +∑
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где
1 12 2

, ,

2

;
l l

l

i k i

k l i k

C C

C

− −
−

ψ =  Qk – вероятность конфликта,

которая определяется как

0

1

, если 0

, если 1 .

1, если 2
k

q k

Q q k

k

=⎧
⎪= =⎨
⎪ ≥⎩

 (4)

Формулу (4) можно легко получить, преобра$
зовав выражение для Tk,l в случае бесшумного ка$
нала, учитывая модификацию дерева разрешения
конфликта для канала с ложными конфликтами.

Утверждение 5. Величины Tk,l для модифици$
рованного блокированного стек$алгоритма опре$
деляются по формуле

( )
1

1

min( ,2 )

, , , , , 1
max(1, 2 )

, ,0 , 1 0 0 0, 1 0

1

{ (1 ) (1 )}.

l

l

k

k l k k l i k l k i l
i k

k l k l k l k

T Q T T

T q q Q T Q q

−

−
− −

= −

− −

= + ψ + +

+ψ − + + − −

∑

(5)

Доказательство. Введем в рассмотрение две
величины: (1)

,k lT  – среднее время разрешения конф$
ликта кратности k в системе из 2l абонентов при
условии, что в первом окне сеанса был ложный
конфликт (k = 0,1) или конфликт ( )2k ≥ ; (2)

,k lT  –
среднее время разрешения конфликта при условии,
что в первом окне не было конфликта.

(1)
,, ,k lk lT T=  если 2;k ≥

(2)
, 1k lT =  при  k = 0,1;

(2)
, 0k lT =  при  2.k ≥

Тогда можно записать

( )(1) (2)
, , ,1 ,k l k kk l k lT Q T Q T= + −

откуда можно выразить (1)
, :k lT

( ),(1)
,

1
.k l k

k l
k

T Q
T

Q

− −
=  (6)

Для модифицированного блокированного стек$
алгоритма имеем

( )
1

1

min( ,2 )

, , , , 1 , 1 , ,0
max(1, 2 )

1 ,

l

l

k

k l k k l i i l k i l k l k
i k

T Q T T B

−

−
− − −

= −

= + ψ + + ψ∑

где

( )( ){
( )}

(2) (1)
0 , 10, 1

(1)
0 , 10, 1

1 1

.

k k k ll

k ll

B Q q T T

q T T

−−

−−

= − + − +

+ + (7)

Подставляя (6) в (7) и учитывая, что (2)
0, 1 1,lT − =

имеем
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� Рис. 8. Поведение алгоритма в концевых вершинах дерева: а) в концевой вершине ложный конфликт крат�
ности 0; б) в концевой вершине ложный конфликт кратности 1

а)

б)
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, 1
0

0, 1 0
0 , 1 0 , 1

0

0 0, 1 0 0 , 1

(1 )
(1 )

(1 )
(1 )

(1 )(1 ) (1 ) .

k l k
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k

l
k l k l

k k l k k k l

T Q
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q

q Q Q T q Q Q q T
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⎩
⎫− −⎛ ⎞⎪+ + = − −⎬⎜ ⎟
⎪⎝ ⎠⎭

− − − + − − + (8)

Сгруппировав слагаемые в выражении (8) и под$
ставив результирующее выражение для Bk в (7),
получим выражение (5). Утверждение доказано.

Введем в рассмотрение дополнительный пара$
метр γ – тип алгоритма. Пусть для немодифициро$
ванного алгоритма γ = 0, а для модифицированно$
го алгоритма γ = 1. Тогда можно записать общую
формулу для Tk,l

( )

( ) ( ){ }

1

1

min( ,2 )

, , , , 1 , 1
max( , 2 )

, ,0 , 1 0 0 0, 1 0

1

1 1 .

l

l

k

k l k k l i i l k i l
i k

k l k l k l k

T Q T T

T q q Q T Q q

−

−
− − −

= γ −

− −

= + ψ + +

+ψ γ − + + − −

∑

(9)

Пусть ( | )lP s k  – вероятность события (сеанс
кратности k длится s окон в вершине, соответству$
ющей 2l абонентам).

Вычисление ( | )lP s k
Известно, что для канала без шума

0 0(1 | 0) (1 |1) 1.P P= =  Для канала с ложными конф$
ликтами, учитывая поведение алгоритма в конце$
вых вершинах дерева (см. рис. 8), можно записать:

1
0 0 0( | 0) (1 ) ,sP s q q −= − 1;s ≥

1
0 1 1( |1) (1 ) ,sP s q q −= − 1;s ≥

0 ( | ) 0,P s k = 1,s ≥ 2.k ≥
Утверждение 6. Величины ( | )lp s k  для модифи$

цированного блокированного стек$алгоритма оп$
ределяются следующим образом:

( )
{ }

1

1

min( ,2 ) 2

, , 1
1max(0, 2 )

1 0

, ,0 1 1

( | ) ( | )

( 1 | ) 1

( 1 | ) ( 2 | ) .

l

l

k s

l k k l i l
i k

l

k l l l

p s k Q p i

p s k i q

p s k p s k

−

−

−

−
ν== −

−

− −

= ψ ν ×

× − ν − − + − ×

×ψ − − −

∑ ∑

(10)

Доказательство. Введем в рассмотрение вели$
чину (1) ( | )lp s k  – вероятность события (сеанс крат$
ности k длится s окон в вершине, соответствую$
щей 2l абонентам, при условии, что в данной вер$
шине имеет место ситуация конфликта).

Тогда можно записать:
(1)( | ) ( | ),l k lp s k Q p s k=

(1)( | ) ( | )l lp s k p s k=  (11)

при 2.k ≥

Для модифицированного блокированного стек$
алгоритма имеем

( )

1

1

min( ,2 ) 2

, , 1
1max(1, 2 )

2

1 , ,0 1
2

(1)
1 0 1

( | ) ( | )
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⎧⎪× − ν − − + ψ ν ×⎨
⎪⎩

⎫⎪× − ν − + − − ⎬
⎪⎭

∑ ∑

∑

(12)

Преобразуя первую сумму в формуле (12), оп$
ределив нижний индекс как ( )1max 0,2li −=  и вы$
ражая (1)

1( 1 | )lp s k− −  через 1( 1 | ),lp s k− −  получим

( )

1

1

min( ,2 ) 2

, , 1
1max(0, 2 )

1 , ,0 1

1 , ,0 0 1

( | ) ( | )

( 1 | ) ( 2 | )

(1 | 0) 1 ( 1 | ).

l

l

k s

l k k l i l
i k

l k k l l

l k l l

p s k Q p i

p s k i Q p s k

p q p s k

−

−

−

−
ν== −

− −

− −

= ψ ν ×

× − ν − − − ψ − ×

× + ψ − −

∑ ∑

(13)

Заменяя в (13) 1(1 | 0)lp − на (1–q0) и вынося
( ), ,0 01k l qψ −  за скобки, получим (10). Утвержде$

ние доказано.
Отметим, что в выражении (10) второе слагае$

мое необходимо только для модифицированного
алгоритма. Поэтому добавим параметр γ и приве$
дем общую формулу для вычисления ( | )lP s k  для
блокированного стек$алгоритма:

( )
{ }

1

1

min( ,2 ) 2

, , 1
1max(0, 2 )

1 0 , ,0

1 1

( | ) ( | )

( 1 | ) 1

( 1 | ) ( 2 | ) .

l

l

k s

l k k l i l
i k

l k l

l k l

p s k Q p i

p s k i q

p s k Q p s k

−

−

−

−
ν== −

−

− −

= ψ ν ×

× − ν − − + − γψ ×

× − − −

∑ ∑

(14)

Среднее время выхода
Пусть dk,l – среднее время выхода пакета из кон$

фликта кратности k в вершине, соответствующей
2l абонентам.

Известно, что для канала без шума d1,0 = 0. Для
канала с ложными конфликтами, учитывая пове$
дение алгоритма в концевых вершинах дерева (см.
рис. 8), можно записать

d1,0 = 0(1 – q1) + d1(1 – q1) 2
12q + (1 – q1) + …

+ 1
ssq  (1 – q1) = (1 – q1) q1(1 + 2q1 + 2

13q + … + 1
1
ssq − } =

1

1

.
1

q

q
=

−
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Для блокированного немодифицированного
стек$алгоритма определить dk,l можно по следую$
щей рекуррентной формуле:

( )

1

1

min( ,2 )

, , , , 1
max(0, 2 )

, 1 , 1

1

.

l

l

k

k l k k l i i l
i k

k i l i l

i
d Q d

k

k i
d T

k

−

−
−

= −

− − −

⎧⎪ ⎛= + ψ +⎨ ⎜⎝⎪⎩
⎫− ⎞+ + ⎬⎟⎠⎭

∑

(15)

Утверждение 7. Величины dk,l для модифици$
рованного блокированного стек$алгоритма опре$
деляются по формуле

( ) ( ){

1

1

min( ,2 )

, , , , 1
max(1, 2 )

, 1 , 1 , ,0 , 1 0 0

1

1

l

l

k

k l k k l i i l
i k

k i l i l k l k l k

i
d Q d

k

k i
d T d q q Q

k

−

−
−

= −

− − − −

⎧⎪ ⎛= + ψ +⎨ ⎜⎝⎪⎩
⎫− ⎞+ + + ψ − + +⎬⎟⎠⎭

∑

( ) }0, 1 01 .l k kT Q q Q−+ − − (16)

Доказательство утверждения 7 выполняется
аналогично доказательству утверждений 5 и 6 и
поэтому здесь не приводится.

Объединяя формулы (15) и (16), получим

( ) ( ){

1

1

min( ,2 )

, , , , 1
max( , 2 )

, 1 , 1 , ,0 , 1 0 0

1

1

l

l

k

k l k k l i i l
i k

k i l i l k l k l k

i
d Q d

k

k i
d T d q q Q

k

−

−
−

= γ −

− − − −

⎧⎪ ⎛= + ψ +⎨ ⎜⎝⎪⎩
⎫− ⎞+ + + ψ γ − + +⎬⎟⎠⎭

∑

( ) }0, 1 01 .l k kT Q q Q−+ − − (17)

Численные результаты

На основе рассмотренной методики построим
зависимости средней задержки от интенсивности
входного потока. С помощью этих зависимостей
проиллюстрируем, что во влиянии ложных конф$
ликтов на процесс разрешения конфликтов име$
ется ряд особенностей по сравнению со случаем,
когда для разрешения конфликтов не использу$
ются адреса абонентов. Результаты для алгорит$
мов, использующих случайные паспорта для раз$
решения конфликтов, получены численным путем
по методике, изложенной в работе [3].

Средняя задержка пакетов для немодифициро$
ванного стек$алгоритма при использовании случай$
ных и фиксированных паспортов абонента для раз$
решения конфликта в системе приведена в табл. 1.
Для случайных паспортов наиболее критичной яв$
ляется вероятность ложного конфликта на пустом
окне. Алгоритм со случайными паспортами рабо$
тает только в случае, когда эта вероятность мень$
ше 1/2. При использовании адресов абонентов

�

��

���

���

���

� ��� ��� ��� ��� ��� ���

��� 	
���� �� 	
�����

���
� ������	
���
��

����	�����

��� �	 �������
��
����	�����

�

λ

� Рис. 9. Зависимость средней задержки от ин�
тенсивности входного потока для АРК
со случайными и фиксированными пас�
портами при q0 = q1 = 0,2

� Таблица 1

�

акжредазяяндерС D (M � ,46 q0 � q1 � )2,0

имыннаворискифсКРА
иматропсап

имынйачулсосКРА
иматропсап

0,0 0 266,2 00 286,2

1,0 0 161,4 00 234,4

2,0 0 386,7 0 891,01

3,0 804,02 0 565,26

4,0 270,35 97,161 0

5,0 749,18 63,512 0

ложные конфликты на пустом окне вообще не ока$
зывают влияния на скорость алгоритма [см. фор$
мулу (2)]. На рис. 9 показаны значения скорости
алгоритма СМД для алгоритма со случайными (Rсл)
и фиксированными (Rф) паспортами. Выражение
для Rсл было приведено в работе [9], а Rф рассчи$
тывают по формулам (1), (2).

При отсутствии ложных конфликтов средняя
задержка при использовании адресов абонентов
лишь незначительно меньше задержки при исполь$
зовании случайного выбора адресов. При увеличе$
нии вероятностей ложных конфликтов разница в
задержке становится более существенной (рис. 10).
В табл. 2 приведены средние задержки пакета в
системе.

Известно, что при использовании случайных
паспортов модифицированный стек$алгоритм не
работоспособен в канале с ложными конфликта$
ми [5]. При использовании фиксированных пас$
портов алгоритм работает в канале с шумом. Из
графика зависимости средней задержки от интен$
сивности входного потока при различных значе$
ниях вероятностей ложных конфликтов (рис. 11)
видно, что при низких интенсивностях наиболь$
шее влияние на среднюю задержку оказывает ве$
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роятность q0. Это объясняется тем, что возникно$
вение ложного конфликта на пустом окне приво$
дит к появлению двух дополнительных окон, если
окно не является концевым. При высоких интен$
сивностях уменьшается вероятность появления
пустых окон, и наибольшее влияние на величину
задержки оказывает вероятность q1. Результаты
численного расчета средней задержки в системе с
шагом 0,1 и различных вероятностях ложных
конфликтов представлены в табл. 3.

Если не использовать адреса для разрешения
конфликта, то модифицированный алгоритм в бес$
шумном канале имеет более высокую скорость, но
при этом алгоритм не работоспособен при появле$
нии ложных конфликтов на пустом окне. При ис$
пользовании адресов абонентов модификация не
влияет на скорость алгоритма, однако алгоритм
при этом становится работоспособен при появле$
нии ложных конфликтов на пустом окне. В табл. 4
сравнение модифицированного и исходного алго$
ритмов по задержке выполнено с шагом 0,1. Соот$
ветствующая графическая зависимость приведена
на рис. 12. Можно отметить, что модификация
алгоритма позволяет лишь незначительно снизить

� Таблица 2

q0=q1

акжредазяяндерС D (M ,46= � )2,0=

имыннаворискифсКРА
иматропсап

имынйачулсосКРА
иматропсап

0,0 0 31,2 0 0 833,2

1,0 0 68,3 0 0 234,4

2,0 0 386,7 891,01

3,0 361,71 30,64 0

� Таблица 3

�
акжредазяяндерС D (M = )8

q0 = 0,0 q1 = 2,0 q0 = 2,0 q1 = 0,0 q0 = 2,0 q1 = 2,0

0,0 644,1 176,2 0 902,3

1,0 798,1 213,3 0 901,4

2,0 156,2 439,3 0 371,5

3,0 19,3 0 276,4 0 955,6

4,0 409,5 46,5 0 0 853,8

5,0 806,8 739,6 105,01
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� Рис. 10. Зависимость средней задержки от веро�
ятностей ложных конфликтов для
АРК со случайными и фиксированными
паспортами при l = 0,2
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� Рис. 11. Зависимость средней задержки от ин�
  тенсивности входного потока для мо�
  дифицированного алгоритма

�

акжредазяяндерС D (M ,8= q0 = q1 )2,0=

Н йыннаворицифидоме
мтирогла$кетс

М йыннаворицифидо
мтирогла$кетс

0,0 0 694,2 0 902,3

1,0 0 292,3 0 901,4

2,0 0 763,4 0 371,5

3,0 0 898,5 0 955,6

4,0 0 769,7 0 853,8

5,0 4,01 00 105,01

� Таблица 4

� Рис. 12. Зависимость средней задержки от ин�
тенсивности входного потока для немо�
дифицированного и модифицированного
алгоритмов при q0 = q1 = 0,2
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задержку при высоких интенсивностях. Это сни$
жение становится значимым лишь для случая,
когда ложные конфликты на пустых окнах отсут$
ствуют.

Заключение

Изложена методика расчета точного значения
средней задержки пакета для канала с шумом. Реа$
лизация предложенных алгоритмов оказывается
достаточно простой и сводится к выполнению ариф$
метических операций над тремя и четырьмя перемен$

ными для немодифицированного и модифицирован$
ного стек$алгоритмов соответственно. Алгоритмы,
использующие адреса абонентов для разрешения
конфликтов, оказываются более устойчивыми к
проявлению ложных конфликтов, чем алгоритмы,
основанные на чисто случайном способе разрешения
конфликтов. Так, относительный выигрыш алго$
ритмов с фиксированными паспортами по средней
задержке составляет примерно 37% (при λ = 0,2,
q0 = q1 = 0,2 и M = 8) и резко возрастает при увеличе$
нии λ и вероятностей q0 и q1.
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УДК 519.872

ПОЛНЫЙ РАСЧЕТ СИСТЕМЫ ОБСЛУЖИВАНИЯ
С РАСПРЕДЕЛЕНИЯМИ КОКСА

Ю. И. РыжиковЮ. И. РыжиковЮ. И. РыжиковЮ. И. РыжиковЮ. И. Рыжиков,
доктор техн. наук, профессор
Военно�космическая академия им. А. Ф. Можайского

Разработан алгоритм полного расчета стационарных характеристик системы обслуживания вида
C2/C2/n: стационарного распределения числа заявок, их распределения перед прибытием оче�
редной заявки, моментов распределения интервалов между обслуженными заявками. Обсужда�
ются частные случаи и обобщения. Рассмотрены особенности программной реализации алгорит�
ма, приведены результаты тестирования. Алгоритм предлагается использовать при расчете сетей
обслуживания методом потокоэквивалентной декомпозиции.

An algorithm is proposed to compute the characteristics of the system C2/C2/n. This algorithm computes
the stationary distribution of the number of demands, its distribution before arriving, and the moments of
interdeparting intervals. Particular cases and generalizations, programming realization and testing results
are discussed. The algorithm is planned to be used in the flow�equivalent network analysis.

Введение

Известно значительное влияние на результа$
ты расчета сложных систем и сетей обслуживания
не только средних интервалов между заявками и
длительностей обслуживания, но и их распреде$
лений. Универсальным методом получения требу$
емых числовых характеристик является имита$
ционное моделирование, существенными недо$
статками которого являются сложная логика про$
грамм, большой расход машинного времени и низ$
кая точность определения малых вероятностей.
Системы автоматизации имитационного модели$
рования типа GPSS (включая новейшую модифи$
кацию последней – GPSS World) не снимают пере$
численных проблем, а лишь упрощают програм$
мирование ценой замедления работы моделей (как
показали проведенные автором эксперименты – в
десятки раз). Таким образом, несмотря на увели$
чение быстродействия ЭВМ, численные методы
расчета СМО сохраняют свою актуальность.

Опубликовано множество методов расчета раз$
личных классов немарковских систем обслужива$
ния, наиболее универсальные из которых опирают$
ся на подбираемые по методу моментов фазовые
аппроксимации исходных распределений показа$
тельным, эрланговским, гиперэкспоненциаль$
ным, коксовым и общим распределением Ньютса.
Для последнего, однако, отсутствуют алгоритмы
расчета параметров аппроксимации. Эрланговские
распределения из$за требования целочисленности
фазового параметра не обеспечивают точного вы$

равнивания даже двух моментов. Поэтому наи$
большую практическую ценность представляют
гиперэкспоненциальное и коксово распределения.
Однако для первого из них распределения Эрланга
являются особыми случаями: система последова$
тельных фаз не может быть сведена к тому же чис$
лу параллельных. Это гарантирует аварийное за$
вершение программы подбора параметров аппрок$
симирующего распределения, вынуждает менять
тип аппроксимации в зависимости от исходных
данных и требует обширного набора программ,
включающего все возможные комбинации. От
данного недостатка свободно распределение Кок$
са, исследование свойств и систематическое ис$
пользование которого в обеих позициях систем
вида GI/G/n впервые описываются ниже.

Распределение Кокса

К фазовым распределениям относятся порож$
даемые системой подлежащих прохождению фаз
обслуживания (прибытия заявки) с показательно
распределенной длительностью пребывания в
каждой из них. При фиксации номера фазы та$
кие распределения приобретают марковское
свойство, что и определяет целесообразность их
использования. Для практических целей приме$
нение двухфазного распределения C2, обеспечива$
ющего выравнивание трех начальных моментов,
представляется вполне достаточным. Диаграмма
этого распределения представлена на рис. 1. Па$
раметры μ1 и μ2 задают интенсивности потоков пе$
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рехода, y – вероятность потребности во второй
фазе, y  – вероятность отсутствия таковой.

Получим алгоритм расчета параметров распре$

деления C2 по его моментам{ }f� . Прежде всего за$
метим, что эти моменты с вероятностью y являют$
ся моментами свертки показательно распределен$
ных задержек в фазах, а с дополнительной к ней
суть моменты задержки в первой фазе. Таким об$
разом, для расчета параметров C2 имеем систему
уравнений

�

�

�

1
1 1 2

22 2 2
1 21 1 2

33 3 2 2 3
2 11 1 1 2 2

1 1
;

2 2 1 2
2 ;

6 6 2 1 1 2 6
3 3 .

y
y f

y y f

y y f

⎛ ⎞
+ + =⎜ ⎟μ μ μ⎝ ⎠
⎛ ⎞

+ + + =⎜ ⎟⎜ ⎟μ μμ μ μ⎝ ⎠
⎛ ⎞

+ + + + =⎜ ⎟⎜ ⎟μ μμ μ μ μ μ⎝ ⎠

Перейдем к обратным величинам{ }1
i ix −= μ  и

нормированным моментам �{ }/ ! .i if f i=  Тогда исход$
ная система может быть переписана как

( )
( )

+ + =

+ + + =

+ + + + =

1 1 2 1

2 2 2
1 1 1 2 2 2

3 3 2 2 3
1 1 1 2 1 2 2 3

( ) ;

;

.

yx y x x f

yx y x x x x f

yx y x x x x x x f

С учетом 1y y+ = она преобразуется в систему

( )

1 2 1

2
1 2 1 2 2

3 2 2
1 2 1 1 2 2 3

;

( ) ;

.

x yx f

x yx x x f

x yx x x x x f

+ =

+ + =

+ + + =  (1)

Из первого уравнения системы исключаем

2 1 1yx f x= − (2)

и подставляем в два оставшихся. Первое из них
дает

2
2 1

2 1
1 1

.
f x

x x
f x

−
= −

−

Конечная форма задачи – квадратное уравне$
ние с решением

( )
3 3 2 2 2

3 1 2 1 3 2 3 1 2 1 2 3
1,2 2

2 1

4 4 3 6
.

2

f f f f f f f f f f f f
x

f f

− ± + + − −
=

−
 (3)

Решение для x1 берется с плюсом, y определя$
ется из равенства (2). Заметим, что случай 2

2 1f f=
соответствует одной экспоненте и должен выяв$
ляться на первом этапе алгоритма. Здесь есте$

ственно принять y = 0 и μ1 = 1/f1, а значение μ2 мож$
но выбрать произвольно (например, равным μ1).

Подставим в эти формулы моменты гамма$рас$
пределения с параметрами α и μ. Подкоренное вы$
ражение

( )( )( )22

6

1 2 1
.

18
D

α α + − α α −
=

μ

Таким образом, при α > 2 аппроксимация дол$
жна иметь комплексные параметры. Случай α = 2
является граничным: он соответствует распреде$
лению Эрланга второго порядка с y = 1 и μ1 = μ2.

В табл. 1 приведены параметры C2$аппрокси$
мации гамма$распределения при единичном пер$
вом моменте. Таблица подтверждает сделанный про$
гноз и снимает опасения относительно возможной
отрицательности {μj}. Отметим парадоксальный, но
ожидаемый результат: при α < 1 вероятность выхо$
да процесса во вторую фазу отрицательна.

�

�

1μ 2μ
����

� Рис. 1. Двухфазное распределение Кокса

� y �1 �2

2.0 691.01– 862 237.3

4.0 286.3– 884. 215.3

6.0 485.1– 776. 323.3

8.0 775.– 548. 551.3

0.1 000. 000.1 000.1

2.1 547. 358.2 741.1

4.1 518. 707.2 392.1

6.1 088. 555.2 544.1

8.1 049. 873.2 226.1

0.2 000.1 000.2 000.2

2.2 110.–160.1 i 453.+000.2 i 453.–000.2 i

4.2 720.–111.1 i 584.+000.2 i 584.–000.2 i

6.2 440.–451.1 i 775.+000.2 i 775.–000.2 i

8.2 260.–091.1 i 946.+000.2 i 946.–000.2 i

0.3 970.–222.1 i 707.+000.2 i 707.–000.2 i

� Таблица 1. Параметры коксовой аппроксимации
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Приведем результаты расчета распределения
числа заявок в системе M/G/1 (табл. 2). Процеду$
ра MG1 использовала общеизвестные соотноше$
ния, реализующие метод вложенных цепей Мар$
кова на базе рекуррентного расчета распределения
{qi} числа заявок, прибывающих за случайное вре$
мя обслуживания:

( )
0

( ), 0, 1, ...,
!

j
t

j

t
q e dB t j

j

∞
−λλ

= =∫

для вырожденного и гамма$распределений [1]. Проце$
дура MCN опиралась на C2$аппроксимацию и решала
описанные ниже векторно$матричные уравнения ба$
ланса. Индекс j указывает число заявок в системе. Па$
раметр 1е9 фактически определяет вырожденное рас$
пределение, т. е. модель M/D/1.

Гамма$распределение было выбрано как удоб$
ный эталон по двум причинам:

1) параметры его плотности

1( )
( )

( )
tt

b t e
α−

−μμ μ=
Γ α

легко выражаются через среднее b1 и дисперсию D
согласно

 2
1 1/ , / ;b D bα = μ = α

2) вышеупомянутые {qj} для него вычисляются
до удивления просто [1, с. 82]:

0

1

;

1
, 1, 2, ... .j j

q

j
q q j

j

α

−

⎛ ⎞μ= ⎜ ⎟λ + μ⎝ ⎠
λ α + −= =

λ + μ

� Таблица 2. Распределение числа заявок в системе M/G/1

j

яинеледерпсар$аммагртемараП

5.0 5.1 0.3 9е1

1GM NCM 1GM NCM 1GM NCM 1GM NCM

0 0$e003. 0$e003. 0$e003. 0$e003. 0$e003. 0$e003. 0$e003. 0$e003.

1 0$e561. 0$e761. 0$e332. 0$e332. 0$e362. 0$e362. 0$e403. 0$e603.

2 0$e021. 0$e811. 0$e951. 0$e951. 0$e471. 0$e371. 0$e091. 0$e781.

3 1$e219. 1$e309. 0$e601. 0$e601. 0$e601. 0$e601. 0$e101. 0$e101.

4 1$e607. 1$e307. 1$e696. 1$e696. 1$e736. 1$e836. 1$e715. 1$e425.

5 1$e055. 1$e055. 1$e754. 1$e654. 1$e973. 1$e083. 1$e362. 1$e762.

6 1$e034. 1$e134. 1$e992. 1$e992. 1$e622. 1$e622. 1$e431. 1$e531.

7 1$e633. 1$e833. 1$e691. 1$e691. 1$e431. 1$e431. 2$e286. 2$e286.

8 1$e462. 1$e562. 1$e821. 1$e821. 2$e897. 2$e897. 2$e743. 2$e443.

9 1$e702. 1$e802. 2$e248. 2$e148. 2$e474. 2$e474. 2$e771. 2$e371.

01 1$e261. 1$e761. 2$e155. 2$e155. 2$e282. 2$e182. 3$e998. 3$e378.

11 1$e721. 1$e821. 2$e163. 2$e163. 2$e861. 2$e761. 3$e754. 3$e044.

21 2$e699. 1$e001. 2$e732. 2$e732. 3$e699. 3$e399. 3$e332. 3$e222.

31 2$e287. 2$e487. 2$e551. 2$e551. 3$e295. 3$e095. 3$e811. 3$e811.

41 2$e316. 2$e416. 2$e101. 2$e101. 3$e253. 3$e053. 4$e306. 4$e265.

51 2$e184. 2$e184. 3$e566. 3$e666. 3$e902. 3$e802. 4$e703. 4$e382.

61 2$e773. 2$e773. 3$e634. 3$e634. 3$e421. 3$e421. 4$e651. 4$e341.

71 2$e692. 2$e692. 3$e582. 3$e682. 4$e047. 4$e537. 5$e497. 5$e917.

81 2$e232. 2$e232. 3$e781. 3$e781. 4$e044. 4$e634. 5$e404. 5$e263.
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Хорошее согласие прямого расчета модели M/G/1
 и конечных результатов ее коксовой аппроксима$
ции в широком диапазоне условий, в том числе для
комплексных и отрицательных параметров, убе$
дительно свидетельствует о приемлемости обсуж$
даемой аппроксимации.

Достоинством C2$аппроксимации является ес$
тественное включение в нее как частных случаев
M$ и E2$моделей, а недостатками – трудность обоб$
щения на большее число составляющих и услож$
нение диаграмм переходов.

Многофазное представление системы

Будем представлять состояние системы C2/C2/n
полным числом заявок в системе, фазой прибытия
очередной заявки и расстановкой проходящих об$
служивание заявок по его фазам («ключами» со$
ответствующих микросостояний). Например,
ключ (21) означает, что две заявки проходят пер$
вую фазу обслуживания с интенсивностями μ1,
а одна – вторую с интенсивностью μ2. Диаграмма
состояний разделяется по фазам прибытия на две
вертикальные ветви с интенсивностями λ1 и λ2 со$
ответственно, а по числу заявок в системе – на го$
ризонтальные ярусы. Совокупности ключей в ле$
вой и правой ветвях диаграммы дублируются. На
рис. 2 показаны переходы по завершению фазы
обслуживания для половины диаграммы (для дру$
гой половины они тождественны).

Обозначим через Sj множество всех возможных
микросостояний системы, при которых на обслу$
живании находится ровно j заявок, а через σj – ко$
личество элементов Sj. Нам потребуются следую$
щие матрицы интенсивностей инфинитезималь$
ных переходов:

1j j jA +⎡ ⎤σ ×σ⎣ ⎦ – в Sj + 1 (прибытие заявки),

j j jF ⎡ ⎤σ × σ⎣ ⎦ – в Sj (конец промежуточной фазы

обслуживания или прибытия заявки),

1j j jB −⎡ ⎤σ ×σ⎣ ⎦ – в Sj–1 (полное завершение обслу$

живания заявки),

j j jD ⎡ ⎤σ ×σ⎣ ⎦ – ухода из состояний яруса j.

В квадратных скобках здесь и далее указыва$
ется размер матриц. Элемент (i, k) любой из этих
матриц представляет интенсивность перехода из
i$го состояния j$го яруса в k$е состояние смежного
(по переходам рассматриваемого типа) яруса. За$
метим, что при j > n все эти матрицы перестают за$
висеть от индекса. Ниже будут приведены приме$
ры матриц для второго яруса.

Переходы по завершению фазы обслуживания
не меняют фазы прибытия, что позволяет ограни$
читься изображением для них половины диаграм$
мы (рис. 2). Здесь окончание первой фазы с интен$
сивностью yμ1 переводит заявку во вторую фазу
обслуживания, а с интенсивностью 1yμ  – заверша$

ет обслуживание и поднимает изображающую точ$
ку на вышележащий ярус. Последнее при завер$
шении второй фазы (интенсивность μ2) происхо$
дит всегда. Интенсивности переходов проставле$
ны с учетом числа заявок, находящихся в каждой
фазе исходного микросостояния.

Например, для полной диаграммы переходов по
завершению обслуживания («удвоенный» рис. 2)
имеем клеточно$диагональную матрицу интенсив$
ностей переходов со второго на первый ярус:

1

2 1

2
2

1

2 1

2

2 0 0 0

0 0

0 2 0 0
.

0 0 2 0

0 0

0 0 0 2

y

y

B
y

y

μ⎡ ⎤
⎢ ⎥μ μ⎢ ⎥
⎢ ⎥μ

= ⎢ ⎥μ⎢ ⎥
⎢ ⎥μ μ
⎢ ⎥

μ⎢ ⎥⎣ ⎦

Диаграмма переходов по фазам прибытия зая$
вок в трехканальной системе оказывается весьма
запутанной; поэтому мы ограничимся описанием
логики ее построения. Если интервалы между за$
явками подчинены C2$распределению с параметра$

�� �� �� ��

�� �� �� ��

�� �� ��

�� ��

��

1yμ

12 yμ

13 yμ

13 yμ
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13 yμ 12 yμ13 yμ 1yμ
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2μ

2μ

2μ

1yμ

1yμ

1yμ

12 yμ

12 yμ

22μ

22μ

22μ 23μ

23μ

12 yμ

� Рис. 2. Интенсивности переходов по завершению
обслуживания в фазе



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ

ИНФОРМАЦИОННЫЕ КАНАЛЫ И СРЕДЫ

№2, 200642

ми { }1 2, , ,u λ λ  то все переходы из первой фазы с
интенсивностями uλ1 приводят в аналогичное
микросостояние второй фазы прибытия того же
яруса, а с интенсивностями 1uλ  – в первую фазу
нижележащего яруса. Переходы по завершению
второй (всегда последней) фазы имеют интенсив$
ность λ2 и также приводят в первую фазу нижеле$
жащего яруса. Соответственно интенсивности
«окончательных прибытий» описывает матрица

1

1

1
2

2

2

2

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
.

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

u

u

u
A

λ⎡ ⎤
⎢ ⎥λ⎢ ⎥
⎢ ⎥λ

= ⎢ ⎥λ⎢ ⎥
⎢ ⎥λ
⎢ ⎥

λ⎢ ⎥⎣ ⎦

Переходы в пределах яруса могут быть связа$
ны с выходом из первой во вторую фазу обслужи$
вания (в пределах каждой ветви) либо с прибыти$
ем заявки (переход из левой ветви в одноименное
микросостояние правой):

1 1

1 1

1
2

1

1

0 2 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0
.

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

y u

y u

u
F

y

y

μ λ⎡ ⎤
⎢ ⎥μ λ⎢ ⎥
⎢ ⎥λ

= ⎢ ⎥μ⎢ ⎥
⎢ ⎥μ
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Для диагональной матрицы D2 суммарных ин$
тенсивностей ухода из микросостояний яруса мы
приведем только ее диагональ:

[
]

= λ + μ λ + μ + μ

λ + μ λ + μ λ + μ + μ λ + μ
2 1 1 1 1 2

1 2 2 1 2 1 2 2 2

diag 2 ,   ,

2 ,   2 ,   ,   2 .

D

Уравнения глобального баланса
и их решение

Получим стационарные вероятности микросо$
стояний, представленных на диаграммах преды$
дущего раздела.

Введем векторы$строки { },1 ,2 ,, , ..., 
jj j j j σγ = γ γ γ

нахождения системы в состоянии (j, i), j = 0, 1, ….
Теперь можно записать векторно$матричные урав$
нения баланса переходов между состояниями

0 0 0 0 1 1

1 1 1 1

;

, 1, 2, ... .j j j j j j j j

D F B

D A F B j− − + +

γ = γ + γ
γ = γ + γ + γ =  (4)

Система (4), дополненная условием нормиров$
ки, даже для моделей с ограниченной очередью

характеризуется чрезвычайно высокой размерно$
стью, и стандартные методы решения систем ли$
нейных алгебраических уравнений применитель$
но к ней оказываются малоэффективными. Для
расчета разомкнутых систем обслуживания мож$
но применить восходящий к Ивэнсу [5] метод мат$
рично$геометрической прогрессии. Этот метод ос$
нован на представлении векторов вероятностей
микросостояний для j > n формулой

, , 1, ...,j n
j nR j n n−γ = γ = +  (5)

где R – некоторая матрица (знаменатель прогрес$
сии). Перепишем второе из уравнений (4) с учетом
(5) для значения j, при котором произошла выше$
упомянутая стабилизация матриц, так что их ин$
дексы можно опустить:

2
1 1 1 1 .j j j jRD A RF R B− − − −γ = γ + γ + γ  (6)

Теперь ясно, что R удовлетворяет матричному
квадратному уравнению

2 0,R B RE A+ + =  (7)

где E = F–D. Применим к его решению метод ите$
раций. Будем искать поправку Δ к очередному при$
ближению из уравнения (7), заменив в нем R на
R + Δ. Пренебрегая членом, содержащим квадрат
поправки, имеем

2 0R B RB R B RE E A+ Δ + Δ + + Δ + ≈
или

2( ) ( ).RB E R B R B RE AΔ + + Δ ≈ − + +

Последнее уравнение приводится к уравнению

,G R B HΔ + Δ =

которое можно расписать как систему линейных
алгебраических уравнений относительно компо$
нент матричной поправки Δ и решить любым стан$
дартным методом. В качестве начального прибли$
жения можно принять

2 22/( ) ,A Bv vR I+= ρ  где ρ – коэф$
фициент загрузки системы; vA и vB – коэффициен$
ты вариации распределений интервалов между
смежными заявками и длительности обслужива$
ния соответственно; I – единичная матрица.

Далее усеченная система (4) для 0, ,j n=  в пос$
леднем из уравнений которой вектор γn + 1 заменен
на γnR, расписывается относительно компонент
векторов {γj}, 0, .j n=  Затем одно из уравнений за$
меняется на условие баланса заявок

1

0

( ) / ,
n

j j
j

n j n b a
−

=
− γ = −∑ 1

где 1j – вектор$столбец из σj единиц; a и b – средние
интервал между заявками и длительность обслу$
живания. Наконец, находится решение системы
для компонент начальных векторов.
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Последующие векторы вероятностей микросо$
стояний вычисляются согласно формуле (5).

Для решения системы (4) можно также приме$
нить менее быстродействующий, но более универ$
сальный итерационный метод, впервые предло$
женный Такахаси и Таками [7] и описанный в ра$
ботах [1, 2] в более общей форме, с детальной про$
работкой расчетных зависимостей и с частными
вариантами.

Расчет выходящего потока

В сетях обслуживания потоки на входе узлов
формируются из выходящих потоков других уз$
лов. В общем случае выходящий поток сохраняет
среднюю интенсивность (и средний интервал меж$
ду заявками) входящего, но меняет вид распреде$
ления интервалов между заявками. Последнее
удобно характеризовать коэффициентами немар$
ковости

1/ !, 2, 3, ...,i
i id d i iξ = − =

где {dj} – моменты распределения интервалов меж$
ду заявками выходящего потока, который пред$
полагается рекуррентным. Для простейшего по$
тока упомянутые коэффициенты согласно данно$
му определению равны нулю.

Ключом к проблеме преобразования потока в
коксовом узле обслуживания является расчет мар$
ковской системы.

Марковские системы. В системе M/M/n, за$
груженной полностью, частное преобразование
Лапласа–Стилтьеса (ПЛС) интервала до очередно$
го обслуживания при наличии в системе j n≥  зая$
вок

( )( ) / , , 1, ... .j s n n s j n nδ = μ μ + = +

При j < n интенсивность обслуживания меняет$
ся с прибытием каждой очередной заявки. Будем
интерпретировать s как параметр простейшего
потока «катастроф». Тогда ( )j sδ  можно считать
вероятностью отсутствия катастроф за интервал
от ухода заявки, оставившей в системе ровно j за$
явок, до следующего завершения обслуживания.
Вероятности появления событий каждого из рас$
сматриваемых простейших потоков (катастроф,
завершений обслуживания и прибытия новых за$
явок) пропорциональны их интенсивностям, т. е.
s, jμ и λ соответственно. Теперь ясно, что

1( ) ( ),

1, 2, ..., 0.

j j
j

s s
j s j s

j n n

+
μ λδ = + δ

μ + λ + μ + λ +
= − −

Здесь первое слагаемое соответствует заверше$
нию обслуживания, а второе – прибытию новой
заявки (отчего число заявок в системе увеличилось
на единицу) и отсутствию катастроф до следующе$
го завершения обслуживания при новом началь$
ном условии.

Результирующее распределение интервалов
между заявками выходящего потока задается ПЛС

− −

= =

⎛ ⎞
= π δ + − π δ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

∑ ∑
1 1

0 0

( ) ( ) 1 ( ),
n n

j j j n
j j

D s s s

где финальные вероятности{ }jπ  наличия в систе$
ме сразу после завершения обслуживания ровно j
заявок при t → ∞  подсчитываются согласно урав$
нению

1 1
1

, 0, 1, ... .j j j i i
i

p p j
∞

+ +
=

π = μ μ =∑  (8)

Здесь {pj} – стационарное распределение числа
заявок в системе, а μj равно jμ при j<n и nμ – в про$
тивном случае. Знаменатель формулы (8) сводит$
ся к равенству

1

1 1

/(1 ) .
n

i i i n
i i

p ip np
∞ −

= =

⎡ ⎤
μ = μ + − ρ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑

Моменты искомого распределения можно полу$
чить многократным численным дифференцирова$
нием в нуле таблично заданной функции D(s), s = 0,
h, 2h, … с последующей сменой знаков у нечетных
производных. Однако предпочтительнее вычис$
лять их непосредственно. Обозначим E(x) набор
моментов показательного распределения с пара$
метром x, имеющий компоненты

( ) !/ , 1, 2,i
iE x i x i= = �

Символом * будем обозначать свертку распре$
делений в моментах. Для наборов моментов рас$
пределений между выходящими заявками сохра$
ним индексацию прежних обозначений, заменив
лишь ( )sδ  на d. В модели M/M/n при числе заявок
в системе j n≥

( ), , 1, ... .jd E n j n n= μ = +

Перепишем формулу для ( )j sδ  при j < n в виде

1

1

( ) 1 ( )

( ).

j j

j

j j
s s

j s j j

j j j
s

j j s j j s

+

+

⎛ ⎞μ + λ μ λδ = ⋅ + δ =⎜ ⎟μ + λ + μ + λ μ + λ⎝ ⎠
μ μ + λ λ μ + λ= + δ

μ + λ μ + λ + μ + λ μ + λ +

Заменяя преобразование Лапласа показатель$
ных плотностей их моментами и произведение
ПЛС – сверткой, убеждаемся, что

+
μ λ= μ + λ + μ + λ

μ + λ μ + λ
= − −

1( ) ( ) * ,

1,  2, ..., 0,

j j
j

d E j E j d
j j

j n n

в частности:

= λ0 1( ) * .d E d
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Заметим, что свертка в моментах распределе$
ний A и B может быть выполнена на основе симво$
лического разложения

( )n nc a b= + (9)

путем перевода показателей степени в индексы со$
ответствующих моментов. Для выполнения свер$
ток полезно составить автономную процедуру.

Результаты практически совпали с моментами
распределения интервалов между входящими за$
явками, а коэффициенты немарковости с точнос$
тью до пяти знаков оказались нулевыми (выходя$
щий поток – простейший). Это согласуется с клас$
сическим результатом Берке, позволяет считать
основную идею расчета правильной и распростра$
нить ее на более сложные немарковские системы,
для которых теория расчета выходящего потока
до сих пор отсутствовала (в частности, на интере$
сующую нас «дважды коксову»).

Коксова система. Введем обозначения для j$го
яруса:

Mj,i – суммарная интенсивность обслуживания
в i$м микросостоянии каждой ветви;
�

,j iM – интенсивность переходов вверх по завер$
шению обслуживания;

,j iM
���

– интенсивность переходов вправо по завер$
шению фазы обслуживания (сумма двух последних
интенсивностей равна Mj,i);(1) (2)

, ,,j i j id d – наборы моментов распределения вре$
мени до ближайшего обслуживания при соответ$
ствующем исходном состоянии (верхние индексы
указывают левую и правую ветвь диаграммы соот$
ветственно);

jσ – количество микросостояний в одной ветви
диаграммы.

В этих обозначениях для j n≥  и правой ветви
диаграммы имеем

�
= + λ +

+ λ

⎡ ⎤λ
+ + λ +⎢ ⎥+ λ + λ⎢ ⎥⎣ ⎦

= σ σ −

���

,(2)
, , 2

, 2

, (2) (1)2
, 2 , ,

, 2 , 2

( )

( ) * ,

, 1, ..., 1.

n i
n i n i

n i

n i
n i n i n i

n i n i

n n

M
d E M

M

M
E M d d

M M

i

Для тех же значений j и левой ветви диаграммы
надо дополнительно учитывать возможные пере$
ходы в правую ветвь по завершению фазы прибы$
тия заявки:

�
= + λ + + λ

+ λ

⎡ ⎤λ λ
+ +⎢ ⎥+ λ + λ + λ⎢ ⎥⎣ ⎦

= σ σ −

���

,(1)
, , 1 , 1

, 1

, (1) (2) (1)1 1
, , ,

, 1 , 1 , 1

( ) ( )*

* ,

, 1, ..., 1.

n i
n i n i n i

n i

n i
n i n i n i

n i n i n i

n n

M
d E M E M

M

u uM
d d d

M M M

i

После выполнения сверток в моментах соглас$
но формуле (9) замечаем, что для каждого i иско$
мые { },n id  входят в обе части приведенных урав$
нений, причем «с перекрестом». Поэтому для их
определения приходится последовательно решать
σn систем из шести линейных алгебраических урав$
нений (по три момента в обеих ветвях на каждое
микросостояние).

Для «ненасыщенных» ярусов j = n–1, n–2, …, 1
в правой ветви диаграммы прибытие заявки при$
водит в одноименные состояния левой ветви ни$
жележащего яруса. Соответственно имеем рекур$
рентные формулы

 

�

+ +

= + λ +
+ λ

⎡ ⎤λ
+ + λ +⎢ ⎥
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Для левой ветви зоны ненасыщенных состоя$
ний завершение фазы прибытия заявки может
привести как в правую ветвь диаграммы, так и в
нижележащий ярус:

�

+ +

= + λ + + λ
+ λ

⎡ ⎤λ λ
+ +⎢ ⎥

+ λ + λ + λ⎢ ⎥⎣ ⎦
= σ σ −

���
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, , 1 , 1

, 1

, (1) (2) (1)1 1
,, 1 1,

, 1 , 1 , 1
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* ,

, 1, ..., 1.
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j i
j ij i j i
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M

u uM
d d d
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Здесь первое слагаемое соответствует непосред$
ственному завершению обслуживания, а последу$
ющие – переходам по завершению первой фазы
обслуживания и фазы прибытия заявки (оконча$
тельной или с переходом во вторую фазу ожида$
ния прибытия) с рекуррентным учетом моментов
распределения времени до ближайшего обслужи$
вания во вновь возникшем состоянии.

Наконец, в случае полного освобождения сис$
темы до очередного завершения обслуживания
сначала придется дождаться прибытия хотя бы
одной заявки. Здесь

( )
= λ

= λ +

(2) (1)
2 1,10,1

(1) (2) (1) (1)
1 1,1 1,10,1 0,1

( ) * ;

( ) * .

d E d

d E ud ud d

В «ненасыщенной» зоне искомые наборы мо$
ментов определяются последовательно через ранее
вычисленные: для каждого i сначала вычисляют$
ся «правые», а затем «левые» моменты.
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Распределение времени ожидания

Интересующее нас распределение можно задать
его первым моментом �1w  и набором коэффициен$
тов немарковости. Тогда высшие моменты можно
вычислить по формуле

= ξ + =� �1( !), 2, 3, ... .i
i iw w i i (10)

Известно, что условное распределение времени
ожидания заявки в системе GI/M/n подчинено
показательному закону. Это обстоятельство позво$
ляет считать, что вид распределения времени ожи$
дания не зависит от распределения интервалов меж$
ду смежными заявками и числа каналов и определя$
ется только распределением времени обслуживания.
В работе [4] предложен конструктивный метод ре$
шения этой задачи, основанный на сохранении
коэффициентов немарковости системы M/G/1.

Проблемы программной реализации

Зависимость структуры матриц переходов от
типа и порядка аппроксимирующих фазовых рас$
пределений ставит ценность программной реали$
зации расчетной схемы в прямую зависимость от
возможности автоматического построения матриц
переходов. Эту проблему в общем случае можно
решить следующим образом:

– для каждого j$го яруса системы, 0, ,j n= ав$
томатически сгенерировать последовательность
ключей микросостояний;

– формировать матрицы переходов, сопостав$
ляя «ключи$источники» j$го яруса и совместимые
с ними по выбранному типу переходов ключи$«пре$
емники» для матрицы Bj на (j–1)$м ярусе, для Fj –
на j$м, для Aj – на (j + 1)$м.

В обсуждаемом случае C2$аппроксимации струк$
тура матриц и правила их формирования относитель$
но очевидны. Однако программная реализация ме$
тода оказалась значительно сложнее, чем это пред$
ставляется при ознакомлении с его идеей. Дело в том,
что метод предполагает работу с переменным числом
матриц перехода изменяемой размерности, опреде$
ляемой в процессе счета. Соответственно при про$
граммировании на Фортране пришлось упаковывать
матрицы каждого вида (и их половинки для треу$
гольных матриц) в линейные массивы, выделять под
эти объекты динамическую ([allocatable]) память,
фиксировать отдельно их размеры и координаты в
линейных структурах, явно переадресовывать опе$
ранды матричных операций.

На эти проблемы наложились порождаемые
специфической структурой упомянутых матриц:
A – блочная с ненулевыми блоками в виде диаго$
нальных матриц, B – блочно$диагональная с оди$
наковыми блоками, F – верхняя треугольная, D –
диагональная.

Учет этих особенностей при программировании
требуемых матричных операций оказался нетри$
виальным и весьма поучительным.

Тестирование метода

Для проверки корректности метода и его про$
граммной реализации оценивалась средняя дли$
на очереди (показатель компактный, наглядный,
чувствительный к входным данным и инвариант$
ный к масштабу времени) при коэффициенте заг$
рузки системы ρ = 0,7 для различных видов ис$
ходных распределений и числа каналов. Для мо$
делей (в обозначениях Кендалла) M/M/1,
M/E3/1, M/D/1, M/Г1,5/1, E4/M/1, D/M/1,
Г1,5/M/1, M/M/2, M/D/2, M/E3,/2, E4/D/2
были получены соответственно значения 1,633,
1,089, 0,817, 1,361, 0,861, 0,599, 1,292,
1,345, 0,692, 0,911, 0,113. Эти результаты
практически совпали с полученными ранее по$
средством других численных методов, в том числе
не использующих фазовые аппроксимации (напри$
мер, метода Кроммелина для систем M/D/n, Бы$
кадорова для Ek/D/n, Такача для GI/M/n).

Правильность расчета выходящего потока под$
тверждается:

– равенством средних интервалов между заяв$
ками входящего и выходящего потоков;

– получением практически нулевых коэффи$
циентов немарковости выходящего потока для
моделей вида M/M/n, обработанных по общей
схеме;

– приближением этих коэффициентов к тако$
вым для распределения времени обслуживания –
в случае одноканальных систем при устремлении
коэффициента загрузки к единице;

– совпадением результатов обсчета вышепере$
численных моделей с полученными посредством
менее универсальной аппроксимации H2/H2/n.

Частные случаи и обобщения
Самостоятельную ценность имеет наиболее

типичный частный случай рассмотренной моде$
ли – с простейшим входящим потоком. В этом
случае диаграмма переходов сводится к одной
ветви и программная реализация сильно упро$
щается.

Как обобщение алгоритма можно рассматри$
вать его вариант для системы с ограниченной оче$
редью. В этом случае в микросостояния нижнего
яруса диаграммы нет переходов снизу. Соответ$
ственно для этого яруса корректируется матри$
ца D–F и отпадает надобность в расчете одного
из вспомогательных векторов итерационного ме$
тода ( ).j′′β  Для определения вероятности свобод$
ного состояния на заключительном этапе итера$
ционного метода здесь условие баланса заявок
заменяется условием нормировки вероятностей.
Дальнейшим обобщением является расчет зам$
кнутой системы с интенсивностью входящего
(простейшего) потока, зависящей от числа зая$
вок в системе – в типичном случае линейно убы$
вающей до нуля. Здесь дополнительно модифи$
цируются числовые значения матриц.
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Заключение

Конкретные результаты данной статьи сводят$
ся к следующим.

1. Предложен алгоритм расчета параметров
распределения Кокса C2, выравнивающий три за$
данных момента.

2. Проведено исследование алгоритма; выявле$
на область входных данных, порождающая «па$
тологические» вероятности переходов (комплекс$
ные и отрицательные); показано, что при обрат$
ном переходе от вероятностей микросостояний к
укрупненным вероятностям патология исчезает и
конечные результаты согласуются с полученными
существенно иными методами. Указаны преиму$
щества C2$аппроксимации в сравнении с другими
фазовыми распределениями.

3. Впервые предложены диаграммы переходов
для «дважды коксовой» системы, на основе кото$
рой получены матрицы интенсивностей переходов.

4. Разработан способ расчета распределения
интервалов между заявками выходящего потока,

в частности – непосредственно моментов этого рас$
пределения.

5. Даны рекомендации по программной реали$
зации основных этапов алгоритма.

Эти результаты вместе с методами решения
уравнений баланса и расчета временных характе$
ристик позволяют, наконец, сравнительно просто
и достаточно точно проводить полный расчет мно$
гоканальных систем с произвольными распреде$
лениями интервалов между заявками и времени
обслуживания.

В сравнении с имитационным моделированием
метод существенно выигрывает по объему и точ$
ности вычислений. Он избавляет от изучения и ис$
пользования других фазовых аппроксимаций и (если
не говорить о подготовке будущих теоретиков) –
вообще всех прочих методов расчета немарковских
систем обслуживания. Метод может использовать$
ся как составная часть процедур расчета сетей об$
служивания методом потокоэквивалентной деком$
позиции [1].
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П. И. Бегун,П. И. Бегун,П. И. Бегун,П. И. Бегун,П. И. Бегун,
доктор техн. наук, профессор
Санкт�Петербургский государственный электротехнический университет
С. М. Лазарев,С. М. Лазарев,С. М. Лазарев,С. М. Лазарев,С. М. Лазарев,
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аспирант
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Построены расчетные схемы и компьютерные модели для вычисления напряжений и переме�
щений в герниосистемах. Проведены исследования зависимости напряжений и перемещений при
развитии патологического образования в белой линии живота, при ущемлении грыжевых ворот и
после проведения операции.

Theoretical schemes and computer�based models of calculation of the voltage and displacements in
herniasystems are constructed. The dependence of voltage and displacement are studied during the
development of pathological forming in the white line of a stomach and the infringement of the hernial
gate.

Герниология – раздел хирургии, изучающий
этиологию, патогенез и локализацию грыж жи$
вота и разрабатывающий методы их лечения и
профилактики. Грыжи живота – выхождение ор$
ганов брюшной полости за ее пределы под кожу
или в другие ткани и полости. Грыжи передней
брюшной стенки – одно из самых распространен$
ных заболеваний человека, они наблюдаются у
30% населения планеты. Основные признаки
этой патологии: 1) грыжевые ворота – расшире$
ние естественных щелей в брюшной стенке или
образование новых (искусственных); 2) грыже$
вый мешок – выпячивание пристеночной брю$
шины через грыжевые ворота с выхождением в
грыжевой мешок части внутренностей живота.

Появление грыжи обусловливается причина$
ми общего и местного характера (возраст, пол,
особенности телосложения; повышение внутри$
брюшного давления вследствие запоров, кашля;
ослабление брюшной стенки в результате ее рас$
тяжения и истончения при повторных беремен$
ностях, травмах; снижение мышечного тонуса
при параличах, в старческом возрасте и т. д.).
По месту выхода (рис. 1, а) грыжи разделяют на
паховые, пупочные, грыжи белой линии и сухо$
жильных перемычек прямых мышц живота, по$

ясничные, запирательные, седалищные, про$
межностные.

Со временем грыжа становится больше в раз$
мерах, увеличивая риск опасных для жизни ос$
ложнений – ущемления в грыжевых воротах
внутренних органов. Грыжи живота требуют
обязательного хирургического лечения и явля$
ются самыми распространенными случаями, тре$
бующими хирургического вмешательства (10–
21% всех оперативных вмешательств). Для хи$
рургического лечения различных грыж живота
в настоящее время уже предложено свыше 300
оперативных способов и модификаций [1]. С це$
лью устранения грыжевого дефекта разработа$
ны многочисленные методики – от простых
аутопластических способов за счет собственных
тканей больного до сложных реконструктивных
операций с использованием биологических и ис$
кусственных материалов. Однако, как показы$
вает клинический опыт, ни один из предложен$
ных способов не дает гарантии от рецидивов
грыж [2, 3].

Проблема заключается в выборе обоснован$
ных методов лечения при различных видах
грыж, с одной стороны, доступных для населе$
ния, с другой стороны, порождающих минималь$
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ную частоту рецидивов. Создание новых надеж$
ных оперативных методик, выбор технологии
хирургического вмешательства в каждом конк$
ретном случае невозможно осуществить без при$
менения методов предоперационной диагностики
результатов операций.

Решение проблемы – предоперационный ана$
лиз напряженно$деформированного состояния
структур тканей в герниосистемах и структур, за$
действованных в герниопластике при различных
способах и методах операций. Для проведения ана$
лиза необходимо построить расчетные схемы для
биологических структур, сопрягаемых при опера$
циях, и применяемого шовного материала, пост$
роить математические и компьютерные модели,
учитывающие реальную геометрию и механичес$
кие характеристики структур, и провести вычис$
ления.

На примерах патологий белой линии живота
проиллюстрируем возможности компьютерного
моделирования при: 1) анализе условий развития
грыжи; 2) определении критического состояния
при развитии грыжи; 3) сравнительном предопе$
рационном анализе результатов герниопластик,
выполненных по разным технологиям.

Белая линия представляет собой фиброзную
пластинку, простирающуюся по передней средин$
ной линии от мечевидного отростка до лобкового
симфиза. Белая линия отличается большой проч$
ностью. Она содержит лишь тонкие ветви крове$
носных сосудов, поэтому при проведении разрезов
вдоль белой линии во время операции почти не
отмечается кровотечения. Этим пользуются хирур$
ги, когда необходимо создать широкий доступ к
органам брюшной полости и таза.

Первопричиной образования срединных грыж
является расширение белой линии живота. При
этом в белой линии может возникать «анатоми$
ческое неустройство» в виде щелей, образующих$
ся перекрещивающимися волокнами апоневро$
зов. Эти щели обычно заполнены жировой тка$
нью. Вначале грыжи не имеют грыжевого мешка
и представляют собой выпячивания предбрю$
шинного жира, которые называют предбрюшин$
ными липомами (рис. 1, б). Такие грыжи назы$
вают скрытыми. В дальнейшем в грыжевые во$
рота вместе с жировой тканью втягивается в виде
конуса прилежащий отдел париетальной брю$
шины (рис. 1, в). Если грыжа продолжает уве$
личиваться, то образуется уже настоящий гры$

� Рис. 1. Схемы локализации, образования и развития грыж: а – места выхода грыж (1 – паховые, 2 – бедрен�
ные; 3 – пупочные; 4 – белой линии; 5 – спигелиевой линии); б – г –образование грыжи белой линии
живота (б – предбрюшинная липома; в –образование грыжевого мешка; г – сформировавшаяся гры�
жа)

а) б)

в)

г)

12

3
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жевой мешок (рис. 1, г) [4]. Диагностика при
скрытых грыжах белой линии живота затрудни$
тельна, так как грыжевое выпячивание не опре$
деляется, и правильный диагноз может быть ус$
тановлен лишь во время оперативного вмеша$
тельства [2].

Расчетные схемы для исследования напряжен$
но$деформированного состояния в патологически
измененном участке белой линии живота построе$
ны при следующих допущениях: 1) материалы
мышечно$апоневротических структур и имплан$
татов – однородны и изотропны; 2) среда сплош$
ная; 3) начальные напряжения в структурах и им$
плантатах отсутствуют; 4) белая линия жестко
закреплена по торцам; 5) усилия прикладывают$
ся к мышцам; 6) размеры исследуемой области
выбраны такими, что условия закрепления не ока$
зывают влияние на напряженно$деформированное
состояние структур в области патологии. Матема$
тическая модель строится в рамках механики трех$
мерного тела при использовании численного ме$
тода – метода конечных элементов (КЭ). Для ана$
лиза используются линейные тетраэдальные эле$
менты. Компьютерные модели биологических
структур в герниосистемах и при герниопластике
реализованы в среде геометрической программы
SolidWorks и программы Cosmos для расчета на$
пряжений в телах сложной формы. При расчете
биологической структуры как трехмерного тела
рассматривается неоднородное напряженное со$
стояние. При оценке предельных состояний ис$

пользуем гипотезу энергоформообразования (кри$
терий Мизеса).

Расчетная схема для исследования развития
грыжи белой линии живота (рис. 2, а) приведена
на рис. 2, б. Приняты следующие обозначения:  r –
радиус патологического образования; hк – толщи$
на кожи; hж – толщина подкожно$жировой клет$
чатки; hм – толщина мышц; hб – толщина белой
линии; hф – толщина фасции. Число конечных эле$
ментов (рис. 2, в) оказывает влияние на результа$
ты вычислений до значения 35 тыс. элементов,
далее влияние на точность не значительно, а вре$
мя расчета существенно увеличивается. Поэтому
для достижения максимальной точности при ми$
нимальных затратах времени на расчеты было
выбрано разбиение на 35 тыс. тетраэдальных эле$
ментов.

По результатам вычислений построены зависи$
мости экстремальных значений напряжений по
Мизесу и перемещений в окрестности патологичес$
кого образования (R =  60 мм; hк = 3 мм; hж = 15 мм;
hм = 5 мм; hф = 1 мм; dп = 10 мм; tб = 20 мм; hб = 5
мм; Eб = 0,8 МПа; Eк = 25 МПа; Eж = 103 Па;
Eм = 0,5 МПа; Eф = 3 МПа ; коэффициенты Пуас$
сона материала биологических структур νб = 0,4)
при изменении величин модуля нормальной упру$
гости белой линии и растягивающих мышечных
усилий на развитие грыжи. Из полученных зави$
симостей видно, что при увеличении модуля нор$
мальной упругости белой линии в 2 раза значения
напряжений и перемещений увеличиваются в 1,5

tб
4

5
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2

3

6

а) б)

в)

� Рис. 2. Моделирование и исследование развития патологического образования в белой линии живота: а –
строение передней брюшной стенки (ОИ – область исследования); б – расчетная схема (1 – кожа;
2 – мышцы; 3 – брюшина; 4 – патологическое отверстие; 5 – белая линия живота; 6 – предбрюшин�
но�жировая клетчатка; 7 – подкожно�жировая клетчатка; R – радиус рассматриваемой области;
tб – ширина белой линии); в – конечно�элементная модель
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раза. Подобные вычисления, учитывающие инди$
видуальные особенности пациента (геометричес$
кие параметры и механические свойства биологи$
ческих структур) позволяют прогнозировать ха$
рактер развития конкретного патологического об$
разования.

Число пациентов с ущемленными грыжами до$
стигает 15–18% от общего количества грыжено$
сителей. Послеоперационная летальность при
этом неотложном состоянии составляет 3–8%,
а для больных старше 60 лет она возрастает до 16–
20% [1, 2]. В дополнение к схематизации, приня$
той для расчетной схемы, отражающей раскрытие

грыжи (см. рис. 2, б), для исследования критичес$
кого состояния при ущемлении грыжи (рис. 3, а)
введены следующие допущения: 1) купол грыжи –
эллипсоид с полуосями а и b; 2) толщина стенки
грыжевого мешка hг, высота Hг (рис. 3, б). Разби$
ение проводилось на 50 тыс. конечных элементов.

Построены зависимости экстремальных значе$
ний напряжений по Мизесу и перемещений в окре$
стности ущемляемой грыжи при а = 20 мм; b = 40
мм; hг = 5 мм; Hг = 80 мм. Из полученных резуль$
татов видно, что при увеличении модуля нормаль$
ной упругости белой линии в 2 раза значения на$
пряжений и перемещений уменьшаются на 10%.

a

b

1
2
3
4

1
2 3

4 Hг

hк

hж

hф

hм

� Рис. 3. Исследование состояния грыжи белой линии живота: а – схема грыжи живота; (1 – грыжевое содер�
жимое; 2 – наружные грыжевые оболочки: кожа, подкожно�жировая клетчатка, фасция; 3 – грыже�
вый мешок; 4 – грыжевые ворота; 5 – мышцы); б – расчетная схема; в – конечно�элементная модель
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� Рис. 4. Герниопластика с натяжением: а – местными тканями; б – местными тканями с применением
сетчатого имплантата; в, г – расчетные схемы (1 – кожа; 2 – подкожно�жировая клетчатка; 3 –
мышцы; 4 – шов белой линии; 5 – апоневротические футляры мышц; 6 – брюшина; 7 – швы сетчато�
го имплантата; 8 – сетчатый имплантат); д, е –  конечноэлементные модели
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ний биологических структур для этих методов
(рис. 5, а–г).

В дополнение к ранее рассмотренным расчет$
ным схемам (см. рис. 2, 3) введены следующие до$
пущения: 1) материалы шва и сетчатого синтети$
ческого имплантата – изотропные и однородные с
конструктивными модулями нормальной упруго$
сти соответственно Еш = 1,6 МПА; Еи = 1 МПа;
2) коэффициенты Пуассона материала шва и син$
тетического имплантата соответственно νш = 0,4;
νи = 0,35; 3) толщина и ширина прямоугольной
сетки соответственно hс = 2 мм; bс = 10 мм; ширина
шва bш = 10 мм; 4) усилие натяжения трансплан$
тата pат =  5·105 Па.

а) б)

в) г)

� Рис. 5. Эпюры напряжений (а, б) и перемещений (в, г) в биологических структурах при герниопластике с
натяжением тканей (а, в) и при герниопластике с натяжением тканей при дополнительном уси�
лении синтетическим протезом (б, г)

Все методы хирургического лечения грыж могут
быть разделены на два типа. При операциях первого
типа соединение тканей происходит с их натяжени$
ем –стягиванием краев отверстия; при втором типе
операций натяжение тканей отсутствует – отверстие
закрывают имплантатом сверху или снизу. Разра$
ботано несколько методов герниопластики с натя$
жением тканей и множество модификаций этих ме$
тодов. Пластика сопровождается довольно значи$
тельным натяжением сшитых тканей. В дальней$
шем это может привести к растяжению рубцовой
ткани и образованию рецидива грыжи.

Приведены схемы герниопластик с натяжени$
ем (рис. 4, а–е) и эпюры напряжений и перемеще$
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Зависимости экстремальных значений напряже$
ний и перемещений в корригируемых биологических
структурах белой линии живота от модуля нормаль$
ной упругости шва, построенные для двух методов
пластики (рис. 6), наглядно иллюстрируют значи$
тельное снижение напряженно$деформированного
состояния в области шва при пластике с использо$
ванием сетчатого синтетического имплантата.

Следовательно, проведение герниопластики с
применением сетчатых синтетических импланта$
тов снижает не только травматичность операции,
но и вероятность возникновения рецидива, тем
самым повышая ее надежность.

� Рис. 6. Зависимости экстремальных значений напряжений σ (а, в, д) и перемещений u (б, г, е) в коррегируе�
мых биологических структурах белой линии живота от модуля нормальной упругости шва Еш
для двух методов пластики при заданных мышечных усилиях (а–г – – при р = 5·104 Па;

– при р = 5·105 Па; – при р = 105 Па) и сравнение этих методов пластики при р = 5·105 Па
(д, е –  – встык;  – onlay)

σ, МПа

σ, МПа

σ, МПа

u · 10–3, м

u · 10–3, м

u · 10–3, м

а) б)

в) г)

е)
д)
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ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ ИДЕНТИФИКАЦИЯ
ЭЛЕКТРОХИМИЧЕСКОГО ПРОЦЕССА
НА ОСНОВЕ ГЕНЕТИЧЕСКИХ АЛГОРИТМОВ

А. М. Мендельсон,А. М. Мендельсон,А. М. Мендельсон,А. М. Мендельсон,А. М. Мендельсон,
аспирант
Е. Н. БендерскаяЕ. Н. БендерскаяЕ. Н. БендерскаяЕ. Н. БендерскаяЕ. Н. Бендерская,
канд. техн. наук
Санкт�Петербургский государственный политехнический университет
Р. А. ТР. А. ТР. А. ТР. А. ТР. А. Тенноенноенноенноенно,
доктор техн. наук
Хельсинкский технологический университет

Рассматривается задача идентификации параметров двухсторонней модели электрохимиче�
ского процесса. Использован подход, основанный на оценке параметров линеаризованной моде�
ли с последующим пересчетом линейных параметров в нелинейные. Для учета нелинейных огра�
ничений при оценивании предлагается использовать генетические алгоритмы.

The problem of identifying the parameters of an electrochemical process is considered. The solution
is based on genetic optimisation of linear coefficients subject to nonlinear constraints and recalculation
of linear parameters to nonlinear parameters. The simulation results show the advantages of this
method.

Введение

В задаче электроосаждения методом химичес$
кого восстановления модель процесса [1], состоя$
щего из четырех реакций, задается в виде

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

4 4 4 4 4 4

1
1 01

1
2 02

1
3 03

1
4 04

,

a a

a a

a a

a a

k U k U

k U k U

k U k U

k U k U

i i e e

i i e e

i i e e

i i e e

α Φ− − −α Φ−

α Φ− − −α Φ−

α Φ− − −α Φ−

α Φ− − −α Φ−

⎧ ⎡ ⎤= −⎪ ⎣ ⎦
⎪ ⎡ ⎤= −⎪⎪ ⎣ ⎦
⎨

⎡ ⎤⎪ = −⎣ ⎦⎪
⎪ ⎡ ⎤= −⎪ ⎣ ⎦⎩

(1)

где , 1, 4ji j = – токи, соответствующие каждой ре$
акции; 0 , 1, 4ji j = – плотности токов, соответству$
ющие каждой реакции; , 1, 4jk j = – известные элек$
трохимические константы; , 1, 4aj jα = – коэффи$
циенты наклона, соответствующие каждой реак$
ции; , 1, 4jU j = – электродные потенциалы реак$
ций; Ф – смешанный потенциал.

Математическая модель (1) основана на урав$
нении электрохимической кинетики Батлера–
Фольмера [2]. Электродные потенциалы опреде$
ляются на основе уравнений Нернста [2, 3]. Зна$
чения токов и электродных потенциалов пред$
полагаются наблюдаемыми. Цель идентифика$
ции – определение плотностей токов и коэффи$
циентов наклона. При наличии соответствую$
щих измерений смешанного потенциала данная
задача может быть решена обычным нелинейным
методом наименьших квадратов [4]. К сожале$
нию, практически такие измерения являются
достаточно неточными и дорогостоящими. По$
этому актуальной является разработка алгорит$
ма идентификации неизвестных параметров мо$
дели (1) при наличии, максимум, знаний о диа$
пазоне изменения смешанного потенциала.

Линеаризация модели

Для идентификации будем использовать под$
ход, основанный на сведении исходной задачи к
задаче квадратичного программирования [5].
Введем следующее обозначение:

, 1, 4.j jU jη = Φ − =
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Разложение в ряд Тейлора каждого уравне$
ния модели (1) ведет к следующей линейной за$
висимости токов реакций от потенциалов:

( ) ( ) ( )( )
( )

0 0 0 0 0

0

, , , 

, 1, 4.

j j j j j j j j

j j j j

i U i U i U

a b j

′Φ = Φ + Φ η − η =

= + η − η =

Линеаризованная модель процесса выглядит
следующим образом:

( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 1 1 0 1 01

2 2 2 0 2 01

3 3 3 0 3 01

4 4 4 0 4 01

.

i a b U U

i a b U U

i a b U U

i a b U U

⎧ = + Φ − Φ − −
⎪
⎪ = + Φ − Φ − −⎪
⎨

= + Φ − Φ − −⎪
⎪

= + Φ − Φ − −⎪⎩

(2)

Смешанный потенциал удовлетворяет уравне$
нию консервации i1 +  i2 +  i3 +  i4 = 0. Этот факт по$
зволяет привести модель (2) к следующему виду:

1 1 21 21 31 31 41 41

2 2 12 12 32 32 42 42

3 3 13 13 23 23 44 43

4 4 14 14 24 24 34 34

,

i U U U

i U U U

i U U U

i U U U

= γ + β Δ + β Δ + β Δ⎧
⎪ = γ + β Δ + β Δ + β Δ⎪
⎨ = γ + β Δ + β Δ + β Δ⎪
⎪ = γ + β Δ + β Δ + β Δ⎩

.ij i jU U UΔ = − (3)

Параметры γi, βi системы (3) очевидным обра$
зом связаны с параметрами ai, bi системы (2).
На коэффициенты системы (3), исходя из (2), на$
кладываются следующие линейные и нелинейные
ограничения:

4

1

0, ,i ij ji
i=

γ = β = β∑  (4)

.ij kl ik jlβ β = β β  (5)

Заметим, что при отсутствии нелинейных огра$
ничений система (3) может быть идентифициро$
вана обычным методом наименьших квадратов
[5]. Линейное оценивание не позволяет учесть
нелинейные ограничения (5). В хорошо обуслов$
ленном случае и при малой ошибке линеариза$
ции это не принципиально, так как ограничения
(5) в итоге выполняются. Однако в общем слу$
чае ошибка линеаризации и ошибки измерений
могут вести к сильным разбросам параметров,
что не позволяет однозначно определить коэф$
фициенты модели (3). Для того чтобы решить
указанную проблему, далее предлагается ис$
пользовать генетические алгоритмы. Здесь же
заметим, что обратное преобразование осуществ$
ляется в два этапа. Сначала по оценкам пара$
метров γi, βi рассчитываются также линейные

параметры ai, bi. Затем преобразование линей$
ных параметров в нелинейные осуществляется с
использованием формул

( )

0

0

opt
0 0

opt

opt

,
1

, 1, 4.
1

j j

j j

j aj j j j

k
j

aj k
j j

j
j k k

b e

a k e

a
i j

e e

− η

− η

α η − η

α = −
−

= =
−

(6)

Разрешимость уравнений (6) требует знания
точки линеаризации. Для этого необходимо зна$
ние средних значений электродных потенциа$
лов, легко вычисляемых на основе измерений, и
среднего значения смешанного потенциала, пред$
полагаемого известным. Очевидно, предложен$
ный алгоритм дает адекватную параметрическую
оценку только в случае малых отклонений по$
тенциалов от точки разложения. В связи с тем,
что целью управления в задаче электроосажде$
ния [1] является поддержание постоянной тол$
щины и постоянного состава сплава, что равно$
сильно поддержке примерно постоянных токов
и смешанного потенциала, предположение о ма$
лых отклонениях является допустимым. Одна$
ко в общем случае для получения достоверных
результатов идентификации необходима предва$
рительная кластеризация данных с последую$
щим применением алгоритма для каждого клас$
тера.

Идентификация на основе генетических
алгоритмов

Необходимо определить коэффициенты модели
(3) при наличии линейных (4) и нелинейных (5)
ограничений. Целевая функция, подлежащая ми$
нимизации, имеет следующий вид:

( ) ( ){
( ) ( ) }

2 2

1 1 1 2 2 2

2 2

3 3 3 4 4 4

min

,

T T

T T

J = − + − +

+ − + −

i X i X

i X i X

θ θθ θθ θθ θ

θ θθ θθ θθ θ (7)

где X и θθθθθ – регрессоры и векторы параметров из
модели (3).

Алгоритм идентификации системы с нелиней$
ными ограничениями с использованием генети$
ческих алгоритмов состоит в следующем. Каж$
дая хромосома состоит из четырех параметров,
при этом каждый параметр, в свою очередь, ко$
дируется бинарным словом. При этом заранее
учтено, что коэффициенты могут быть только по$
ложительными, что означает отсутствие гена
знака. Возможный вариант задания хромосомы –
коэффициенты β12, β13, β14, β23. Два других пара$
метра β24, β34 могут быть получены использова$
нием нелинейных ограничений (5). Оставшиеся
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три параметра γ1, γ2, γ3 могут быть определены
стандартным методом наименьших квадратов с
линейными ограничениями [6]:

( ) ( ) ( )
11 1

constr .T T T
−− −⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎝ ⎠

X X A A X X A A bθ θ θθ θ θθ θ θθ θ θ

Полный алгоритм идентификации на основе
генетических алгоритмов следующий:

1) генерация начальной популяции;
2) вычисление функции предпочтения для каж$

дой хромосомы на основе целевой функции (7);
3) скрещивание и мутация;
4) формирование новой популяции;
5) если количество генераций больше заданно$

го или ошибка меньше порога – конец, иначе –
переход к шагу 2.

Результатом идентификации является лучшая
хромосома последней популяции.

Таким образом, при указанном определении
хромосом поиск всегда ведется в допустимой обла$
сти ограничений на параметры. По сравнению с
классическими методами оптимизации, подход на
основе генетических алгоритмов позволяет исклю$
чить такую величину, как невязка ограничений,
которая определяет, удовлетворяют ли парамет$
ры ограничениям. В рассматриваемом случае эта
невязка всегда равна нулю.

Пример идентификации

Рассмотрим электрохимический процесс из четы$
рех реакций, плотности токов и коэффициенты на$

клона которого приведены в табл. 1. Электродные
потенциалы моделировались на основе уравнений
Нернста. В генетическом алгоритме были использо$
ваны следующие параметры: количество популяций
100, размер популяции 1000, вероятность мута$
ции 0.05. Каждая переменная была закодирована
16$битным словом. Тестирование алгоритма иден$
тификации проводилось в двух режимах: в первом
случае электродные потенциалы вычислялись стро$
го по уравнениям Нернста, а во втором – для повы$
шения степени обусловленности к ним добавлялся
малый псевдослучайный сигнал. Диапазоны изме$
нения электродных потенциалов составляют [–895,
–865], [–483, –477], [–365, –333], [–288.74,
–288.73] мВ соответственно. Диапазон изменения
смешанного потенциала [–752, –728] мВ. В соот$
ветствии с этим линеаризация производилась в сле$
дующей точке: U01 = –880 мВ, U02 = –480 мВ,
U03 = –349 мВ, U04 = –288.735 мВ, Ф0 = –740 мВ.
Размерность окна данных при оценивании выбира$
лась в соответствии с теорией планирования науч$
ного эксперимента и составила 1000 измерений. Ре$
зультаты идентификации представлены в табл. 1.
На однопроцессорной ЭВМ AMD Duron 800 MHz,
512 RAM расчет с указанными выше размером по$
пуляции, количеством популяций и размером окна
данных, определяющих быстродействие генетиче$
ского алгоритма, занимает в среднем порядка 3 мин.
В табл. 2 представлены результаты идентификации
с предварительным разбиением данных на два клас$
тера. Сравнение табл. 1 и 2 показывает, что кластери$
зация улучшает качество параметрических оценок. Это
объясняется уменьшением ошибки разложения.

ыртемарапеындохсИ 01·1.5итсоннелволсубоолсиЧ 6 01·7.4итсоннелволсубоолсиЧ 4

i0 Ам, � i0 Ам, � i0 Ам, �

7.71 35.0 1.71 16.0 7.71 15.0

05.0 83.0 84.0 63.0 05.0 83.0

15.2 14.0 11.2 63.0 6.2 34.0

16.1 45.0 65.1 35.0 6.1 45.0

� Таблица 1. Результаты идентификации по полному набору данных

� Таблица 2. Результаты идентификации по двум кластерам

ретсалкйывреП ретсалкйоротВ

i0 Ам, � i0 Ам, �

7.71 35.0 7.71 35.0

05.0 83.0 05.0 83.0

05.2 14.0 05.2 14.0

16.1 45.0 16.1 45.0
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линеаризации с использованием генетических
алгоритмов. Основными преимуществами алго$
ритма являются простота и однозначность по$
лучения оценок даже в плохообусловленном
случае.

Заключение

В работе был предложен алгоритм идентифи$
кации нелинейных параметров двухсторонней
модели электрохимического процесса на основе
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Московский авиационный институт
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Международная конференция «Авиация и кос$

монавтика»   проводится ежегодно. В 2005 году
конференция проходила в рамках совместных ме$
роприятий с авиасалоном МАКС$2005. В конфе$
ренции участвовало более 200 российских и зару$
бежных предприятий, организаций и институтов.
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ных средств и их менеджмент
Исследование и разработка университетских

нано$ и пико$спутников Земли
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ственной и зарубежной авиации и космонавтики
Компьютерные и информационные технологии
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Конкурентоспособность российских фирм
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ки
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и автоматизации РАН (СПИИРАН)

Цель конференции
Обсуждение проблем и достижений в области

естественного взаимодействия человека с компь$
ютером

Направления работы конференции
Многомодальный анализ и синтез
Распознавание и понимание речи
Обработка естественного языка
Цифровая обработка сигналов
Идентификация диктора и языка
Синтез речи
Восприятие речи и нарушения в речи
Ресурсы языка и речи
Прикладные системы для человеко$машинно$

го взаимодействия и др.

Контрольные сроки
Заявка на специальную сессию до 1 февраля

2006
Представление текста доклада до 1 марта 2006

Подтверждение принятия текста до 31 марта
2006

Ранняя регистрация 15 апреля 2006

Культурная программа конференции
В этот раз конференция проводится в Санкт$

Петербурге во время белых ночей, когда город осо$
бенно привлекателен. Летом круглосуточно орга$
низуются водные экскурсии по каналам и рекам
города. Вы сможете наблюдать разведенные мос$
ты через Неву и дворцы в ночном освещении, а днем
побывать в янтарной комнате Царского села и по$
любоваться фонтанами в Петродворце.

Дополнительная информация
Организационный Комитет SPECOM$2006,

СПИИРАН, Санкт$Петербург, 14 линия 39,
199178

Тел.: +7 (812) 328 70 81
Факс: + 7(812) 3284450
E$mail: specom@iias.spb.su
Web: http://www.specom.nw.ru
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УДК 681.516.7.015

Оптимальное правило остановки наблюдений –
способ достижения наивысшей вероятности обна$
ружения сигналов

Розов А. К., Сырцeв А. Н., Кузина Н. В. Инфор$
мационно$управляющие системы, 2006. № 2.
С. 2–7.

Излагается процедура применения оптималь$
ного правила остановки наблюдений для достиже$
ния наивысшей вероятности обнаружения слабых
сигналов.

Список лит.: 3 назв.

УДК 004.415.2.032.24

Формализм для описания программных систем
и вычислительных процессов циклической парал$
лельной обработки данных реального времени

Стручков И. В., Ицыксон В. М. Информацион$
но$управляющие системы, 2006. № 2. С. 8–13.

Рассматриваются вопросы формализованного
описания программных систем и вычислительных
процессов циклической параллельной обработки
данных реального времени для специализирован$
ных информационно$вычислительных комплек$
сов. Для указанного класса систем предлагается
новый способ формализованного описания – граф
генераторов и преобразователей данных, который
может использоваться для выделения функцио$
нальных модулей$задач, имитационного модели$
рования, статического и динамического распреде$
ления задач по процессорам в многопроцессорной
системе.

Список лит.: 5 назв.

УДК 65.012.122

Субоптимальный алгоритм построения распи$
саний для иерархических вычислительных систем

Колесов Н. В., Толмачева М. В. Информацион$
но$управляющие системы, 2006. № 2. С. 14–20.

Рассматривается субоптимальный алгоритм
составления расписаний в иерархических вычис$
лительных системах, практически не требующий
перебора вариантов. Приводятся результаты ис$
следований его эффективности на основе случай$
ного генерирования примеров.

Список лит.: 4 назв.

UDK 681.516.7.015

An optimal rule for stopping the observations in order
to maximize the probability of detecting the signals

Rozov A. K., Syrtsev A. N., Kuzina N. V.  IUS, 2006.
N 2. P. 2–7.

We discuss an optimal rule of stopping the
observations to reach the maximal probability of
finding weak signals.

Refs: 3 titles.

UDK 004.415.2.032.24

A formal approach to description of cyclic real$
time parallel computational processes and software
systems

Struchkov I. V., Itsykson V. M. IUS, 2006. N 2.
P. 8–13.

The article addresses a formal description of cyclic
real$time parallel computational processes and
corresponding software systems for specialized
computing complexes. A new formal approach for
describing the specified class of systems is introduced:
the data generator$transformer graph. This graph
can be utilized for the decomposition of task modules,
simulation, static and dynamic task mapping in a
multiprocessor system.

Refs: 5 titles.

UDK 65.012.122

A suboptimal scheduling algorithm for
hierarchical commuting systems

Kolesov N. V., Tolmacheva M. V. IUS, 2006. N 2.
P. 14–20.

We propose a suboptimal scheduling algorithm for
hierarchical computing systems which requires almost
no case study of schedule versions. It is based on
several optimal no$case$study scheduling algorithms.
Each of the algorithms is intended for its own, rather
narrow basic class of systems.

Refs: 4 titles.
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УДК 681.324:681.3.001.57

Виртуальные машины и сети
Гордеев А. В. Информационно$управляющие

системы, 2006. № 2. С. 21–26.
В статье кратко описываются наиболее распро$

страненные средства моделирования персональ$
ных компьютеров и локальных сетей на их осно$
ве, известные как виртуальные машины. В резуль$
тате сравнительного анализа средств моделирова$
ния излагаются основные их возможности, досто$
инства и недостатки. Приведены примеры исполь$
зования виртуальных машин и сетей как в учеб$
ном процессе, так и в реальной практике построе$
ния вычислительных сетей.

Список лит.: 2 назв.

УДК 621.391

Использование адресов абонентов для разреше$
ния конфликтов в канале с шумом

Марковский С. Г., Тюрликов А. М. Информаци$
онно$управляющие системы, 2006. № 2. С. 27–
37.

Рассматриваются алгоритмы случайного множе$
ственного доступа, использующие адреса абонентов
для разрешения конфликтов в системе с конечным
числом абонентов. Показывается, что при опреде$
ленной модификации данные алгоритмы работоспо$
собны в канале с шумом, приводящим к возникно$
вению ложных конфликтов. Приведена методика
определения скорости и средней задержки передачи
сообщения в канале с ложными конфликтами.

Список лит.: 9 назв.

УДК 519.872

Полный расчет системы обслуживания с рас$
пределениями Кокса

Рыжиков Ю. И. Информационно$управляющие
системы, 2006. № 2. С. 38–46.

Разработан алгоритм полного расчета стацио$
нарных характеристик системы обслуживания
вида C2/C2/n: стационарного распределения чис$
ла заявок, их распределения перед прибытием оче$
редной заявки, моментов распределения интерва$
лов между обслуженными заявками. Обсуждают$
ся частные случаи и обобщения. Рассмотрены осо$
бенности программной реализации алгоритма,
приведены результаты тестирования. Алгоритм
предлагается использовать при расчете сетей об$
служивания методом потокоэквивалентной деком$
позиции.

Список лит.: 7 назв.

UDK 681.324:681.3.001.57

Virtual machines and networks
Gordeev A. V. IUS, 2006. N 2. P. 21–26.
We describe most popular tools of emulations of

PCs and networks, known as virtual machines. There
are very few publications on this topic in Russian. As
a result of comparison of virtual machines, the author
talks about their basic features, advantages and
disadvantages. The article narrates about examples
of using virtual PCs and virtual networks both in the
educational aspect and in the case of real$life
networks.

Refs: 2 titles.

UDK 621.391

Using the adresses of subscribers for collision
resolution in a channel with noise

Markovski S. G., Tyurlikov A. M. IUS, 2006. N 2.
P. 27–37.

The paper considers random multiple access
algorithms that use subscribers addresses for
collisions resolution in finite system. With some
modifications, these algorithms are able to work in
the channel with noise, false collisions appearing. A
method of algorithm rate and average delay definition
in the channel with false collision is presented.

Refs: 9 titles.

UDK 519.872

A complete calculation of the service system with
Coxian distribution

Ryzhikov Yu. I. IUS, 2006. N 2. P. 38–46.
An algorithm is proposed to compute the

characteristics of the system C2/C2/n. This
algorithm computes the stationary distribution of the
number of demands, its distribution before arriving,
and the moments of interdeparting intervals.
Particular cases and generalizations, programming
realization and testing results are discussed. The
algorithm is planned to be used in the flow$equivalent
network analysis.

Refs: 7 titles.
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УДК 007: 57 + 007:573

Информационное обеспечение исследований и
коррекций в герниологии

Бегун П. И., Лазарев С. М., Лебедева Е. А. Ин$
формационно$управляющие системы, 2006. № 2.
С. 47–52.

Построены расчетные схемы и компьютерные
модели для вычисления напряжений и перемеще$
ний в герниосистемах. Проведены исследования
зависимости напряжений и перемещений при раз$
витии патологического образования в белой ли$
нии живота, при ущемлении грыжевых ворот и
после проведения операции.

Список лит.: 4 назв.

УДК 681.513:541.13

Параметрическая идентификация электрохи$
мического процесса на основе генетических алго$
ритмов

Мендельсон А. М., Бендерская Е. Н., Тенно Р. А.
Информационно$управляющие системы, 2006.
№ 2. С. 53–56.

Рассматривается задача идентификации пара$
метров двухсторонней модели электрохимическо$
го процесса. Использован подход, основанный на
оценке параметров линеаризованной модели с пос$
ледующим пересчетом линейных параметров в не$
линейные. Для учета нелинейных ограничений
при оценивании предлагается использовать гене$
тические алгоритмы.

Список лит.: 6 назв.

UDK 007: 57 + 007:573

Algorithms and software for research in
herniology

Begun P. I., Lazarev S. M., Lebedeva E. A. IUS, 2006.
N 2. P. 47–52.

Theoretical schemes and computer$based models
of calculation of the voltage and displacements in
herniasystems are constructed. The dependence of
voltage and displacement are studied during the
development of pathological forming in the white line
of a stomach and the infringement of the hernial gate.

Refs: 4 titles.

UDK 681.513:541.13

Genetic based identification of electochemical pro$
cesses

Mendelsson A. M., Benderskaya E. N., Tenno R. A. IUS,
2006. N 2. P. 53–56.

The problem of identifying the parameters of an
electrochemical process is considered. The solution is
based on genetic optimisation of linear coefficients
subject to nonlinear constraints and recalculation of
linear parameters to nonlinear parameters. The
simulation results show the advantages of this
method.

Refs: 6 titles.




