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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

УДК 519.614 
doi:10.31799/1684-8853-2021-4-2-17 

Алгоритмы конечных полей и групп поиска 
ортогональных последовательностей
Н. А. Балонина, доктор техн. наук, профессор, orcid.org/0000-0001-7338-4920, korbendfs@mail.ru
А. М. Сергеевa, канд. техн. наук, доцент, orcid.org//0000-0002-4788-9869
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aСанкт-Петербургский государственный университет аэрокосмического приборостроения, 
Б. Морская ул., 67, Санкт-Петербург, 190000, РФ 

Введение: матрицы Адамара, состоящие из элементов 1 и –1, представляют собой идеальный объект для наглядно-
го приложения конечномерной математики, оперирующей конечным числом адресов элементов –1. Системы нотаций 
методов абстрактной алгебры, в отличие от устоявшейся матричной алгебры, интенсивно менялись и, к тому же, не были 
повсеместно распространены, вызывая потребность пересмотреть и систематизировать накопленный опыт. Цель: опи-
сать набор алгоритмов конечных полей и групп в единых обозначениях для облегчения восприятия обширного матери-
ала, способствующего нахождению ортогональных и субортогональных последовательностей. Результаты: предложены 
формулы расчетов малоизвестных алгоритмов (и их версий) Скарпи, Зингера, Секереша, Гетхальса — Зейделя, Нобору 
Ито, а также полиномиальные уравнения, используемые для доказательства теорем существования конечномерных ре-
шений. Устранен существенный недостаток информации как в отечественной литературе (большинство затрагиваемых 
вопросов освещается у нас впервые), так и зарубежной систематизацией обширных знаний. Практическая значимость: 
ортогональные последовательности и методы их эффективного нахождения теорией конечных полей и групп имеют 
непосредственное практическое значение для задач помехоустойчивого кодирования, сжатия и маскирования видео-
информации.

Ключевые слова — матрицы Адамара, ортогональные матрицы, конечномерная математика, поля Галуа, конечные 
группы, алгоритм Скарпи, подход Зингера, метод Секереша, алгоритм Гетхальса — Зейделя, подход Нобору Ито.
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Введение

Теория ортогональных матриц Адамара с дву-
мя значениями элементов (уровней) 1 и –1 зако-
номерно относится к сфере привлечения теории 
конечных полей и групп, органично учитываю-
щих фиксированные размеры матриц и их бло-
ков. В циклических структурах положение отри-
цательных элементов этих матриц связано с ха-
рактеристиками конечных полей — символами 
Лежандра и Якоби. Тем не менее, несмотря на эти 
знания, теория малоуровневых матриц далека от 
завершения. 

Такие матрицы, как правило, имеют не один, 
а несколько характерных для них орнаментов 
(узоров) — взаимных расположений элементов 
с положительными и отрицательными знаками 
на «портретах» матриц. В зависимости от вида 
орнамента должен меняться алгоритм их нахож-
дения. Однако многоклеточный, трехблочный и 
двухблочный орнаменты с одной или двумя кай-
мами имеют существенно различающиеся между 
собой фиксированные размеры.

В научной литературе по данной тематике на-
блюдается дефицит информации относительно 

вариативного употребления конечномерной ма-
тематики. Если размер блока может убывать и не 
только на единицу, возникает неопределенность: 
какой вид индикаторов положения отрицатель-
ного элемента в орнаменте матрицы применять. 
Использовать символы Лежандра повсеместно 
становится невозможно. Это обстоятельство ред-
ко или вовсе не учитывается в существующих на-
учных работах. Более того, оно является причи-
ной сегодняшних научных исследований. 

Ортогональные матрицы нашли множество 
применений в современной технике, поэтому во-
прос, как их найти, включая высокие порядки и 
вариации орнаментов, важен. Вместе с тем соот-
ветствующую классификацию того, что происхо-
дит при изменении размеров блоков, никто в об-
щей совокупности возникающих при этом задач 
не проводил. Еще один факт заключается в том, 
что сама по себе наука о конечных объектах не 
является чем-то вполне законченным. За столе-
тие сам ее язык меняется, меняются обозначения, 
причем настолько, что прежде полученное знание 
снова утрачивается ввиду малочисленности статей 
и малопонятного, не закрепившегося на практике 
специфического языка описания алгоритмов. 
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

Языки науки естественно повторяют путь 
древнегреческого, латинского и прочих языков, 
со временем отмирая и выходя из употребления. 
Работая со статьей, нам пришлось переписать и 
перевести на современный более понятный язык 
забытые ныне алгоритмы или алгоритмы, кото-
рые не известны в нашей стране и описаны в ред-
ких статьях за рубежом. Таковы, например, ори-
гинальные алгоритмы Н. Ито, описанные весьма 
кратко, а также алгоритмы, сложившиеся под 
влиянием продуктивной группы математиков, 
близких к П. Эрдешу, таких как Д. Секереш, 
Дж. Себерри, Д. Джокович и др. 

Описание нами орнаментов матриц в их тесной 
связи с положениями точек Гаусса на квадратич-
ных поверхностях закономерно подводит к этапу, 
когда обобщенных параметров орнаментов (ко-
ординат целочисленных точек) становится мало. 
Нам нужен сам орнамент, а чтобы его найти, при-
ходится выполнить большую и напряженную ра-
боту по сбору необходимой информации. 

В такой совокупности настоящая статья бу-
дет нова и для российской, и для зарубежной 
аудитории. В ней ставится цель привести общие 
универсальные знания об орнаментах и симме-
триях, а также свойствах чисел и числовых по-
следовательностей как порядках матриц, иллю-
стрируемые портретами ортогональных матриц. 
Часть приводимых алгоритмов при этом имеет 
значение для пограничных областей математи-
ки, далеко выходящих за пределы потребностей 
построения ортогональных базисов. 

Введение в конечные поля и группы

Абстрактную систему элементов (матриц, век-
торов, полиномов) вместе с четырьмя операция-
ми называют полем. Убрав умножение и деление, 
получаем кольцо. Оставив одну операцию умно-
жения, получим группу, что не мешает размы-
вать свойства этой составной операции, делая ее 
похожей на сложение [1–5]. 

Поля с конечным числом элементов — поля 
Галуа (Galois fields) обозначают как GF(q), где 
q — простое число p или его степень. Числа 0, 1, 
2, …, p – 1 с операциями, выполняемыми по моду-
лю p, дают пример простого поля GF(p). Таблицы 
сложения и умножения в поле отличаются от 
привычных лишь тем, что содержат остатки от 
деления на p, поэтому элементы поля принято на-
зывать вычетами. 

Если вычет образован квадратом некоторого 
числа поля, он называется квадратичным вы-
четом, в противном случае — невычетом. Роль 
корней квадратных в конечномерной математике 
выполняют инволюции — элементы, квадрат ко-
торых равен единичному элементу. 

Пример 1. Наименьшее число элементов, об-
разующих поле, равно двум. Такое поле GF(2) 
содержит два опорных элемента: A 0 относи-
тельно операции сложения и B 1 относитель-
но операции умножения. Их можно записывать 
конкретно как 0 и 1 или абстрактно как A и B 
и исследовать таблицы на предмет соблюдения, 
для операций с ними, всех правил арифметики 
(рис. 1). 

Пример 2. Попытка построить поле GF(22) 
GF(4) из A 0, B 1, C 2, D 3, дает расши-
ренные таблицы (рис. 2). На них видно, что в цен-
тре таблицы умножения появился нулевой эле-
мент A, и в этой строке сдвоились СB CD B, 
B — единица поля. Выходит, что на роль обратно-
го к C элемента претендуют два кандидата: B и D.

Первая из таблиц, согласно классификации 
1884 г., носит название четверной группы Клейна 
и обозначается как V4. Чтобы отремонтировать 
вторую, в качестве элементов конечных полей 
GF(pm) рассматриваются полиномы или векторы 
их коэффициентов размера m. Полиномы удобны 
тем, что, задав всего одно дополнительное поли-
номиальное уравнение, формирующее поле, с его 
помощью можно убрать последствия повышения 
степени при произведениях, сумма таких хлопот 
не вызывает. 

Поле GF(p2) связано по количеству востребо-
ванных коэффициентов с линейными функци-
ями a + bx или векторами (a, b) с параметрами, 
определенными в поле GF(p). Произведение та-
кого сорта элементов неприятно лишь в связи 
с появлением полинома второй степени: от x2 

  Рис. 1. Таблицы сложения и умножения в GF(2)

  Fig. 1. Addition and multiplication tables in GF(2)

 A B

A A A

B A B

+ A B

A A B

B B A

+ A B C D

A B C D

B B A D C

C C D A B

D D C B A

 A B C D

A A A A A

B A B C D

C A B A B

D A D C B

  Рис. 2. Таблицы с дефектом умножения по месту 
A 0

  Fig. 2. Tables with multiplication defect by location 
A 0
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несложно избавиться, выразив через степени 
меньшего порядка. Образуемый переносом всех 
членов этого уравнения влево полином не должен 
разлагаться на произведение полиномов первого 
порядка, поэтому его называют неприводимым. 
Этих сведений достаточно, чтобы конструировать 
конечные поля. 

Механическая интерпретация циклической 
группы известна по устройству часов, напомина-
ющих расположением отметок времени другую 
распространенную конструкцию — позиции на 
комплексной плоскости корней из единицы: ре-
шений gn 1 (рис. 3). 

Другой популярный источник полей и 
групп — матрицы — появился, потому что в ка-
честве элементов можно брать члены прогрес-
сии — показательной функции 1, g, g2, … , gn–1, 
где g — примитивный элемент (генератор). 

Заметим, что операция умножения матриц со-
ставная, для получения элементов произведения 
работает конвейер из цепочек умножений и сло-
жений, применяемых к элементам сомножите-
лей. В теории циклических групп, оперирующей 
набором элементов с единственной операцией, 
обозначаемой знаком умножения «», разрешено 
и вовсе не строить цепочек, подменяя операцию 
умножения сложением порядковых номеров a, 
b элементов, так как gagb ga+b, различие этих 
двух операций относительное. Очевидно, что по-
рядок циклической группы может быть любым, 
четным или нечетным. Это выгодно отличает 
группу от конечного поля, размеры которого ли-
митированы возможностями полиномиальной 
арифметики. Кажется, что для построения ци-
клических групп нет препятствий. Однако это 
не так. Недостаток слишком просто устроенных 
групп прямо вытекает из их достоинства — про-
стоты, которая не позволяет моделировать с их 
помощью более сложно устроенные математиче-
ские объекты. 

Сложнее устроена мультипликативная груп-
па GF(q)*, построенная усечением количества 

элементов конечного поля GF(q), где q — простое 
число p или его степень, выбрасыванием ненуж-
ного группе 0. Соответственно, размер такой ци-
клической группы не может быть любым, она 
обременена выброшенным сложением (а также 
вычитанием и делением). К мультипликативным 
группам примыкают по смыслу близкие к ним 
группы порядков n ptu, где множитель u взаим-
но прост с p, а p — простое число. Для абелевых 
групп (произведение коммутативно) принято вы-
делять и использовать в доказательствах теорем 
циклические p-подгруппы Силова размера pt.

Тактика использования конечных полей 
и групп

В настоящее время теория групп кажет-
ся точной солидной наукой. Обилие книг. 
Некоторая торжественность и чопорность из-
ложения. Однако есть одно смущающее обстоя-
тельство. В теории принято одним и тем же сим-
волом обозначать очень разные вещи, если эти 
вещи считаются отражениями одного объекта. 
Например, элемент группы может быть номером 
элемента или матрицей, выбирай, что хочешь, 
обозначаем g. 

Смысл конкретного наполнения элемента 
в теории групп и полей зависит от характера его 
употребления. Более щадят читателя разнесен-
ные обозначения для индексов и матриц, но тогда 
его голову начинает сушить введенное в оборот 
большое количество символов, смысл которых не 
успевает закрепиться в сознании. Подчеркнем, 
что двусмысленность является рабочим методом 
решения задач, поскольку, следуя иному содер-
жанию термина, мы иначе организуем вычис-
ление, и это неожиданно может дать новое ре-
шение задачи, обладающее новыми свойствами. 
Отстригать такую приятную неожиданность — 
действовать против себя. 

Например, в алгоритме Скарпи вычисления 
матриц Адамара [6, 7] фигурируют произведение 
и сумма индексов строк. Можно к двум приба-
вить три и получить пять. Но можно действовать 
иначе! Можно 2-й элемент поля сложить с 3-м 
элементом поля, получить элемент суммы, у него 
есть номер, и этот номер вовсе не обязан быть 5-м. 
В сложных полях это будет иной номер. Алгоритм 
Скарпи, разработанный его автором для простых 
полей [8], «неожиданно» даст верный результат, 
матрицу Адамара, если в более общем случае мы 
изменим ход вычислений. Что подсказало такой 
прием? Этот ход вычислений подсказала принци-
пиальная двойственность обозначений. 

Не только смысл элементов двойственен. 
Смысл функции тоже может переключаться в за-
висимости от характера ее употребления. Ведь 

  Рис. 3. Расположение корней из 1 

  Fig. 3. Root location from 1
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уже в алгоритме Скарпи мы имеем два итога вычислений, ход вычислений зависит от обрабатываемого 
материала. 

Учитывая тезис о соответствии элементов группы символам или порядковым номерам 0, 1, 2, … в таб-
лице умножения, сводящейся к таблице сложения показателей степеней, при таком подходе приходит-
ся перешагивать через привычку аннулировать произвольный элемент умножением на единичный эле-
мент, обозначаемый, в том числе, и 0. 

С обозначениями в аддитивной по своему характеру арифметике, занятой умножениями, возникает 
сложность восприятия ввиду замены вычитания делением или умножением на обратный элемент. Так что 
с ab–1 вы освоитесь заметно быстрее, если будете иметь в виду, что это вполне знакомое вам a – b. В старых 
примерах таким (разностью) и бывшее, а потом переписанное в иных терминах в новые времена. 

Разумеется, это вызывает внутренний протест, но что делать, если это так действенно и действительно 
сильно сокращает формулы. 

Все это говорит о том, что употребление теории требует у читателя, привычного к иной работе с обо-
значениями, известной доли терпения и понимания, зачем это все нужно. Ортогональные и экстремаль-
ные по детерминанту матрицы являются превосходным иллюстративным материалом для демонстра-
ции прикладной стороны абстрактной арифметики. Впрочем, всерьез делить, где здесь иллюстрация, а 
где инструмент, нет смысла, поскольку понятие ортогонального базиса первичное в математике, и речь 
идет, скорее, о тесной взаимной связи ее разделов. 

Операция умножения чисел по модулю, не равному простому числу, не дает гарантии наличия сре-
ди соответствующих цепочек элементов генератора подгрупп силовского размера, хотя кажется почти 
очевидным, что они там должны быть. Подгруппы прочих размеров можно встретить, выделить и ис-
пользовать в алгоритмах поиска матриц. Можно иначе строить подмножества, но тогда мы те подгруппы 
потеряем. 

Алгоритм Скарпи

Определение. Квадратная матрица H порядка n с элементами {1, –1} и ортогональными столбца-
ми HTH nI, где I — единичная матрица, называется матрицей Адамара [6, 7].

Ввиду наличия только двух значений элементов, порядок матриц Адамара может быть равен только 
1, 2 или 4t, где t — натуральное число. Известно, что на классе матриц с элементами, не превышающими 
по модулю 1, матрицы Адамара имеют максимальный детерминант. 

Вскоре после публикации Адамаром первых двух матриц H порядков 12 и 20, отличающихся от силь-

вестровых итераций 
 
  

H H
H H

 с началом H 1, оригинальным размещением элементов (рис. 4), появил-

ся первый и более общий метод синтеза, предложенный алгебраистом итальянского происхождения 
Умберто Скарпи [8].

Мы излагаем этот метод с использованием (введенной позднее) нормальной формы матрицы Адамара 

в виде 
T1 ,

 
   
 

e
H

e M
 где  e — вектор единичных элементов каймы, и произведения Скарпи — кронекерова 

                 

  Рис. 4. Матрицы конструкции Адамара порядков 12 и 20

  Fig. 4. Construction of Hadamard matrices of orders 12 and 20
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произведения с коррекцией знака каймы и нарастающим циклическим смещением строк основы, обозна-
чаемого как «». Тогда он описывается одной формулой (а не цепочкой преобразований)
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Формула Скарпи работает корректно, если размер блока v n – 1 представляет собой простое число, 
T — матрица циклического смещения строк M. 

В кронекеровом произведении матриц
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которым предлагал пользоваться Адамар, знаки элементов первого сомножителя влияют на всю матри-
цу второго сомножителя. Для сравнения на рис. 5 рядом приведены основа (ее называют в прикладной 

          

 Рис. 5. Основа и матрицы Адамара конструкции Скарпи порядка 56 

 Fig. 5. Basis and the Scarpy design Hadamard matrices of order 56

          

 Рис. 6. Основа М, смещенная основа и смещение в алгебре полей Галуа GF(27) 

 Fig. 6. Basis M, basis offset and offset in algebra of Galois fields GF(27) 
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литературе core, она выделена синим цветом) M 
порядка v 7 матрицы Адамара H порядка n 8, 
произведение Скарпи и типичное для оригинала 
алгоритма размещение составной каймы, на ко-
торой отражаются знаки элементов основы, что 
дает две матрицы Адамара порядка vn56.

Заметим, что в алгоритме Скарпи цикличе-
ское смещение строки k основы М на величину 
ij определяют индексы номера строки i и  столб-
ца j блока с нею, отсчитываемые от 0 — для бло-
ков каймы смещение отсутствует. 

Поправка к алгоритму формирования адреса 
смещаемой строки k + ij на случай v pk — сте-
пень простого числа, согласно концепции теории 
групп, не отражается на формуле расчета (рис. 6). 

Как видно, при произведении в сложном поле 
меняется интерпретация номеров строк и столб-
цов номерами перемножаемых и потом склады-
ваемых элементов GF(pk). Итоги смещения стро-
ки матрицы М размера v 27 обычным и моди-
фицированным алгоритмами отличаются — во 
втором случае ее адрес определяется номером 
результирующего элемента в конечном поле.

Орнаментальные инварианты 
и разности Зингера 

В алгоритме Скарпи [8] проявилась польза от 
деления матрицы на блок с каймой или блоки, 
используемые наравне с матрицами Адамара 
в операции, подобной кронекерову произведе-
нию. Моноблок М порядка v n – 1 матрицы 
с каймой можно характеризовать двумя параме-
трами: числом –1 в каждой строке k и числом –1 
в каждой паре строк . 

Эти инварианты отвечают уравнению реали-
зуемости орнамента k(k – 1) (v – 1), сводимому 
к каноническому виду x2 1, k (v – x)/2, учиты-
вая, что для ортогональных матриц  k – n/4, 
что дает параметры v 7, k 3,  1 первой ма-
трицы на рис. 5. 

Следующий пример кососимметрической ци-
клической матрицы M (во всех таких случаях 
для краткости упускают уточнение — с точно-
стью до диагонали) со строкой a [1, –1, 1, –1, 
–1, –1, 1, 1, 1, –1, 1] длины v 11 кочует из книги 
в книгу, он принадлежит Зингеру [9], заметив-
шему соответствие инвариантов k (v – x)/2 5 
и  k – n/4 2 инвариантам не связанной с ма-
трицами Адамара системы разностей чисел D, об-
разующей некоторое множество G. 

Пример 3. Возьмем из работы [10] дифференци-
альный набор k 5 чисел D {1, 3, 4, 5, 9} по mod 11. 
Он порождает (кроме 0) множество G {1, 2, …, 
10}: 1 – 3 –2 9; 1 – 4 –3 8; 1 – 5 –4 7; 
1 – 9 –8 3; 3 – 1 2; 3 – 4 –1 10; 3 – 5 
–2 9; 3 – 9 –6 5; 4 – 1 3; 4 – 3 1; 

4 – 5 –1 10; 4 – 9 –5 6; 5 – 1 4; 5 – 3 2; 
5 – 4 1; 9 – 1 8; 9 – 3 6 5; 9 – 4 5; 9 – 5 
4. Число совпадений разностей  2.

Учитывая кососимметрию M, из нее можно 
построить матрицу Адамара добавлением кай-
мы из 1 ее первого столбца и –1 (над блоком) ее 
первой строки. Заметим, что параметры набора 
D в точности совпадают с адресами –1 последова-
тельности a.

Тем самым Зингер ввел в обиход дифференци-
альные наборы чисел, дав старт новому направ-
лению исследования матриц Адамара при помо-
щи групп, которыми такого сорта разности мож-
но описать (напомним, что умножение в группе 
весьма условно), не опираясь на ресурсы поля. 
В своем решении он не избавился от перебора, по-
скольку метода формирования дифференциаль-
ного набора он не предложил. Очевидно, что его 
подход игнорирует некоторую дополнительную 
информацию, которую несет в себе удачный для 
синтеза матриц Адамара выбор группы. 

Потребность в полях или группах может ис-
чезнуть совсем при симметрировании и переста-
новке порядка сомножителей с разницей их по-
рядков, не большей 4. Соответствующая модифи-
кация алгоритма Скарпи [8] рассмотрена в рабо-
те [11]. Хороший вопрос, можно ли естественный 
для конечномерной математики ход вычислений, 
предопределенный изначально двусмысленно-
стью записей абстрактной арифметики, считать 
обобщением, неведомым такому специалисту по 
теории чисел, как Скарпи? Скорее всего, Скарпи 
знал о таком продолжении. Тем более спустя 
тридцать лет об этом знал Пэли [12]. Пэли заме-
тил, что комбинаторные алгоритмы, закрывая 
новые и новые порядки, кратные 4, фрагментар-
но пересекаются и никогда не закрывают область 
в целом. 

Что свидетельствует о неограниченных спо-
собностях квадратичной задачи к усложнению. 
Похоже, решения в принципе нельзя охватить 
единой формулой или комбинаторным алгорит-
мом, хотя такие матрицы, безусловно, суще-
ствуют вне исследованной зоны и, подчеркнем, 
поддаются изучению методами, связанными 
с максимумом детерминанта адамаровых матриц 
[13–15]. Теперь нам становится интересен при-
мер, в котором блок или блоки ортогональной ма-
трицы синтезируются на основе хотя бы мульти-
пликативных групп GF(q)*. 

Алгоритм Секереша

В отличие от Скарпи и Зингера, Дьердь Секе-
реш занялся алгоритмами поиска матриц Адамара 
спустя более половины столетия [16, 17]. Он ру-
ководствовался инвариантами канонического 
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уравнения x2 + y2 2, k1 (v – x)/2, k2 (v – y)/2, 
  k 1  +  k 2  –  n/4    (v  –  2 (x  +  y)  +  1)/2 , 
n 2v + 2, где v — размер блока бициклической 

основы (бицикла) T T

 
   

A B

B A
 матрицы Адамара 

с парной каймой. 
В таком случае размер порождающего муль-

типликативную группу GF(q)* поля q v соот-
носим с размерами клетки или всей матрицы за 
вычетом 1. Базовая идея первого алгоритма со-
стоит в том, чтобы разделить элементы четной по 
размерам циклической группы на четыре части, 
сформировав из них два множества X и Y, пере-
секающиеся наполовину (рис. 7). 

Синтез множеств происходит в два этапа. 
Сначала синтезируются общие части X и Y в виде 
последовательности g4k длиною (q – 1)/4, где g — 
примитивный элемент группы. Умножив после-
довательность на g и на g3, получим g4k+1 и g4k+3, 
образующие два расходящихся между собой и 
дистанцирующихся от начала набора элементов 
для X и Y. Верхние части образуемой вилки мож-
но поменять местами, но в таком случае нижнюю 
часть (ручку вилки) надо заменить оставшейся 
1/4 элементов группы. 

Теперь обратим внимание, что каждый эле-
мент блока А или B описывается разностью его 
индексов, что касается первых строк, то это по-
просту индекс элемента без смещения. Разность 
индексов (i – j) элемента блока — целое число, 
не имеющее прямого отношения к элементам 
мультипликативной группы. Но здесь начинает 
работать магия теоретико-группового подхода, 
не запрещающая считать его номером элемента 
группы. Если выбранный элемент группы при-
надлежит набору X (или Y), то блок А (или B) 
имеет вместе с заданными координатами значе-
ние –1. Идея Секереша в обращении со степенями 
изящна, она имеет ясный и понятный смысл в со-
вокупности с простотой реализации.

Для циклических блоков достаточно посчи-
тать элементы первых строк блоков и получить 
из них смещением кососимметричный бицикл 

Адамара с парной каймой. Если группа слож-
ная GF(qm)*, то и орнамент блоков A и B сложен, 
но матрица остается строго кососимметричной 
(рис. 8). К сожалению, именно поэтому она су-
ществует не всегда. Строгая структуризация 
приводит к появлению «дыр» в порядках ма-
триц: алгоритм позволяет находить матрицы 
порядков n 4(4t – 1). 

Если q n – 1 — простое число или степень 
простого числа, то в GF(q)* генерируется под-
группа X gk размера v. Элементы –1 последова-
тельностей a и b отвечают пересечениям с X не 
пересекающихся между собой множеств e + X
и e X, где e — единичный элемент группы. 
Порядок одной из приведенных на рис. 9 матриц 
равен 28, но он отвечает сложной группе (узор ма-
трицы не усложняется). Как видно, эти решения 
отличаются типом симметрии синтезируемых 
матриц. Перестановкой блоков их можно сделать 
как симметричными, так и кососимметричными 
(см. рис. 9).

Очевидно, Секереш развил идею Зингера по-
строением разностных семейств в ином, отлич-
ном от него, направлении. Это уже полноценные 
алгоритмы синтеза матриц Адамара, использую-
щие четный размер мультипликативных групп 
для деления элементов на непересекающиеся под-
множества. Поскольку размер группы совпадает 
здесь с удвоенным размером блока, очевидно, что 

   

 Рис. 8. Матрицы Секереша порядков 28 и 256

 Fig. 8. Seceresch matrices of orders 28 and 256

 Рис. 7. Схема алгоритма Секереша

 Fig. 7. Seckeresh algorithm diagram

 Рис. 9. Матрицы Секереша порядков 20 и 28

 Fig. 9. Seceresch matrices of orders 20 and 28 
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основой построения является циклическая под-
группа, что объясняет относительно простой вид 
матрицы Адамара порядка 28 (27 — степень про-
стого числа). 

Алгоритмы Гетхальса — Зейделя

Переход математики от римского представ-
ления чисел к десятичной позиционной системе 
счисления дал преимущество — алгоритмы рас-
чета стали короче. Усложнение конструкции чис-
ла облегчает вычисления. То же самое произо-
шло при расширении поля вещественных чисел 
полем комплексных чисел — формулы для вы-
числения корней полиномов стали проще. 

Излагаемая далее идея [18] противостоит идее 
Секереша: давайте не сокращать, а, наоборот, уве-
личивать размер поля GF(q2), где q n – 1,  n — по-
рядок матрицы Адамара. На рис. 10 слева при-
ведена форма представления конечной модели 
комплексных чисел, отображаемых кубиками пе-
сочно-желтого цвета, стартовый ряд состоит из на-
чальных q элементов. При этом форму представле-
ния можно менять (представление модели справа). 

Прогрессия gk масштабируется умножением 
на gv. Песочно-желтые элементы X {gv, gv+1, 
gv+2, ..., g2v–1} операция сложения  Y X + Xq  
проецирует в более ограниченную область — ко-
нечную модель вещественных чисел, отображае-
мых на рис. 10 элементами красного цвета. 

Что касается генерации квадратичных выче-
тов, то красные элементы на рис. 10 нам нужно 
рассортировать (элементы со значениями 1 и –1) 
по факту совпадения их с квадратичными вы-
четами и невычетами. Для этого используем эле-
мент  gn, чьи четные степени будем интерпре-
тировать как вычеты (зеленый цвет на рис. 10), а 
нечетные — как невычеты (синий цвет). 

В силу расширения пространства группы ква-
драты элементов не реверсируются в ограничен-
ную область, например, вычислениями по моду-
лю q (размер поля вырос до q2) и образуют семей-
ство четных членов данной прогрессии.

В итоге получаем алгоритм, который завер-
шается вычислением первой половины строки 
матрицы, стартовый элемент — нулевой. Вторая 
половина, ввиду симметрии, восстанавливается 
выписыванием элементов в реверсном порядке, 
игнорируя стартовый, при этом у негацикличе-
ских матриц знак каждого второго элемента 
инвертируется. У конференц-матриц вся хвосто-
вая часть еще раз инвертируется. Разделением 
четных и нечетных строк и столбцов матрица 
приводится к кососимметрическому виду с дву-
мя блоками A и B, с исправлением диагонали в 1 
(рис. 11). 

Заметим, что во всех таких случаях мы все-
гда применяем один и тот же прием — вычисля-
ем прогрессию. У негациклического блока стро-
ки получаются смещением с размещением слева 
вытесняемых элементов справа, но с инверсией 
знака. Отчетливо выраженных орнаментальных 
инвариантов такая матрица не имеет, с чем свя-
зана, возможно, продуктивность этого подхода. 

Для четных порядков матриц, кратных 2, но 
не делящихся на 4, метод ведет к так называе-
мым конференц-матрицам, когда компенсиро-
вать нуль на диагонали не получается по сооб-
ражениям совместности. После инвертирования 
знаков четных строк и столбцов блоков A и B они 
становятся циклическими симметричными и ко-
сосимметричными блоками. Дополнительно ци-
клическое смещение второго блока на половину 
его размера решает проблему обеспечения блоч-
ной симметрии, характерной для этих бициклов. 

В результате получается много ортогональных 
матриц двухблочной конструкции, что позволяет 
отнести этот метод едва ли не к основным и посту-
лировать, что если поля нет, то соответствующим 
образом устроенная матрица Адамара все равно 
существует, теряя, разве что, вид симметрии. 

  Рис. 10. Формы представления конечной модели 
комплексных чисел

  Fig. 10. Representation forms of the complex num-
bers finite model 

   

  Рис. 11. Негациклическая матрица и негацикличе-
ский бицикл

  Fig. 11. Negacyclic matrix and negacyclic bicycle
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При работе предлагаемого алгоритма в сложных 
полях меняется логика размещения расчетных 
элементов (рис. 12), но не тип матрицы, как это 
было с алгоритмами Секереша. 

Заметим, что нам здесь пришлось воспользо-
ваться двумя операциями поля, поскольку про-
ецирование осуществляется сложением. 

Алгоритмы Нобору Ито

Ито начал работать в рассматриваемой тема-
тике в 1993 г. [19, 20] с примера тетраэдральной 
группы G {X, Y}, построенной с помощью трех 
генераторов a, b и c (бывает и такое). Первую 
ее половину составляет X {e, a, b, ab, c, ac, bc,
abc, c2, ac2, bc2, abc2}, вторую Y Xe*. Здесь e — 
единичный элемент, e* a2 b2 — инволюция. 
Это близко идее Секереша в алгоритме, исполь-
зующем для селекции знаков пару множеств 
(рис. 13).

Цель Ито состоит в том, чтобы ясно показать, 
что ортогональная матрица Адамара отвечает 
симметриям, описываемым группой тетраэдра 
(рис. 14). Чтобы убедиться, что это именно груп-
па, необходимо сконструировать умножением по 
модулю 11 все n 12 ее элементов, опираясь на 
следующее матричное представление a, b и c:

0 10
1 0

;
 

  
 

A
1 3
3 10

;
 

  
 

B
4 7
8 6

,
 

  
 

C

и проверить свойства c3 e, b–1ab ae*, c–1ac b, 
c–1bc ab, обеспечивающие основное качество 
группы: нет такого сочетания элементов, которое 
не сводилось бы к элементам группы G. В каче-
стве e берется единичная матрица I, e* a4 b2 —
инволюция здесь и далее (n – 2)I.

D {e*, ae*, be*, abe*, c, ace*, bce*, abc, c2e*, 
ac2, bc2e*, abc2e*} задает первую строку косо-
симметричной матрицы Адамара тем, что эле-
менты, входящие в первую половину группы, 
генерируют 1 и –1, если во вторую. Заметим, 
что если не учитывать элемент e*, она повто-
ряет порядок следования элементов группы. 

Остальные строки определяются последова-
тельными произведениями D на элементы g 
первой половины группы. Перед синтезом эле-
менты Dg тоже переставляются в соответствии 
с порядком их следования в группе. Если от-
казаться от перестановки, элементы –1 строки 
кососимметрической матрицы определяются 
вхождением Y Xe* в Dg, поскольку Y содер-
жит нужный порядок.

Следующий пример разнообразит ассоциатив-
ный ряд фигура-матрица группой октаэдра (рис. 15) 
с D {e*, ae*, a2e*, a3e*, b, abe*, a2b, a3be*, c, ac, 
a2ce*, a3ce*, bc, abce*, a2bc, a3bce*, c–1e*, ac–1, a2c–1e*, 
a3c–1, bc–1e*, abc–1e*, a2bc–1e*, a3bc–1}. 

 Рис. 13. Схема алгоритма Нобору Ито

 Fig. 13. Noboru Ito algorithm diagram

 Рис. 12. Представление модели при работе в слож-
ных полях

 Fig. 12. Model representation when working in com-
plex fields

   

 Рис. 15. Октаэдр и матрица Адамара с его симме-
триями

 Fig. 15. Octahedron and Hadamard matrix with its 
symmetries

    

 Рис. 14. Тетраэдр и матрица Адамара с его симме-
триями

 Fig. 14. Tetrahedron and Hadamard matrix with its 
symmetries
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Остается сконструировать умножением по мо-
дулю 23 все n 24 элемента, опираясь на следую-
щее матричное представление a, b, c и c–1:

7 19
4 11

;
 

  
 

A
10 9
22 13

;
 

  
 

B

18 11
19 4

;
 

  
 

C 1 4 12
4 18

,  
  
 

C

и проверить свойства c3 e, b–1ab a3e*, c–1a2c b, 
c–1bc a2be* и (ab)–1c2b c–1, обеспечивающие ка-
чество сочетания элементов быть группой. 

Ито построил пример с группой икосаэдра 
(рис. 16).

Остается сконструировать умножением по мо-
дулю 59 все n 60 элементов, опираясь на следу-
ющее матричное представление a, b, c и d:

6 8
47 53

;
 

  
 

A
17 51
51 42

;
 

  
 

B

51 9
33 7

;
 

  
 

C
46 3
56 46

,
 

  
 

D

и проверить свойства c3 e, d5e, (da)3 e*, 
d2a cde*, обеспечивающие качество сочетания 
элементов быть группой, инволюция e* a4 b2, 
D {e*, a, be*, abe*, c, ac, bc, abc, c2e*, ac2, bc2, abc2,
d, ad, bd, abd, cde*, acde*, bcd, abcd, c2d, ac2de*,
bc2de*, abc2d, d2e*, ad2e*, bd2e*, abd2, cd2, acd2e*, 
bcd2e*, abcd2e*, c2d2, ac2d2e*, bc2d2e*, abc2d2e*, d3,
ad3, bd3e*, abd3, cd3, acd3e*, bcd3, abcd3e*, c2d3e*,
ac2d3, bc2d3, abc2d3, d4e*, ad4, bd4e*, abd4, cd4e*,
acd4e*, bcd3, abcd4e*, c2d4e*, ac2d4e*, bc2d4, abc2d4}. 

Для нахождения обратной матрицы применя-
ется обычный алгоритм инверсии матрицы, опи-
санный еще Гауссом, но в конечном поле заданного 
модулем размера. Этот небольшой, но яркий набор 
примеров показывает богатство групп и возмож-
ных ассоциаций с ними. В нем отчетливо видны 
особенности идеи, к которой Ито позднее пришел, 

подыскивая универсальную группу на роль тако-
го описания: минимальная конструкция должна 
обходиться двумя генераторами, причем для ор-
тогональных матриц характерна дихотомия в раз-
делении элементов группы на равные по размерам 
подмножества, что может быть использовано как 
признак ортогональности. 

Дициклическая группа G {e, a, a2, …, a2v–1 , 
b, ab, a2b, …, a2v–1b}, образованная двумя генера-
торами a и b, годится на роль такого посредни-
ка. Ее элементы имеют вид akbm, и эта конструк-
ция получена сращиванием пары циклических 
групп. Конечной ее делают соглашения: a2v b, 
a4v e, bab–1 a–1. Элемент e* b2 a2v обладает 
свойством (e*)2 e, это единственная централь-
ная (перестановочная с любым элементом) инво-
люция группы (у вещественных чисел это корень 
квадратный).

Трансверсалью D группы G по отношению 
к <e*> (единичному элементу и инволюции) на-
зывается такая половина ее элементов, что {D, 
De*} содержит все элементы группы, половинки 
не пересекаются. Если есть трансверсаль такая, 
что множества D и Dg наполовину пересекаются 
для любого элемента группы g, не совпадающего 
с <e*>, то такой набор называется адамаровым
(рис. 17). 

На рис. 17 зелеными и красными модулями 
представлено размещение элементов трансверса-
ли на парной подложке группы согласно их по-
рядковым номерам. Высокие детали изображе-
ния показывают размещение элементов Dg. 

Алгоритм Ито вычисления бинегацикличе-
ской матрицы Адамара состоит в формирова-
нии половины элементов циклической группы 
a* двух наборов a*, ba* в связанных с ними по-
следовательностях, формирующих бинегаци-
клическую матрицу Адамара, изображенную на 
рис. 11. Значения 1 или –1 обозначают пересече-
ние их элементов с элементами трансверсали. Все 
познается в сравнении: после громоздких постро-
ений, описанных ранее, дициклическая группа 
в модели Ито уже не кажется сложной.

Теоретико-групповой подход 

После 70-х годов XX века комбинаторная тео-
рия начала испытывать недостаток новых общих 
идей, способствующих ее развитию. Одна из та-

    

 Рис. 16. Икосаэдр и матрица Адамара с его симме-
триями

 Fig. 16. Icosahedron and Hadamard matrix with its 
symmetries

 Рис. 17. Трансверсали D и Dg
 Fig. 17. Transversals D и Dg
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ких идей состояла в том, чтобы «увидеть» матри-
цу Адамара прямо в таблице, но не в таблице ин-
цидентности графа, а, например, в «таблице ум-
ножения» GG группы, благодаря некоторому 
преобразованию. Так появились коциклические 
матрицы [21], которые разберем на основе часто 
приводимого примера. 

Допустим, для синтеза матриц Адамара мы 
решили обойтись одной таблицей четверной груп-
пы Клейна V4. Теперь рассмотрим выражение

: GG  <1>

и поясним, что если G V4, операция «» — это 
привычное сложение, а преобразование  перево-
дит элементы таблицы в числа 1 и –1, содержа-
щиеся в сэте <1>, по следующему правилу:

(A) (B) 1, (C) –1, (D) 1.

Легко проверить, что получающаяся таким 
образом из таблицы матрица H будет удовлетво-
рять уравнению HTH nI, т. е. будет матрицей 
Адамара, представленной на рис. 18.

В случае матриц порядка 4 элементарными 
преобразованиями (перестановкой первых двух 
строк вниз) матрица H сводится к циклической 
форме, в которой ее чаще всего изображают. В це-
лом это направление скорее иллюстративное, чем 
практическое. Дальнейшее развитие этой идеи 
потребовало разбирательства в том, каким урав-
нениям должна удовлетворять вспомогательная 
функция . 

Уже с появлением матриц у операций сложе-
ния и умножения появилась двойная нагруз-
ка. С одной стороны, обе эти операции активно 
используются для манипуляций с элементами 
матрицы, позволяя сконструировать операцию 
умножения матриц. С другой стороны, есть сло-
жение и умножение матриц, обозначаемое теми 
же символами и с теми же (если исключить ком-
мутативность умножения) правилами употребле-
ния. 

С тех пор нагрузка на смысловое содержание 
операций только растет. 

Теперь, внимание, к этой операции умноже-
ния вида «», реализованной внутренним сло-
жением, можно добавить внешнее сложение 
g2 + g3, порождая операцию группового кольца. 
Эти два типа сложения сосуществуют и вместе 
образуют то, что мы привыкли организовывать 
иным путем. Из школьного курса известна реа-
лизация операции умножения из ранее опреде-
ленного сложения, но здесь сложение появля-
ется после того, как мы определились с тем, что 
будем понимать под умножением. 

Полиномиальные уравнения орнаментов

Разность пары элементов a – b в абстрактной 
алгебре интерпретируют как операцию, противо-
положную операции «» группы. Соответственно, 
ее обозначают не так, как выше, а делением или 
умножением на обратный элемент ab–1 (right 
quotient). Столь замысловатое обозначение мож-
но было бы отнести к причудам абстрактной те-
ории и не обращать на нее внимание, не получи 
она в настоящее время широкое распространение 
в литературе по ортогональным матрицам [22, 
23]. 

Парадокс в том, что теперь этой операции «» 
недостаточно. К циклической группе элементов 
G {1, g, g2, ...}, порожденных последовательными 
степенями примитивного элемента g, мы намере-
ны добавить формальное сложение «+», выводя-
щее на элементы группового кольца. Напомним, 
что «+» не позволяет пользоваться термином груп-
па, у группы нет «суммы» ее элементов, кроме то-
го, этот знак, как и у матриц, соотносим с надстра-
иваемым сверху групповым кольцом. 

Переход на новый понятийный уровень по-
зволяет элегантно записать условие Зингера 
для моноблока М порядка v n – 1 матрицы 

T1 
   
 

e
H

e M
 с каймой в виде одного уравнения

 DD(–1) k –  + G  (1)

и впредь оперировать уравнениями такого вида, 
связывающими количество –1 в каждой строке k 
и количество значений –1 в каждой паре строк  
с деталями орнамента матрицы. Для ортогональ-
ных матриц  k – n/4, так что может фигуриро-
вать просто n/4. 

Пример 4. В самом деле, обращаясь к рас-
смотренному в примере 1 дифференциальному 
набору D {1, 3, 4, 5, 9}, без угрозы путаницы 
обозначений запишем его как элемент группово-
го кольца D g + g3 + g4 + g5 + g9. Произведение 

+  A  B  C  D

A  1  1 –1  1

B  1  1  1 –1

C –1  1  1  1

D  1 –1  1  1

  Рис. 18. Коциклическая матрица Адамара 

  Fig. 18. Cocyclic Hadamard matrix
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с D(–1) g–1 + g–3 + g–4 + g–5 + g–9 порождает все 
описанные ранее разности показателей степеней 
по модулю v 11. Одинаковые разности встре-
чаются  2 раза, порождая G в (1) за вычетом 
не встречаемых комбинаций самого первого ее 
элемента g0 1 (вычитаем ). Кроме того, из-за k 
вычитаний у степеней g и g–1, g3 и g–3 и т. п. на-
берется-таки k 5 элементов g0, которые также 
учтены полиномиальной формулой. 

Помимо модели (1) с ее детальным описанием 
узора D, есть модель попроще в виде условия ре-
ализуемости узора (орнамента) k(k – 1) (v – 1), 
которое можно переписать в каноническом виде 
как

 x2 1, k (v – x)/2.  (2)

Это условие действительно дает параметры 
в приведенном примере с v 11, k 5,  2. 

Правило, по которому детальная модель, на-
пример матрица, переходит к более простому ее 
описанию, например детерминанту матрицы, на-
зывается гомоморфизмом, причем алгоритм вы-
числения детерминанта фигурирует как описа-
ние этого соответствия. В отличие от изоморфиз-
ма, описывающего взаимно-однозначную связь 
моделей одной сложности, матрицу можно из-
менить так, чтобы детерминант ее не изменился. 
Обратное неверно, изменение детерминанта одно-
значно связано с тем, что изменилась матрица. То 
есть гомоморфизм — это путь от сложной модели 
к простой.

Для перехода от модели (1) к модели (2) по-
строим нужный нам гомоморфизм, именуя его 
для простоты характеристикой D такой, что 
x (D) (D(–1)) — разность между числом не-
четных и четных степеней, так что (G) 0. 
Благодаря этому можно записать почти нужное 
нам уравнение вида x2 n/4. Замена переменных 
nx 4x порождает уравнение x2 1, описываю-
щее решения в форме корней из единицы. 

При рассмотрении матриц Адамара 

T T

 
    

A B
H

B A
 порядка n 2v полиномиальные 

уравнения, которые дублируют более простые 
квадратичные уравнения связи орнаментальных 
инвариантов, получили дополнительную рабо-
ту. Условие реализуемости узора с параметрами 
v/2 k1 + k2 –  такой матрицы имеет малое раз-
личие с (1) 

 D0D0
(–1) + D1D1

(–1)k1+ k2 –  + G  (3)

для ортогональных матриц с  k1 + k2 – n/4, 
где v — размер блока основы, так что в правой 
части может фигурировать просто n/4 в сумме 
с G. 

Пример 5. Для матрицы Адамара порядка 16: 
v 8, k1 2, k2 4,  2, D0 {1, 7}, D1 {2, 3, 
5, 6}, группа G размера v содержит все числа 
от 0 до v – 1 7. Плечи матрицы описывают-
ся тут двумя элементами группового кольца 
D0 g1 + g7, D1 g2 + g3 + g5 + g6, произведения 
D0D0

(–1) (g1 + g7)(g–1 + g–7) 2 + g–6 + g6 2 +
+ g2 + g6, D1D1

(–1) (g2 + g3 + g5 + g6)(g–2 + g–3 + 
+ g–5 + g–6) 4 + 2g1 + g2 + 2g3 + 2g4 + 2g5 + g6 + 
+ 2g7. Их сумма равна элементу G 1 + g + g2 + 
+ g3 + g5 + g6 + g7, умноженному на  2, за вы-
четом  (при 1), тогда как первые члены 2 и 4 про-
изведений дадут значение k1 + k2 6. 

При сравнении полиномов мы сравниваем по-
казатели степеней и коэффициенты полиномов 
отдельно, так что запись совокупности элементов 
группы 1, g, g2, ... в виде одного элемента груп-
пового кольца 1 + g + g2 + ... открывает возмож-
ность одним уравнением описать цепочку ра-
венств. Как и в матричной алгебре, мы сокраща-
ем количество уравнений. Теперь поясним, зачем 
все это нужно. 

Пойдем проторенным путем, учтя, что, поми-
мо модели (3) с ее детальным описанием узора, 
есть модель проще в виде уравнения реализуемо-
сти орнамента, которое можно переписать в кано-
ническом виде уравнения окружности 

 x2 + y2 n, k1 (v – x)/2, k2 (v – y)/2,  (4)

причем для перехода от модели (1) к модели (2) 
годится построенный ранее нами гомоморфизм 
в форме характеристики, примененной к двум 
полиномиальным плечам x (D0) (D0

(–1)), 
y  (D1) (D1

(–1)), выражающей разности меж-
ду числом нечетных и четных степеней в поли-
номах, так что (G) 0. На первом этапе полу-
чим уравнение окружности меньшего радиуса 
x2 + y2 n/4, которое переходит в нужное нам 
удваиванием квадрата радиуса, так что x 2x, 
y 2y . 

В частности, для указанного выше примера 
x (D0) 2, y  (D1) 0, так что алгоритм ра-
ботает: x2 + y2 16. 

Причина, по которой с этим формализмом 
пришлось подробнее разбираться, состоит в том, 
что нам хотелось бы, чтобы блоки A и B были ци-
клическими, ввиду чего уравнение (4) становится 
необходимым, но не достаточным условием су-
ществования бицикла. Иными словами, помимо 
этого уравнения должно возникнуть дополни-
тельное, ограничивающее область определения. 

Это сужение того, из чего делается выбор пе-
ременных, описывающих точки Гаусса (точки 
с целыми координатами x, y) на окружности, ли-
митирующей количества элементов со значени-
ем –1 в каждой строке двух блоков бицикла k1 
(v – x)/2, k2 (v – y)/2, а оно не может быть 
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дробным, и доопределяет задачу так, как нам 
хотелось бы ее доопределить. Предварительно из-
вестно, что согласно так называемой рождествен-
ской теореме Ферма целое число вида n 4t + 1 
всегда разложимо на сумму двух квадратов: 5 
1 + 22, 9 0 + 33 и т. д., и целое число вида 
4t + 3 неразложимо: 3, 7, 11, … . 

Соответственно, если порядок бицикла n име-
ет делители последнего вида (или их нечетные 
степени), то уравнение окружности с точками 
Гаусса на них составить невозможно. Сомнение 
в возможности существования бицикла возника-
ет при наличии делителей в виде четных степеней 
простых чисел вида p 3 (mod 4). Во всех осталь-
ных случаях решение определенно существует. 
Вспомогательное уравнение x2 + y2 v/2 требует, 
кстати, чтобы каждое слагаемое в нем было либо 0, 
либо разностью двух квадратов. Например, для 
случаев v/2 9 0 + 9 0 + (25 – 16), v/2 18 
9 + 9 и т. п. Остается вспомнить, что абе-
лева группа G размера p2tu имеет силовскую 
p-подгруппу P, и нас интересует случай, когда эта 
подгруппа циклична. Тогда цепочка проецирова-
ний, гомоморфизмов, описанных выше, удлиня-
ется на одно звено от исходных полиномов D0, D1 
уравнения (3) к новым полиномам C0, C1 задачи, 
в которой вследствие первого сжатия размера по-
являются отличные от единичных коэффициен-
ты при слагаемых группового кольца. Например, 
С(G), равные uP, удовлетворяющие уравнению

С(D0)С(D0)(–1) + С(D1)С(D1)(–1) 

 k1 + k2 –  + uP  (5)

и далее привычным x (С0), y  (С1) в первом 
уравнении из (4). В работе [23], где проложен 
этот путь, уравнение записывается в максималь-
но общей форме с комплексными переменными. 
Обычно чем менее мы сужаем решение задачи, 
тем проще добраться до сколь-нибудь вразуми-
тельного ответа. Прием погружения аргументов 
в комплексное пространство часто используется 
для упрощения вида уравнений, однако здесь это 
преимущество не ощущается. 

Поэтому читатель при желании может за-
менять в ссылках на (4) в двух следующих лем-
мах [23], имеющих в реферируемой литературе 
своих авторов, область определения аргумента 
с реальной на комплексную. Однако после та-
кой замены (если она имеет иной смысл, помимо 
усложнения, не нужного задаче) при реальной 
правой части уравнение описывает гиперсфе-
ру, а не окружность, теряя иллюстрируемость 
рис. 3, призванного отражать корни из 1. 
Возможно, этот ритуал подчеркивает, что в рабо-
тах на выяснение существования решения важен 
не столько рабочий вид гомоморфизма, сколько 

отыскиваемый признак разрешимости задачи 
с квадратичным уравнением общего вида, задан-
ным над множеством решений уравнения (5).

Лемма 1. Если правая часть уравнения окруж-
ности из (4) имеет делитель p2t, p 3 (mod 4) — 
простое число, то x и y  делятся на pt. 

Такие пересчеты масштабов координат возни-
кали у нас и ранее. Лемма доказывается от обрат-
ного. Выделим pt из x и y , элементарные правила 
арифметики позволяют вынести появившийся 
ввиду квадрирования общий множитель p2t за 
скобки, правая часть (4) тоже должна его содер-
жать. Условие реверсивно, если она его содержит, 
обратный процесс перераспределит навязывае-
мое pt по составным частям. 

Лемма 2. Пусть x и y  делятся на pt, тогда 
С0 и С1 можно описать аддитивно значениями 
ptX + YP, где множители X и Y, как это свойствен-
но элементам окружности, взяты на том же мно-
жестве всех возможных решений уравнения (5). 

Доказательство приведено у Ма [24]. Этот не-
сколько искусственный прием позволяет сформу-
лировать следующую теорему. 

Теорема. Пусть v p2tu, p 3 (mod 4) — про-
стое число, p и u взаимно просты, причем 
(v/2 || p2e), т. е. v/2 содержит делитель p2e (причем 
остаток уже не делится на p), тогда уравнение 
окружности (4) разрешимо, если u  pe.

Заметим, что по условиям формирования ко-
эффициенты полиномов D0 и D1 не превосходят 1, 
их сведение к полиномам меньшей степени 
С0 С(D0) и С1 С(D1) дает весовые коэффициен-
ты при степенях 1, g, g2, ... примитивного элемен-
та, не большие u. 

Поскольку v/2 содержит делитель p2e, то, со-
гласно первой лемме, элементы С0 и С1 содер-
жат делитель с вдвое меньшим показателем pe. 
Соответственно, согласно второй лемме, их мож-
но перегруппировать к приспособленной для до-
казательства аддитивной форме С0 peX0 + Y0P, 
С1 peX1 + Y1P. Эта форма удобна тем, что, ум-
ножив обе части ее на множитель 1 – g, где g — 
примитивный элемент циклической подгруппы 
Силова P, вторым слагаемым можно пренебречь: 
P(1 – g)0. Смещение составляющих 1, g, g2, ... 
суммы умножением на примитивный элемент 
не меняет подгруппы. Отсюда имеем С0(1 – g) 
peX0 (1 – g), С1(1 – g) peX1(1 – g). 

Поскольку коэффициенты полиномов С0 и С1 
не превышают u, то при u < pe

 правые части фор-
мул придется аннулировать выбором настраива-
емых множителей X0, X1. Тогда С0 и С1 обретают 
признаки полиномов, описывающих подгруп-
пы, так как выходит, что С0 С0g, С1 С1g. Это, 
в свою очередь, невозможно, так как окажется, 
что характеристики (С0) 0, (С1) 0, что про-
тиворечит условию, при котором точки решения 
берутся на окружности, а не в центре. Данный 



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 4, 2021 15

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

вывод дает нам в руки желаемый формализм ре-
шения задач на существование бициклов. Для 
матриц Адамара размер n 2v кратен 4, соответ-
ственно, для четного v p2tu задача неразрешима 
при u < 2p, p3 mod 4. 

Пример 6. Перейдем теперь к конкретному по-
рядку. Пусть n 2v 36, v p2tu 18, p 3, t 1, 
u 2, абелева группа G имеет p-подгруппу Силова 
размера p2 9. При u 2 < 2p 2  3 6 задача 
неразрешима, причем удвоение размера бицик-
ла до порядка 72 с u 4, как видно, тоже ничего 
не дает. Бицикл порядка 144 реализуем и найден 
путем компьютерных экспериментов [25]. 

Заключение

Теоретико-групповой подход позволяет нахо-
дить матрицы высоких порядков, опираясь на 
неявно выраженные симметрии, описываемые 
группами. Это обстоятельство позволяет строить 
вычислительные алгоритмы, отличные по эф-
фективности от переборных алгоритмов. 

Неразрешимость задачи на частном примере 
не отвергает существование матрицы Адамара. 

Матричная алгебра не располагает простыми 
средствами (пока так видится) определять, на 
каких порядках циклический орнамент блоков 
матрицы входит в противоречие с условием орто-
гональности вида ATA + BTB nI. Однако судить 
об этом позволяет теоретико-групповой подход. 
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Introduction: Hadamard matrices consisting of elements 1 and –1 are an ideal object for a visual application of finite dimensional 
mathematics operating with a finite number of addresses for –1 elements. The notation systems of abstract algebra methods, in contrast 
to the conventional matrix algebra, have been changing intensively, without being widely spread, leading to the necessity to revise 
and systematize the accumulated experience. Purpose: To describe the algorithms of finite fields and groups in a uniform notation in 
order to facilitate the perception of the extensive knowledge necessary for finding orthogonal and suborthogonal sequences. Results: 
Formulas have been proposed for calculating relatively unknown algorithms (or their versions) developed by Scarpis, Singer, Szekeres, 
Goethal — Seidel, and Noboru Ito, as well as polynomial equations used to prove the theorems about the existence of finite-dimensional 
solutions. This replenished the significant lack of information both in the domestic literature (most of these issues are published here 
for the first time) and abroad. Practical relevance: Orthogonal sequences and methods for their effective finding via the theory of finite 
fields and groups are of direct practical importance for noise-immune coding, compression and masking of video data.
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Introduction: The similarity search paradigm is used in various computational tasks, such as classification, data mining, 
pattern recognition, etc. Currently, the technology of tree-like metric access methods occupies a significant place among search 
algorithms. The classical problem of reducing the time of similarity search in metric space is relevant for modern systems when 
processing big complex data. Due to multidimensional nature of the search algorithm effectiveness problem, local research in 
this direction is in demand, constantly bringing useful results. Purpose: To reduce the computational complexity of tree search 
algorithms in problems involving metric proximity. Results: We developed a search algorithm for a multi-vantage-point tree, based 
on the priority node-processing queue. We mathematically formalized the problems of additional calculations and ways to solve 
them. To improve the performance of similarity search, we have proposed procedures for forming a priority queue of processing 
nodes and reducing the number of intersections of same level nodes. Structural changes in the multi-vantage-point tree and the 
use of minimum distances between vantage points and node subtrees provide better search efficiency. More accurate determi-
nation of the distance from the search object to the nodes and the fact that the search area intersects with a tree node allows you 
to reduce the amount of calculations. Practical relevance: The resulting search algorithms need less time to process information 
due to an insignificant increase in memory requirements. Reducing the information processing time expands the application 
boundaries of tree metric indexing methods in search problems involving large data sets.
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Introduction

When developing an applied analytical system 
[1] based on metric methods of artificial intelligence 
(methods of decision functions), the authors faced 
the classic problem of computational complexity. The 
task was to increase the speed of data processing by 
modifying the indexing algorithms. The emphasis is 
on modification of tree search algorithms as part of 
the task of overlapping tree nodes in order to reduce 
number of operations for calculating distances be-
tween objects. They use metric methods (K nearest 
neighbor’s method, method of standards, method of 
correction increments, and others) to solve similari-
ty search problems in practice. Distinctive features 
of these methods are: 1) any object from data set D 
is a point in space; 2) during the search, distances 
between two objects are repeatedly calculated; 3) dis-
tance processing takes place in metric space. 

Let X — an arbitrary set. The function dist is 
called a metric on the X, if for all x, y, z X the fol-
lowing conditions are satisfied: a) dist(x, y)  0 (non 
negativity); b) dist(x, у) 0, when x у (identity to 
itself); c) dist(x, y) dist(y, x) (symmetry); d) dis-
t(x, y)  dist(x, z) + dist(z, y) (triangle inequality).

The presence of the triangle inequality (fourth 
property — subparagraph d) is inherent in its met-
ric spaces. Therefore, the authors in the article did 
not consider datasets in which the triangle inequality 
does not performed. At the same time, we note that 
there is a study on the modification of the VP-tree for 
non-metric spaces using the Bregman distance, which 
does not satisfy the triangle inequality principle [2].

To find the nearest object among the set of data 
D in metric space, data indexing technology metric 
access methods (MAM) is used [3, 4]. MAM uses a 
special data structure to speed up the search for the 
nearest object in database D by reducing number of 
calculated distances.

We will highlight the following features of MAM 
technology:

1) the presence of a metric (distance function) 
for any two objects [5];

2) during the search, MAM algorithms use the 
principle of triangle inequality [6], which makes it 
possible to exclude the calculation of additional dis-
tances;

3) the computational complexity of the search 
algorithm depends significantly on the number of 
calculated distances between two objects [3].
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There are many types of MAM tree algorithms, 
including GHT [7], D-index [8], BP [9], MM-tree 
[10], Onion-Tree [11] and others. One of the first 
MAM algorithms successfully applied in practice 
was the M-Tree [12–14]. Among the disadvantages 
of M-Tree, we highlight the problem of overlapping 
tree nodes, which increases the number of distance 
calculations. An alternative approach to using van-
tage points to the M-Tree is the OMNI algorithm 
[15]. OMNI uses strategically positioned vantage 
points to increase efficiency. Another classical al-
gorithm Geometric Near Access Tree (GNAT) [16] 
suggests taking into account not only the minimum 
and maximum distances to objects, but also the dis-
tances between pairs of vantage points during the 
search. 

A characteristic feature of the M-Tree, OMNI, 
and GNAT algorithms reviewed is the problem of 
overlapping nodes of the same level with each other. 
We can highlight the following M-Tree modifica-
tions to solve this problem:

— Slim-tree [17], which reduces the number of 
intersections of nodes of the same level with each 
other by using the slim-down algorithm. The disad-
vantage of the algorithm used is the need to re-in-
sert objects;

— PM-tree [18], which combines a compact par-
tition and a set of reference points. In the PM-tree, 
one can form the areas of nodes by the intersection 
of multiple hyperspheres defined by a global set of 
vantage points.

An alternative to the M-Tree family of algo-
rithms is the VP-tree [19–21] and its modification 
with several reference points in each node — the 
multi-vantage-point (MVP) tree [22, 23]. The fea-
tures of the structures are the balance tree based on 
the median data partition and the absence of inter-
section of nodes of the same level. The development 
of VP-tree ideas is the algorithm Fixed-Queries 
Tree (FQT) [24], which suggests using a single van-
tage point for all nodes of the same level to reduce 
calculations. The absence of the problem of inter-
section of nodes of the same level has a significant 
impact on the search efficiency. Thus, research [25] 
has shown in practice that searching based on dis-
joint nodes in an MVP-tree is more efficient than in 
an M-tree.

Currently, there are theoretical studies on the 
use of VP / MVP-trees as a basic component to im-
prove the efficiency of various search methods [19, 
21, 23]. Experimental results in [26, 27] confirmed 
the competitiveness of VP / MVP-trees compared 
to other metric data indexing methods. Analysis of 
the results obtained in practice for VP / MVP-trees 
proves their efficiency in metric spaces of small, 
medium [26] and large [20] dimensions. 

Now, there is a demand in the development of 
search improvements for VP / MVP-trees, which is 

confirmed by various modern publications [20, 28]. 
Therefore, the research of reducing the number of 
calculated distances between two objects (search 
complexity) for the MVP-tree when solving prob-
lems of searching the nearest objects is relevant.

One of the ways to improve the search efficiency 
in the MVP-tree is to use a priority queue for pro-
cessing nodes. As part of the adaptation of the pri-
ority queue to the MVP-tree, the authors have de-
veloped an algorithm for determining the intersec-
tion of the search area with the subtrees of a node: 
determination of intersection based on hierarchic 
processing of nodes (DIHPN).

DIHPN algorithm

Feature considered MVP-tree is logarithmic 
nearest neighbor search complexity depending on 
the number of objects in the original data set D. 
Without loss of generality, consider and analyze a 
search algorithm for a classical MVP-tree with the 
following characteristics:

1) U2 — branching of one vantage point;
2) Y2 — number of vantage points in one node 

of the tree;
3) V{v1, v2} — set of vantage points in each 

node of the tree, where v1 — the primary point, 
v2 — secondary;

4) BUY 4 — number of children for each 
node of the tree; 

5) A{A1, A2, A3, A4} — set of subtrees in each 
node of the tree;

6) R{r1, r2, r3} — set of median distances (ra-
dii) that defines the boundaries of the four regions 
of the node: A1(v1, r1) && A1 (v2, r2), A2(v1, 
r1) && A2 (v2, r2), A3(v1, r1) && A3 (v2, r3), 
A4(v1, r1) && A4 (v2, r3), where (v, r) — hyper-
sphere centered at point v and radius r;

7) K1 — branching of each leaf;
8) P0 — number of stored distances in the 

leaves from each leaf point to the set of vantage 
points.

The research [29] have identified the following 
features of the classical algorithm for finding the 
nearest object n for the query point q in the MVP-
tree:

1. The search for the nearest object is recursive. 
During each iteration, it directly processes the data 
of only one node of the tree.

2. The node processing queue is formed based 
on the depth-first search principle. When a node 
is processed, the search area is constrained by the 
current node and all of its parent nodes. Each node 
implicitly takes into account its own set of hierar-
chical search rules.

3. Due to the architecture of building an MVP-
tree, the descendants of A1, A2, A3, and A4 with-
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in the same parent node do not intersect with each 
other.

4. Taking into account the set of hierarchical 
search rules and the architecture of building an 
MVP-tree allows you to set narrower boundaries for 
the search area.

5. The set of points D of the node Node of the tree 
TMVP is defined by the intersection of two hyper-
spheres with centers at {v1, v2} and the correspond-
ing two radii from R{r1, r2, r3} of the parent node 
Parent.

6. Within the framework of parent node Parent, 
the fourth area A4 has only minimal borders. 

7. The MVP-tree is a balanced tree.
Research [30] suggests using the priority queue 

C for processing nodes to improve efficiency of 
the classical search for the nearest object. Sorting 
nodes by increasing the distance from them to the 
query point q allows you to set the priority of pro-
cessing areas. During research, when using the 
priority queue C in the search for the closest object 
for an MVP-tree, we identified the problem of ad-
ditional computations. The emergence of additional 
calculations is due to the need to recreate the se t of 
hierarchical search rules for each node. The nodes 
extracted from the priority queue for processing 
can belong to different parts and levels of the MVP-
tree. Note that not taking into account the set of 
hierarchical search rules can lead to an increase in 
the number of overlapping nodes. Let us introduce 
the following notation and characteristics:

1) D — input set of points for indexing;
2) ND

points — number of points in a D;
3) H — number of levels in the tree;
4) W — number of nodes at all levels in the tree;
5) Lk — k-th level in the tree.
Based on the notation introduced, we estimate 

influence of the number of overlapping nodes in the 
MVP-tree on the search efficiency. In previous au-
thor’s studies [31], the following dependencies and 
estimates are given:

1) maximum estimate of the number of inter-
secting nodes NILk from the number k of the level 
Lk of the tree, when the set of hierarchical search 
rules is not taken into account:

 NIL(k)B2k,  (1)

where B = UY = 4 — number of children for each 
node in the tree;

2) based on formula (1), dependence of the total 
number of intersecting nodes NIT for the entire 
MVP-tree was calculated and presented as follows:

 NIT  BH ~ ND
points.  (2)

Studies have derived the dependence of the effi-
ciency of finding the nearest object to the point q 

with the search radius rq for tree structures MAM 
[3] :
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where r0 — radius required to cover the entire set of 
points at the root of the tree TMVP;   R — internal 
dimension of the space; fat(TMVP) — absolute fat 
factor of the tree TMVP, which characterizes the 
degree of intersection of nodes with each other; 
Nk

nodes — average number of nodes at the k-th level 
of the tree; rk

aver — average radius of the node 
coverage at the k-th level, which is calculated by the 
formula:
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The formula for calculating the parameter abso-
lute fat factor [3] is as follows: 
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where IC displays the total number of accesses to the 
tree nodes required to respond to a point request 
for each of the ND

points objects in the tree TMVP:

 IC ~ NIT.  (6)

Taking into account the architectural features 
of the MVP-tree and formula (4), we rewrite formu-
la (3) for the MVP-tree as the following dependency:

 O(NN(q, rq)) ~ fat(TMVP).  (7)

Based on the fact that the range for the absolute 
factor fat(TMVP) is [0..1] and analysis of formu-
la (5), we get the dependence:

 fat(TMVP) ~ IC ~ NIT.  (8)

From formulas (1)–(8) it follows:
1) if the set of hierarchical search rules is not 

taken into account, there is a problem of overlap-
ping nodes with each other;

2) the number of intersecting nodes within 
the entire tree depends on the number of indexed 
ND

points in D;
3) search efficiency is inversely proportional to 

the number of intersecting nodes. 
As part of solving the problem of additional 

computations, we propose to use a modification of 
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the classical algorithm of the process of determining the fact of intersection of the search area with the cur-
rent node Node. The following logical statement determines the fact that a node Node of type Type intersects 
with the search area (q, ln) based on the classical method:
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                         (9)

where l1 — distance from point q to point Node.v1; l2 — distance from point q to point Node.v2.
Additional checks for intersections of the search area with parent nodes for Node at all higher levels 

of the tree is the center of the proposed modification — the algorithm DIHPN (Fig. 1). The algorithm 
DIHPN explicitly recreates the hierarchy of search rules, which allows you to set narrower boundaries 
of nodes and avoid overlapping nodes of the same level with each other. We present a generalized depend-
ence of the number of overlapping nodes on the number of the current level k and the number of processed 
higher levels t:

            NIL(k, t)(Bk+1–t)2.                                                                                (10)

Based on formula (10), we concluded that an increase in the number of processed higher-level parents (pa-
rameter t) leads to a decrease in the number of intersecting nodes in the entire tree. In the limiting case of 
the formula (10), when the algorithm requests all the higher parents for the current node, the number of in-
tersecting nodes is equal to one (the root). Because no two nodes of the same level intersect each other due to 
the architectural. 

The disadvantage of the DIHPN algorithm is the increase in the number of calculated distances between 
two objects. Determining the distances from the query point to the vantage points of the parent nodes is 
the reason for the increase in the computational complexity of the proposed algorithm. We can solve the 
problem by storing the previously calculated results in additional memory L in order to avoid repeated cal-
culations. 

As part of improving the efficiency of the DIHPN algorithm, we need to solve several problems: 
1) the problem of effectively determining the distances from the query point q to the subtrees of node A1, 

A2, A3, A4. Note that based on the distance to the query point q, the priority of the node in queue C is calculat-
ed. To improve the efficiency of distance determination, the authors developed the algorithm: determination 
distance from request point to node area (DDRPNA);

2) the problem of increasing the efficiency of determining the fact of intersection of nodes with the search 
area [formula (1)]. Determining the fact of intersection is the basis of the procedure for adding a node to the 
priority queue C. We propose to modify the classic rules of intersection of MVP-tree regions [formula (9)] 
based on the use of minimum distances: modification of the rules for determining the intersection of nodes 
based on minimum distances (MRDINMD). 

DDRPNA algorithm

To assign priorities that are more precise to nodes in queue C based on the distance from the query point 
q to the subtrees of the MVP-tree node, we suggest to use the author’s DDRPNA algorithm. The problem ap-
pears by using only two reference points {v1, v2} for four regions. Thus, the distances can only be determined 
to areas A3 and A1/A2. The choice of a specific second area depends on which region A1 or A2 the vantage 
point v1 belongs. Enter the following notation:

1) AV1 — a region of A12A1 + A2, which belongs to the vantage point v1;
2) AV2 — the area of A12 that does not contain the reference point v1, i. e. AV2A12 ÇAV1.
To determine the distance from the query point q to the subtree Area of the node Node, the authors propose 

to use the following algorithm:
1) if the subtree Area is an area Node.AV1 and an internal node of the tree: 
— determine the distance l1.1 from the query point q to the primary vantage point of the node Node.v1;
— set the desired distance l1 as the distance l1.1; 
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 Fig. 1. Flow chart of DIHPN algorithm
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 Fig. 2. Flow chart of DDRPNA algorithm
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2) if the subtree Area is an area Node.AV2 and an internal node of the tree: 
— determine the distance l2.1 from the query point q to the primary vantage point of the node Node.v1;
— calculate the distance l2.2 from the query point q to the secondary vantage point of the node Area.v2;
— select the minimum value among (l2.1, l2.2) as the desired distance l2;
3) if the subtree Area is an area Node.A3 and an internal node of the tree:
— determine the distance l3.1 from the query point q to the primary vantage point of the node Node.v2;
— set the desired distance l3 as the distance l3.1; 
4) if the subtree Area is an area Node.A4 and an internal node of the tree:
— determine the distance l4.1 from the query point q to the primary vantage point of the node Area.v1;
— calculate the distance l4.2 from the query point q to the secondary vantage point of the node Area.v2;
— select the minimum value among (l4.1, l4.2) as the desired distance l4;
5) if the subtree Area is a leaf of the tree:
— select a random point d from the Area;
— set the value of the desired distance as the distance from the query point q to the point d.
To increase the efficiency of the algorithm, we propose to additionally calculate and use the minimum dis-

tances between the vantage points {v1, v2} and the subtrees of the node. Denote by ri, j the minimum distance 
between the i-th vantage point and the j-th area {AV1, AV2, A3, A4} of the current tree node. Then, for the 
regions AV1, AV2, A3 and A4, it is possible to determine more precise distances to the query point q:

1) for AV1, find the minimum among (l1, l3 + r2.1);
2) for AV2, find the minimum among (l2, l1 + r1.2, l3 + r2.2);
3) for A3, find the minimum among (l3, l1 + r1.3);
4) for A4, find the minimum among (l4, l1 + r1.4, l3 + r2.4).
We have implemented the proposed ideas in the DDRPNA algorithm (Fig. 2). The architectural changes 

associated with the DDRPNA algorithm in the MVP-tree (Y*B8 minimum distances at each node) increase 
the amount of memory for storing the indexing tree.

Modification of the node intersection rules MRDINMD

Another problem of the DIHPN algorithm is the problem of efficiently determining the intersection of the 
search area with the subtrees of the current node. The less intersections of the search area with the nodes of 
the MVP-tree, the higher the search efficiency. This problem can be solved by using the previously introduced 
minimum distances ri, j.

Studies [32] proposed a method to improve the efficiency of determining the intersection of the search area 
and nodes for a PM-tree. The features of the proposed method are: 

1) using both minimum and maximum distances from vantage points to areas of the current node;
2) set of vantage points is global and common to all nodes of the tree.
The method proposed in [32] for determining the intersection of the search area and tree nodes by the au-

thors is adapted for the MVP-tree.
The features of the adaptation are:
1) the use of only a set of minimum distances from the vantage points to the areas of the tree node;
2) using local vantage points for each node of the tree instead of a set of global control points.
The modification of the classical MVP-tree area intersection rules [formula (9)] based on the minimum 

distances MRDINMD is represented as 
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         (11)

The developed modification MRDINMD by the authors replaces the classic rules of intersection of areas for 
MVP-tree in search algorithms and DIHPN (see Fig. 1). 

The methods obtained during the research for reducing the number of calculated distances to improve 
the search efficiency in the MVP-tree have a theoretical basis [formulas (10) and (11)]. Thus, the purpose of 
the authors’ practical research is to evaluate and analyze the performance gain of the modified search in the 
MVP-tree compared to the classical one, depending on the dimension of the space and the number of objects 
in the data.
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Experiments

We have carried out an experimental evaluation 
of the efficiency of the proposed algorithms in the 
context of the nearest neighbor search problem. 
During the experiments, we tested: 1) algorithm 
DIHPN; 2) combination of DIHPN and DDRPAN; 
3) combination of DIHPN + DDRPNA + MRDINMD 
algorithms. 

Computer characteristics as a part of experi-
ments: 64-bit Windows 7 operating system, Intel 
i5-2500K processor, 16 GB RAM. We wrote the pro-
gram in Java and compiled it using the NetBeans 
IDE. We use the following MVP-tree parameters: 
1) U2; 2) Y2; 3) B4; 4) K1; 5) P0;

Four data sets were selected as experimental da-
ta from repository ANN-Benchmarks [33]: 1) Last.
fm (65 number of attributes); 2) SIFT (128 number 
of attributes); 3) MNIST (784 number of attributes); 
4) GIST (960 number of attributes). Note that we 
have divided each dataset into two data categories: 
a set of SQ queries to find the nearest neighbor and 
the original set of objects.

Within the experiment, the MVP-tree has the 
following features: 1) we use the Euclidean distance 
as the distance metric; 2) we normalized each di-
mension of the data sets in the range [0, 1]; 3) we use 
a random selection heuristic to select the vantage 
points. We repeated each experiment 3 times, after 
which we averaged the results.

A measure of the computational complexity of 
the tested algorithm is the absolute number of op-
erations (NumberDistances) for calculating the dis-
tances between two points during a search for a SQ 
set. To simplify understanding, all the results of 
the tested algorithms were normalized relative to 
the basic search algorithm. Based on the stated goal 
of the research, we have chosen the classical search 
algorithm MVP-tree [29] as the basic algorithm for 
comparison. We calculate the effectiveness of the 
proposed algorithms using the formula:

EffALG (NumberDistancesALG / 

 NumberDistancesMVP)  100%,  (12)

where EffALG — the efficiency of the tested 
algorithm ALG; NumberDistancesALG — the 
number of operations for calculating the distances 
between two points during the search for the SQ set 
of the algorithm ALG; NumberDistancesMVP — the 
number of calculated distances between two points 
for the set SQ using the classical search algorithm 
MVP-tree. 

Thus, we obtained all the results of the work 
based on measuring and normalizing the absolute 
number of calculated distances between two ob-
jects (NumberDistances). Therefore, the evaluation 
of the efficiency of the tested algorithms does not 

depend on the programming language, the develop-
ment environment and technical characteristics of 
computing resources. 

We used the following data set parameters for 
the experiment: 1) the original set of 60 000 ob-
jects, the number of attributes in the object is 65, 
128, 784 and 960; 2) a corresponding set of SQ que-
ries of 3000 objects. 

We presented two summary graphs: 1) the graph 
of the computational complexity of search algo-
rithms for different data dimensions (the number 
of attributes), shown in Fig. 3, а; 2) the graph of 
the computational complexity of search algorithms 
for different original data sizes (the number of ob-
jects), which is shown in Fig. 3, b.

Based on the analysis of Fig. 3, we were made 
the following conclusions for the algorithms devel-
oped by the authors to reduce the number of com-
putations for the nearest neighbor search in the 
MVP-tree: 1) the proposed algorithms increase the 
search performance in both small and large space 
dimensions; 2) with the growth of the data dimen-
sion (the number of attributes), the efficiency of the 
developed search algorithms increases; 3) with the 
growth of the number objects of data, the efficiency 
of the applied algorithms increases.

Thus, the results of the experiment confirm the 
effectiveness of the author’s solutions for nearest 
neighbors searching in big data with a significant 
number of attributes. The proposed theoretical al-

  Fig. 3. Efficiency of different data dimensions (a) 
and sizes (b)
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gorithms have found application in an applied clas-
sification system for solving pattern recognition 
problems based on precedent methods. The devel-
oped algorithms increase the computational perfor-
mance of the nearest neighbor search procedure in 
the indexed set of original objects.

Conclusion

We presented algorithmic solutions related to 
the adaptation of the classical search algorithm to 
the priority queue of node processing, sorted by in-
creasing the distances from the query point to the 
nodes.

The proposed solutions allow to:
— eliminate additional calculations when using 

the priority queue for processing nodes by reducing 
the number of intersecting nodes of the same level;

— identify and generalize the theoretical de-
pendence of the number of intersections on the com-
plexity of the search calculations (the number of 
additional processed levels);

— improve the efficiency of the priority queue 
for processing nodes by more accurately determin-
ing the distances from the query point to the sub-
trees of the tree node;

— use additional minimum distances between 
the vantage points and the subtrees of the node, 
which improves the search algorithm;

— reduce search time by reducing the number of 
processed nodes based on the use of minimum dis-
tances in the procedure for determining the inter-
section of the search area with the area of the tree 
node.

The developed algorithms of search procedures 
in tree structures have demonstrated promising re-
sults of their application to the class of data index-
ing problems in metric space.

A limitation of the proposed algorithms is the 
heuristic of random selection of vantage points. 
The use of random selection heuristics does not 
guarantee stable results for the same data. As fur-
ther improvements to the search algorithms, we are 
planning to use combinations of greedy heuristics 
when selecting vantage points.
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Алгоритм индексации, основанный на хранении дополнительных расстояний в метрическом пространстве, 
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Введение: парадигма поиска по сходству применяется в различных вычислительных задачах, таких как классификация, ин-
теллектуальный анализ данных, распознавание образов и др. В настоящее время среди алгоритмов поиска значительное место 
занимает технология древовидных метрических методов доступа. Классическая проблема сокращения времени поиска по сход-
ству в метрическом пространстве является актуальной для современных систем при обработке больших сложных данных. Ввиду 
многоаспектности проблемы эффективности поисковых алгоритмов локальные исследования в этом направлении востребованы 
и продолжают приносить полезные результаты. Цель: снизить вычислительную сложность алгоритмов древовидного поиска в 
задачах, использующих метрическую близость. Результаты: разработан алгоритм поиска для структуры данных в виде дерева 
множества опорных точек, основанный на приоритетной очереди обработки узлов; математически формализованы проблемы до-
полнительных вычислений и способы их решения. Для повышения быстродействия поиска по сходству предложены процедуры 
формирования приоритетной очереди обработки узлов и уменьшения количества пересечений узлов одного уровня. Повышение 
эффективности происходит на основе изменения древовидной структуры данных и использования минимальных расстояний 
между опорными точками и поддеревьями узла. Уменьшение числа вычислений достигается за счет более точного определения 
расстояния до узлов от искомого объекта и факта пересечения области поиска с узлом дерева. Практическая значимость: получен-
ным алгоритмам поиска требуется меньше времени для обработки информации за счет несущественного повышения требований 
к памяти. Снижение времени обработки информации расширяет границы применения древовидных метрических методов индек-
сации в задачах поиска в больших массивах данных.

Ключевые слова — индексация сложных данных, древовидные структуры данных, метрические методы доступа, приоритет-
ная очередь узлов, дерево множества опорных точек.
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Introduction: Modern ways to develop intelligent problem solvers have shortcomings in the efficiency of their application 
for planning purposeful behavior of autonomous intelligent mobile systems in a priori undescribed conditions of a problem 
environment. Purpose: Developing a model of knowledge representation and processing which would provide the ways to 
organize purposeful activity of autonomous intelligent mobile system in uncertain environment. Methods: Synthesis of frame-like 
behavior scenarios in the form of polyvariable conditionally dependent predicates whose structure includes complex variables 
as well as related variables of types “object”, “event” and “relationship”; synthesis of heuristic rules for knowledge representation 
in the process of purposeful behavior planning. In order to represent complex variables in polyvariable conditionally dependent 
predicates, fuzzy semantic networks are used which can represent knowledge of variously purposed intelligent systems without 
regard to particular knowledge domains, being adaptable to a priori undescribed operational conditions. Results: We have 
proposed a structure of various polyvariable conditionally dependent predicates. On their base, an autonomous intelligent mobile 
system can organize various activities in a priori undescribed and unstable problem environments. Specially developed knowledge 
processing tools allow such a system to automatically plan its purposeful behavior in a space of subtasks during the fulfilment 
of tasks formulated for it. Practical relevance: The obtained results can be efficiently used in building intelligent problem solvers 
for autonomous intelligent mobile systems of various purpose, capable of performing complex tasks in a priori undescribed 
operational conditions.
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Introduction

The development of autonomous intelligent 
mobile systems (AIMS) of various purposes, ca-
pable of solving complex problems in real a priori 
undescribed problem environments (PE) is crucial 
for the modern AI research. It requires a model of 
knowledge representation and processing which 
would help an AIMS to plan purposeful activity in 
uncertain environments, usually on the base of an 
airborne intelligent problem solver with limited re-
sources. This model should provide the AIMS with 
the following features:

— Adaptation to the current operational con-
ditions. Various situations possible in a PE are 
transformable according to certain rules which are 
usually defined in general terms, without regard to 
particular knowledge domains, but should be par-
ticularized. The objects in the PE should then be 
transformed into their specified state.

— Purposeful activity should be planned both 
in the space of subtasks and in the space of states, 
according to the form in which the specified ac-
tivity purpose is represented, with the complexity 

acceptable for the airborne computer. This endows 
the AIMS with fairly powerful functional abili-
ties, making it capable of solving complex practical 
problems in all kinds of PE.

As for the first AIMS feature mentioned above, 
it should be noted that the modern models of knowl-
edge representation and processing cannot provide 
its effective implementation because of the follow-
ing main reasons.

1. There are certain limitations due to the use 
of network intelligence or neural networks in order 
to build computing units for intelligent problem 
solvers [1–3] which, after self-training or training, 
process visual data using various fish-swarm [4–6] 
or genetic algorithms [7–9]. This approach can ef-
ficiently organize only reflexive behaviour of an 
AIMS by modelling visual-action thinking of living 
systems [10]. In its turn, it allows the AIMS to solve 
a number of practical problems in uncertain envi-
ronments [11], but does not provide ways to effec-
tively plan its behavior when implementing complex 
tasks which demand time-consuming transforma-
tions of various situations in the AIMS by purpose-
ful movement and manipulation of objects inside 
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the environment. Hence, in order to solve complex 
problems, the AIMS, in addition to its visual-action 
thinking, should be capable of visual-image and 
conceptual thinking. In other words, it should have 
inference tools based on the knowledge representa-
tion model and information from the PE [10].

2. In the field of algorithmic intelligence or ap-
plying the known models of knowledge representa-
tion and processing developed within the logical 
framework [12–14] and network models [13, 15], the 
main limitations are as follows. In the first place, an 
AIMS cannot afford the high inference complexity 
based on logical models of knowledge representa-
tion which requires a high-performance computer, 
often a bulky one. As for the known network models 
of knowledge representation (for example, seman-
tic networks), they allow you to build a sufficient-
ly expressive model of a given knowledge domain. 
However, the lack of effective inference procedures 
for semantic networks which could be the base for 
automated planning of AIMS behavior, and close 
association of these procedures with a particular 
knowledge domain considerably restrict the ways of 
using these models in intelligent problem solvers of 
AIMS which can purposefully function in PE.

In the second place, if, for example, the inference 
has a linear complexity, as stated by the authors 
who follow the MIVAR approach [16], its support 
will require a detailed PE model in a given knowl-
edge domain. On the one hand, building such a mod-
el for a real PE without involving any bulky struc-
tures seems to be practically impossible [17]. On the 
other hand, the need of such a model does not allow 
us to use the logical approach for organizing pur-
poseful AIMS behavior in uncertain environments. 
However, as follows from the above, the ability of 
an AIMS to perform complex tasks in uncertain PE 
is exactly what we want.

In order to endow an AIMS with the second fea-
ture mentioned above, associated with building a 
model of knowledge representation and processing 
without regard to particular knowledge domains, 
organizing inference in uncertain environments 
with a complexity affordable for an airborne com-
puter, we can use frame-like scenarios of solving 
typical behavior subproblems [18] based on fuzzy 
semantic networks [19]. These scenarios allow the 
AIMS to build complex programs of purposeful ac-
tivity in the space of state, with polynomial com-
plexity of inference.

However, this approach is not optimal for prob-
lems associated with the need to plan polyphase 
behavior when at each stage of its implementation 
you have new operational conditions in the PE. 
Generally, polyphase behavior should be considered 
as AIMS activity which consists of several stages. 
At each stage, the intelligent system must auto-
matically build and implement an activity plan en-

suring the achievement of its respective behavioral 
subgoal. After that, in most cases, the operational 
conditions of the AIMS fully change, and the sys-
tem focuses on achieving the subgoal of the next 
stage. The achievement of the subgoals of all poly-
phase behavior stages means that the AIMS has ac-
complished its task.

In other words, the knowledge representation 
model proposed in [18] does not ensure that an 
AIMS can fulfil complex tasks whose implementa-
tion requires purposeful movement and manipula-
tion of objects in various conditions of an a priori 
undescribed environment. In this connection, the 
necessity arises to develop standardized structures 
of a knowledge representation model which would 
help an AIMS to plan polyphase behavior in dynam-
ically changing operational conditions.

In this work, we propose an approach which 
allows you to organize polyphase behavior of an 
AIMS in a priori undescribed PE conditions. Our 
approach assumes creating a model of knowledge 
representation and processing based on standard-
ized structures which are polyvariable conditional-
ly dependent predicates (PCDP). Generally, a PCDP 
structure, in contrast to conventional predicates 
[13], can include:

— complex variables described using active 
fuzzy semantic networks (AFSN) [19], which allow 
you to define various situations and subsituations 
of the environment specifying them in general 
terms, without regard to particular knowledge do-
mains;

— miscellaneous variables (in fact, connect-
ed), such as “objects” of the problem environment, 
“events” happening in the PE, and “relationships” 
observed between the objects, events and AIMS, 
being descriptive for their influence on the current 
state on the intelligent system and its behavior.

Statement of the problem

Let us consider an AIMS equipped with a manip-
ulator, a transportation cart, and technical vision, 
capable of performing a set of various complex op-
erations 

11 1 1 1  { }, , .jB b j m   For example, it can 

move specified objects in the PE, find objects in a 
certain PE zone, transform the current environ-
ment situation when it is necessary for achieving 
one of its behavioral subgoals, etc. Each complex 
operation 

1jb B  of this kind is implemented by the 

AIMS which performs a certain sequence 
1j

B  of 

elementary operations 
22 2 2 1  { }, , .jB b j m   These 

can be operations such as “coming up to an object”, 
“seizing the object”, etc. Thus, AIMS is a system 
capable of moving and manipulating PE objects 

3 3 3 3 3  1  *{ ( , )}, , ,j j jO o X o j m   where 
3j

X  is a set of 
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markers providing the ways for the AIMS to identi-
fy 3j  objects of the PE and perform certain elemen-
tary manipulations with them; 

3

*
jo  i s the current 

state j3 of an object in the environment. 
In general, an unstable PE can be character-

ized by its set of objects 
3 3 3

 *( , )j j jo X o O  and 

events 
4 4 4 4 1  { ( )}, ,j jY y Y j m   which happen in-

dependently of the AIMS. The occurrence of such 
events leads to various changes in the PE which can 
prevent the AIMS from successfully performing 
certain elementary operations 

2 2,jb B  where 
4j

Y  

is a set of markers which determine the event 4.j  
Such an event can be, for example, the appearance 
of an object in the PE that blocks a passage.

Knowledge representation model, in accordance 
to the functional purpose of the AIMS, consists of 
a set of PCDP. Using their different combinations, 
an intelligent system can design a behavioral plan 
in order to solve various subproblems of its task. In 
each particular case, these PCDP serve for specify-
ing an ordered sequence of elementary operations 

2 2jb B  whose completion ensures that their re-
spective complex operations 

1 1jb B  are performed. 

During the inference, the values of different var-
iables in a PCDP are determined more precisely, 
based on the target task formulated by the AIMS 
and visual data reflecting the current state of the 
PE.

The target task is formulated by the AIMS in 
a procedural representation form as a sequence of 
complex operations 

1 1jb B  which have to be per-
formed for its implementation. For example, 

1

1 :jb  

locate the object 
2 2 2

 *( , )i i io X o O  in a preset square 

of the PE; 
1

2 :jb  transfer this object into the desired 

state 
3

**
jo  taking into account the fact that the PE 

can produce certain events 
3 3

( )i iy Y Y  keeping the 
AIMS from performing the respective elementary 
operations.

We have to develop:
— structure and content of variably purposed 

PCDP allowing the AIMS to automatically plan its 
purposeful behavior in order to fulfil the formulat-
ed tasks;

— knowledge processing procedures as a part 
of automated planning of AIMS behavior on the 
base of PCDP in order to build and solve ordered se-
quences of behavioral subproblems.

Content and functional purpose of PCDP

Generally, an AIMS knowledge representation 
model is a specified set of standardized frame-like 
structures built on the base of the following PCDP 
types.

1. Dyadic polyvariable conditionally dependent 
predicates of the 1st type 

“
1

1
jb :

1 1 1 31 1   * * * **( ( ), ( ), ),i i i jP S i x X o 1 1 1 31   , ,i n n m  ”

determining the following chains of elementary 
operations:

1 3 2

32 3 1 3 1

1 1

2

 *

* * **

: & ,

... & ... & ,

i j j

k k h h
jj j j j j

L o b

b o b o b o



   
 

3
1, ,jk h

which ensure that the AIMS performs complex 
operations 

1

1
1jb B  as their identifiers.

These chains of operations manipulate certain 
PE objects 

3 3 3
 *( , )kj j jo X o O  in order to transfer 

them from a random (k) current state 
3j
ko  into a 

target state 
3

**
jo  when, for various problem environ-

ment objects, the condition 
1 3
*
i jX X  is true, where 

3j
h is the total number of permissible states 3j  of 

the object;

1iP  is a dyadic predicate symbol with the follow-
ing meaning: “Transfer the object 

1 1
* *( )i ix X  from a 

random current state 
3j
ko  into a target state 

3
**
jo  

by launching the respective subchain of opera-

tions 
1 3 1 13 2 3 2

 * * * ** *: & ... & , ,k k d d
i j i ij j j jL o b o b o L L     

which brings result if the PE satisfies the condi-
tions determined by the complex variable 1 1

* ( );S i  

3 2 3

1* *&k k k
j j jo b o 

 
is an elementary behavioral 

act, meaning that if the object 
3 3 3

 *( , )kj j jo X o  is in 

the state 
3

*k
jo  then the AIMS needs to launch the op-

eration 
2j
kb  to transfer it into the state 

3

1* ;k
jo



1 1( )S i  is a complex variable represented in the 
form of AFSN 

1 1 1
 ( , ).i i iG V E  The nodes 

1iV  of the 

network 
1iG  are marked with the following sorts of 

variables: “objects” 
2 2 2 5 1  * *( ), , ,i ix X i m  5 3m m  

and “events” 
3 3 3 6 1  * *( ), , ,i id X i m  6 4.m m  These 

variables are given their values in the current con-
ditions by way of their respective substitution by 

objects 
3 3 3

 *( , )kj j jo X o O  and events 
4 4

( )j jd X D  

which the AIMS perceives from the PE when the 
conditions 

1 3
*
i jX X  and 

3 4
*
i jX X  are true for 

them. The ribs 
1iE  of the AFSN 

1iG  are determined 
by the following kinds of “relationship” variables:

— If a rib in the network 
1iG  is incident to the 

nodes marked with object variables, or one of them 
is marked with an object variable and the second one 
is marked with the AIMS, then it is determined by a 
summarized state space relationship. It can be, for ex-
ample, the distance between the AIMS and the object.

— In the case when a rib of the network 
1iG  is inci-

dent to a node marked with a PE object and to anoth-
er one marked with a PE event, it should be marked 
with a relationship which generally determines how 
this event affects the state of its adjacent object.
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— If a rib in the network 
1iG  is incident to a node 

marked with the AIMS and to a node marked with 
a PE event, then it is determined by a summarized 
relationship which shows how this event affects a 
certain aspect of the intelligent system activity: for 
example, interfering with the movement.

It should be noted that a generalized representa-
tion of various relationships in AFSN 

1iG  is deter-
mined using the intervals of numerical values of 
their respective linguistic variable terms found by 
expertise [20].

It should also be noted that when the 

object variables 
1 1 1

 * * **( , )i i ix X x  in predicates 

1 1 1 31 1   * * * **( ( ), ( ), )i i i jP S i x X o  receive values of ran-

dom PE objects 
3 3 3

 *( , )j j jo X o O  and slots of com-

plex variables 1 1
* ( )S i  receive values of appropri-

ate objects, events, and relationships between 
them in the PE, we get statements in the format 

1 3 3 31 1   *( ( ), ( , )).k
j j j jP S i o X o  These statements are true 

if and only if for the current PE situation the follow-
ing conditions are satisfied: 

1 3

* ,i jX X  
33

* **k
jjo o  

and 1 1 1 1
*( ) ( ),S i S i  where 1 1 1 1

*( ) ( )S i S i  means a 
fuzzy equality [19] between the passive fuzzy se-
mantic network 1 1( )S i  determining the current PE 
subsituation, and the network 1 1

* ( )S i  which corre-
sponds to a complex variable of the desired PCDP. 
The truth of these conditions in the current PE sit-
uation is a prerequisite for the AIMS to successful-
ly perform the respective subchains of elementary 
operations 

13 3

* * **& ... & .k d d
j ij jo b o b x   The formal 

description of the current PE subsituation 1 1( )S i  
used by the AIMS during the inference is formed 
on the base of visual data in the intelligent problem 
solver via modification of the AFSN 1 1( )S i  by sub-
stitution of particular objects, events and relation-
ships between them in the PE.

2. Dyadic PCDP of the 2nd type 

“
21

2
1 1 2 2 1 2 2 2    1* *: ( ( , ), ( , )), ,ijb P S j i S j i i n ”, 

where 
2iP  is a predicate symbol with the following 

meaning: “
1

2
jb : in order to transform the current 

PE subsituation corresponded by a complex variable 

1 1 2 * ( , )S j i  into a subsituation determined by a 
complex variable 2 1 2 * ( , )S j i  a tuple of elementary 

operations 
2 2 2

1 2   , , ..., d
j j jb b b  should be performed”.

3. Dyadic and polyadic PCDP of the 3rd type 

“
3 3 31

3 1
3 1 3 3 3  1  , * * *

,: ( ( ), ( )), ,i i ijb P S i y Y i m ” 

and “
3 3 2 3 31

3 2
3 2 3 1 1   , * * * * *

, , , , ,: ( ( ), ( ), ..., ( )i i i k i k ijb P S i y Y y Y ”, 

determining tuples of elementary operations 

2 2 2

1 2   , , ..., d
j j jb b b  which are necessary for the 

complex operation 
1

3,jb  neutralizing the influence 

of separate 
3 3

( )i iy Y Y  and mutually related PE 

events 
3 3 3 3

1 1   ( ), ..., ( ) ,k k
i i i iy Y y Y Y  respectively, 

which negatively affect the purposeful activity of 
the AIMS. In the last expression, 

3 3
* *( )i iy Y  are event 

variables which receive values of random events 

3 3
( )i iy Y Y  observed by the AIMS in the PE when 

3 4
*
i jY Y  is true.

3 1 3
*
, ( )S i  is a complex variable needed for check-

ing certain PE conditions which provide that the 
AIMS successfully performs the operation tuple 

2 2 2

1 2   , , ..., d
j j jb b b  neutralizing the influence of an 

event observed in the environment to its further 
purposeful behavior.

Observing PE events 
3 3

( )i iy Y Y  determined by 

the variables 
5 5
* * *( )i iy Y Y  stimulates AIMS uncon-

ditional reactions 
2 2 2

1 2   , , ..., d
j j jb b b  in the case when 

the AIMS is about to perform operations that can be 
disturbed by these reactions. Hence, the standard 
elements in the knowledge representation model of 
the AIMS should be represented in the form of vari-
ous combinations of the following PCDP pairs:

3 3 31

1 1 1 31

3 1
3 1 3

1
1 1

, * * *
,

* * * **

: ( ( ), ( )),

: ( ( ), ( ), ) ;

i i ij

i i i jj

b P S i y Y

b P S i x X o
 

3 3 31

21

3 1
3 1 3

2
1 2 2 2

  

 

, * * *
,

* *

: ( ( ), ( )),

: ( ( ), ( )) .

i i ij

ij

b P S i y Y

b P S i S i

Such pairs allow you to recognize, by their first 
projection, whether the PE contains events that dis-
turb the operations determined by the predicates 
which form their second projection. Note that simi-
lar pairs can also be formed on the base of k-adic pred-
icates 

3 3 2 3 31

3 2
3 2 3 1 1   , * * * * *

, , , , ,: ( ( ), ( ), ..., ( )).i i i k i k ijb P S i y Y y Y  

This makes the AIMS capable of automatically rec-
ognize, by the characteristics of variables 

3 3
* *( ),i iy Y  

and eliminate in the PE various mutually related 
“braking” events 

3 3
( )i iy Y Y  which disturb the 

successful performance of the operations deter-
mined by the PCDP of the 1st and 2nd types includ-
ed in these pairs.

4. Dyadic PCDP of the 4th type 

41 4

4
4 RA  1  3, *: ( , ( )), ,z z

ij ib P S i z  . 

The AIMS uses them to determine a purposeful 
movement routing algorithm 4RA( )i  according to 
the specified behavior conditions 

4

*z
iS  which can 

have one of the following meanings:

4

1
iS  — the AIMS directly observes a PE object, 

access to which provides that the current subtask is 
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fulfilled. In other words, the system needs to make 
sure it takes such a position in the PE that the speci-
fied object is within its manipulator’s working zone. 
In this case, a PCDP of the 4th type determines the 
conditions 

4

1*
iS  whose satisfaction launches the lo-

cal optimal planning algorithms PA(1) which can 
lay a route of movement to the object in an environ-
ment with impediments [21];

4

2
iS  — the AIMS needs to meet a target which is 

a moveable object 
2 2 2

 *( , )i i io X o O  observed in the 

PE. In this case, on the base of a PCDP of the 4th 
type, the AIMS chooses a behavior planning algo-
rithm PA(2) which can figure out the polar coordi-
nates of the meeting point according to the object 
speed and current movement direction, as well as 
the probable speed of the AIMS itself. Then, based 
on the obtained data, the route is laid for the AIMS, 
ensuring it will meet the object [21];

4

3
iS  — the AIMS needs to avoid colliding with 

a moveable object 
2 2 2

 *( , )i i io X o O  observed in the 

PE. In this situation, on the base of a PCDP of the 
4th type, the AIMS chooses а movement planning 
algorithm PA(3) which can figure out the polar co-
ordinates of the probable meeting point and lay a 
route to it. The only difference from PA(2) is a cor-
rection making sure that the AIMS will not meet 
the object.

5. Polyvariable predicates of the 5th type 

5 51

5  RA 4*: ( , ( ))i ijb P S  which endow the AIMS with 

a capability to choose a movement planning algo-
rithm PA(4) for a PE with impediments when the 
coordinates of its current and target position in the 
given reference system are specified and expressed 
in the polyvariable 

5
* .iS

6. PCDP of the 6th type, determining complex 
operations 

1

6
1jb B  whose performance requires 

performing, in a cycle, their respective tuples 

2 2 2

1 2   , , ..., d
j j jb b b  of elementary operations. For ex-

ample, it can be the complex operation 
1

6
jb : load into 

the cart all the PE objects which satisfy the con-

ditions of the object variable 
1 1

* *( ),j jx X  etc., where 

1j
X  is a set of characteristics necessary for certain 

PE objects 
3 3 3

 *( , )kj j jo X o O  which can be seized by 

the manipulator’s hand and lifted.
Generally, all PCDP of the 6th type 

have the following structure and content: 

6 1 11

6
1 6 2 6 3 6  * * * * *: ( ( ), ( ), ( ( ) ( ))).i j jjb P S i x X IF S i S i  Here, 

6i
P  is a predicate symbol meaning the necessi-

ty to launch, in a cycle, a tuple of elementary op-

erations 
2 2 2

1 2   , , ..., d
j j jb b b  in order to perform the 

complex operation 
1

6
jb  with a set of PE objects 

3 3 3
 *( , )kj j jo X o O  for which 

1 1
*
j jX X  is true.

1 6
* ( )S i  is an AFSN which can determine the con-

ditions that should be satisfied in the current PE sit-

uation to ensure the successful performance of the 

tuple of elementary operations 
2 2 2

1 2   , , ..., .d
j j jb b b

2 6 3 6
* *( ( ) ( ))IF S i S i  is an operator of check-

ing the conditions 
2 2 2

1 2   , , ..., .d
j j jb b b  For example, 

when 2 6
* ( )S i  is true, it means that all the PE objects 

3 3 3
 *( , )kj j jo X o O  are loaded into the cart, and when 

3 6( )S i  is true, it means that the total weight of the 
objects loaded into the cart has reached its bearing 
capacity;

  is an operator showing that the cyclic per-

formance of the operation tuple 
2 2 2

1 2   , , ..., d
j j jb b b  

should be stopped if at least one of the conditions it 
is applied to is true.

7. PCDP of conditionally dependent predicates 
of the 7th type which determine the behavior plan-
ning tools associated with search in the PE and per-
forming a certain tuple of elementary operations 
on found objects which satisfy the demands of the 
specified object variable 

1 1
* *( ).j jx X  Generally, PCDP 

of this type can have, for example, the following 
structure and content:

  6 6 41 1 1 1 4

1 1 1 31

1
6 4 1 1 4 1 1

1
1 1

1

5  

 5  RA 1

  

 1  

, , , *

* * * **

, : (( ( ) : ( , ( )),

: ( ( ), ( ), )

( ) end), , ,

f
i i ij j j j i

i i i jj

search is ove

b b b P A b P S

b P S i x X o

IF f mr



 

where following the arrow means that if the 
condition IF  is false, you should continue searching 
for required objects in the specified PE zone.

6
5( )iA  is an algorithm of search for required PE 

objects. It splits the specified zone into segments, tak-
ing into account the resolving power of the AIMS ma-
chine vision, and scans each segment, looking for the 
objects. After an object is found in the current seg-
ment, the AIMS performs the elementary operations 
specified by the PCDP 

4 4

1  1*( , ( ))i iP S RA  and 
6

5( )iA .

4 4

1  1*( , ( ))i iP S RA  is a PCDP which launches the 
route planning algorithm in order to move toward 
the found object.

1 1 1 31 1   * * * **( ( ), ( ), )i i i jP S i x X o  is a PCDP according to 

which the AIMS performs the operations providing 
that the object transfers from a random (k) current 

state 
3j
ko  into the specified state 

3

**.jo  After that, 

we can pass to checking the condition determined 
by the IF  operator.

Knowledge processing procedures 
in automated planning of AIMS behavior 
in the space of subtasks

Generally, decision making in the process of au-
tomated planning of purposeful AIMS behavior on 
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the base of PCDP in the space of subtasks includes 
the following main stages of knowledge processing 
in the intelligent problem solver.

1. The received task is split into behavioral sub-
targets and their respective subtasks. Each subtask 
includes one complex operation 

1 1.jb B
2. From the knowledge representation model, we 

choose those PCDP which correspond to the select-
ed operations 

1 1.jb B  If the structure of the cho-
sen PCDP contains “object” or “event” variables, we 
have to take into account the characteristics deter-
mining those variables of these predicates that are 
contained in the task formulated by the AIMS.

3. It has to be decided how independently differ-
ent subtasks can be implemented. With this goal in 
mind, for each selected complex operation 

1 1jb B  
starting from the last one, we need to determine 
whether it is nested in the structure of another 
PCDP selected according to the task. For example, 

let the operation 
1

1 ,jb  
1 1 1 31

1
1 1   * * * **: ( ( ), ( ), )i i i jjb P S i x X o  

selected at the stage 2 be included in the structure 
of a PCDP of the 7th type found on the base of a 
complex operation 

1 1 1

6 4 1 1 , ,( , ).f
j j jb b b   In this case, 

a PCDP of the 1st type 
1 1 1 31

1
1 1   * * * **: ( ( ), ( ), )i i i jjb P S i x X o  

found in the knowledge representation model tak-
ing into account the characteristics of the object 
variable specified in the task received by the AIMS, 
is substituted into the structure of a polyvariable 
conditionally dependent predicate of the 7th type. 

The process of searching for PCDP continues un-
til having specified and corrected all the predicates 
which correspond to the independently performed 
complex operations 

1 1jb B  in the structure of the 
task.

4. A plan of behavior is synthesized by concate-
nation of the PCDP which were found at the stage 3, 
in the order of their respective complex operations 

1 1jb B  in the task.
5. When necessary, at various stage of the 

formed behavior plan implementation, a tuple of 
PCDP has to be built, which can help to form a se-
quence of elementary operations providing certain 
transformations of the situation perceived in the 
PE in order to fulfil the current subtask. For exam-
ple, at some stage, the AIMS can face the necessity 
to ensure conditions determined by the polyvari-
able 2 1 2 * ( , )S j i  represented in AFSN form. In this 
case, based on visual data, the intelligent problem 
solver produces a formal description of the cur-
rent operational conditions in the form of a passive 
fuzzy semantic network GT=(VT, ET). Its nodes VT 

are marked with PE objects 
3 3 3

 *( , )j j jo X o O  and PE 

events 
3 3

( )i iy Y Y  while its arcs ET are determined 

by quantitative estimates of the relationships be-
tween the objects, events, and AIMS.

Now, if the AFSN corresponding to the subsit-
uation 1 1 2 * ( , )S j i  is fuzzily equal to and nested in-

to a formal description of the current PE situation 
[19], then in order to provide the environment con-
ditions determined by the subsituation 2 1 2 * ( , ),S j i  
the AIMS performs a tuple of elementary opera-

tions 
2 2 2

1 2   , , ..., d
j j jb b b  found on the base of PCDP 

21

2
1 1 2 2 1 2   * *: ( ( , ), ( , )).ijb P S j i S j i  Otherwise, this tuple 

will consist of PCDP of the 2nd type whose elements 
satisfy the following conditions:

a) for the first PCDP 
2

1 1 1
1 1 2 2 1 2   * *( ( , ), ( , ))iP S j i S j i  

in the structure of the tuple, the AFSN correspond-

ing to the subsituation 1
1 1 2 * ( , )S j i  should be fuzzily 

equal to and nested into the passive fuzzy semantic 
network  ( , );T T TG V E

b) for all pairs of adjacent PCDP, for example, 

for 
2

1 1 1
1 1 2 2 1 2   * *( ( , ), ( , ))iP S j i S j i  and 

2

2 2
1 1 2  *( ( , ),iP S j i  

2
2 1 2 * ( , )),S j i  the 1 2

2 1 2 1 1 2
* *( , ) ( , )S j i S j i  should be 

true;
c) for the sought predicate 

2 1 1 2 2 1 2  * *( ( , ), ( , ))iP S j i S j i  
at the last position in the formed tuple and its left 

adjacent predicate 
2

2 2 2
1 1 2 2 1 2   * *( ( , ), ( , )),iP S j i S j i  the 

condition 2 1 2 1 1 2  * *( , ) ( , )kS j i S j i  should be true.
In this case, performing, in the preset order, ele-

mentary operations specified by the PCDP in the tuple 
allows us, by means of consecutive purposeful trans-
formation of the current operational conditions, to en-
sure that the PE conditions 2 1 2 * ( , )S j i are true.

As an example, let us consider the process of 
AIMS behavior planning associated with the ful-
filment of the following task: “  1 1 1

6 4 1 1 , , :j j jb b b  in 

a given PE zone, find all objects 
3 3 3

*( , )k
j j jo X o O  

possessing the subset of characteristics 
3

3 ;jX  
1

1 ;jb  

transfer the found objects from a random current 
state 

3

*k
jo  into a specified state 

3
**;jo  

1

5 ;jb  after scan-

ning the specified zone, proceed to the location 
point”.

In order to fulfil this task, at the first step of 
building a behavior plan based on complex operations 

 1 1 1

6 4 1 1, , ,j j jb b b  
1

1
jb  and 

1

5 ,jb  we should pick up their 

respective PCDP from the memory and pass them 
to the intelligent problem solver. When choosing 
PCDP of the 1st type 

1 1 1 31

1
1 1   * * * **: ( ( ), ( ), ),i i i jjb P S i x X o  

we should remember that its object variable must be 
determined by a set of characteristics 

3

3
jX  specified 

in the task received by the AIMS.
At the next step of the planning, it is determined 

that the operation 
1

1
jb  is included in the structure of 

the complex operation  1 1 1

6 4 1 1 , , ,j j jb b b  i.e. its per-

formance is not independent. After this, the predi-
cate 

1 1 31 3

1 3
1 1   * * **: ( ( ), ( ), )i i jj jb P S i x X o  is substituted into 

the structure of a PCDP of the 7th type.
At the last step of the planning, a PCDP tuple 

is built, corresponding to independently performed 

complex operations  1 1 1

6 4 1 1 , ,j j jb b b  and 
1

5 .jb
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At the next stage of building an intellectual 
problem solver for the AIMS, we develop, based on 
the proposed knowledge representation and pro-
cessing model, information technologies in order to 
organize automated planning of purposeful poly-
phase behavior in the PE. You can read about the 
methodology and peculiarities of developing hybrid 
or autonomous intelligent information technologies 
and systems in such works as [22].

To summarize, we can state that the proposed 
model of AIMS knowledge representation and pro-
cessing, unlike the known algorithms of search 
for decisions in a space of subtasks [11–13], allows 
you to build procedures for automated planning of 
polyphase behavior during the implementation of 
PE tasks of various complexity by means of form-
ing an inference tree without any empty alterna-
tives. This is associated with the fact that gener-
ally, on the one hand, the search for a subproblem 
solution at each behavior planning step assumes 
choosing several effective operations at once; on 
the other hand, these operations are chosen in a 
purposeful way during the search. As for complex 
problem solution search in a space of subtasks on 
the base of the known inference procedures, gen-
erally it is reduced to brute-force search which, in 
its turn, leads to a higher dimension of the search 
space [11–13].

It should also be noted that in the framework 
of the proposed model, the main operation per-
formed in the problem solver is comparison of dif-
ferent fuzzy semantic networks which are marked 
graphs. The complexity of this comparison has an 
order of Q[n2], where n is the number of nodes in the 
graphs. Hence, the purposeful behavior planning 
procedures built on their base will have polynomial 
complexity, which opens the ways to their efficient 

implementation on airborne computers of various 
AIMS.

Conclusion

1. The proposed standard structures in the form 
of variously purposed PCDP allow you to build a 
knowledge representation model for an AIMS with-
out regard to particular knowledge domains, in ac-
cordance to its functional purpose. Thus, an intel-
ligent mobile system can adapt to a PE with a priori 
undescribed conditions.

2. Generalized development of principles for 
purposeful behavior planning on the base of a spec-
ified set of PCDP provides the ways for its appli-
cation in intelligent problem solvers of variously 
purposed AIMS, endowing them with the capability 
of performing tasks various in complexity and con-
tent, in uncertain environments.

3. The completeness of a PCDP set that allows an 
AIMS to perform variously purposed tasks in a PE 
with a priori undescribed conditions is determined 
based on its functional purpose or the class of sub-
problems that the system will have to solve during 
its purposeful behavior planning. A given PCDP set 
is an open model of knowledge representation which 
can be enriched as the system accumulates experi-
ence in various problem environments, different in 
complexity and content.
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Планирование полифазного поведения автономных мобильных интеллектуальных систем в условиях 
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Введение: проведен анализ современных принципов организации интеллектуальных решателей задач, позволивший обо-
значить их основные недостатки с точки зрения эффективности применения для планирования целенаправленного поведения 
автономных мобильных интеллектуальных систем в априори неописанных условиях проблемной среды. Цель: разработка моде-
ли представления и обработки знаний, позволяющей организовать целенаправленную деятельность автономных мобильных ин-
теллектуальных систем в условиях неопределенности. Методы исследования связаны с синтезом: 1) фреймоподобных сценариев 
поведения, представляющих собой полипеременные условно-зависимые предикаты, структура которых включает комплексные 
переменные, а также связанные переменные сорта «объекты», «события», происходящие в среде, и «отношения» между ними; 
2) эвристических правил обработки знаний в процессе планирования целенаправленного поведения. Для представления комплекс-
ных переменных в полипеременных условно-зависимых предикатах применяются нечеткие семантические сети, позволяющие 
представлять знания различных по назначению интеллектуальных систем безотносительно к конкретной предметной области и 
на этой основе адаптироваться к априори неописанным условиям функционирования. Результаты: предложена структура различ-
ных по функциональному назначению полипеременных условно-зависимых предикатов, позволяющих автономным мобильным 
интеллектуальным системам организовать различные виды деятельности в априори неописанных нестабильных проблемных сре-
дах. Разработаны инструментальные средства обработки знаний, обеспечивающие автономным мобильным интеллектуальным 
системам возможность автоматически планировать целенаправленное поведение в пространстве подзадач в процессе выполнения 
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сформулированных им заданий. Практическая значимость: использование полученных результатов повышает эффективность 
построения интеллектуальных решателей задач для автономных мобильных интеллектуальных систем различного назначения, 
способных выполнять сложные задания в априори неописанных условиях функционирования.

Ключевые слова — интеллектуальная мобильная система, априори неописанная проблемная среда, полипеременные услов-
но-зависимые предикаты, сформулированное задание, планирование поведения.
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Introduction: Satellites which face space debris cannot track it throughout the whole orbit due to natural limitations of their 
optical sensors, sush as field of view, Earth occultation, or solar illumination. Besides, the time of continuous observations is 
usually very short. Therefore, we are trying to offer the most effective configuration of optical sensors in order to provide short-arc 
tracking of a target piece of debris, using a scalable Extended Information Filter. Purpose: The best scenario for short-arc tracking 
of a space debris orbit using multipoint optical sensors. Results: We have found optimal configurations for groups of satellites 
with optical sensors which move along a sun-synchronous orbit.  Debris orbit determination using an Extended Information Filter 
and measurements from multipoint sensors was simulated, and mean squared errors of the target’s position were calculated. 
Based on the simulation results for variouos configurations, inter-satellite distances and measurement time, the most reliable 
scenario (four satellites in tetrahedral configuration) was found and recommended for practical use in short-arc debris tracking.

Keywords — space debris, short-arc tracking, sun-synchronous orbit, relative motion, extended information filter. 
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Introduction

Space Situational Awareness (SSA) is the know-
ledge and characterization of space objects and 
their operational environment to support safe, sta-
ble, and sustainable space activities. The problems 
arising in the context of SSA have become a sig-
nificant concern for the space community, because 
of expanding growth in numbers of satellite sys-
tems and operators in Earth orbits, corresponding 
growth in the existing space debris population, and 
interaction between space systems and space debris 
populations, which necessitates collision risk as-
sessment and general measures to mitigate the de-
bris problem before it develops into what is termed 
Kessler syndrome [1]. Presently, space debris are 
monitored and catalogued using ground-based op-
tical telescopes and radars, which allow obtaining 
comprehensive knowledge of all objects larger than 
10 cm in size and their orbits. However, it is estimat-
ed that only about 4 % of the objects in low Earth 
orbit (LEO) sized one centimeter and larger are con-
tained in the public space object catalog [2]. In par-
ticular, it is reported that the space debris density 
is very high in sun-synchronous orbits (SSO), which 
is very popular among satellite systems operators.

This study considers a number of formation-fly-
ing architectures to perform space-based optical 
observations for on-request orbit determination of 
smaller (1 to 10 cm in size) space debris objects in 
SSO. Prior research indicates that the on-board sen-

sors can be advantageous in SSA programs, because 
they are not interrupted by the daylight, and they 
are not characterized by the scattering, diffractions, 
aberrations and turbulences in the atmosphere [3]. In 
recent years, a number of studies have been carried 
out towards analyzing different aspects of space-
borne debris surveillance missions. [4] proposed 
space-based optical instruments and discussed how 
the existing knowledge gap in the space debris popu-
lation in the millimetre and centimetre regime may 
be closed by means of a passive optical instrument.  
[5] discusses how a MEO satellite can potentially 
detect debris objects in GEO. [6] proposes a method 
for accurate orbit determination and prediction us-
ing short-arc tracking data. Various techniques for 
space debris orbit determination based on short-arc 
data are also discussed in [7, 8]. A multi-spacecraft 
formation approach to space-debris monitoring is 
developed in [3, 9], these papers propose a network-
ing system of spacecraft that dynamically processes 
distributed measurements and recovers the debris 
object’s orbits. Such systems allow processing multi-
point measurements and exhibit collective behavior 
are discussed in other space applications [10], and 
their usage becomes indispensable for debris track-
ing or orbit acquisition tasks, because they cannot be 
carried out by a single device. The idea of cooperative 
object tracking using space-based optical sensors is 
also developed in [11, 12]. Further studies [13] go as 
far as proposing large constellations of spacecraft 
for global space debris monitoring.
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Understanding the inevitable use of satellite for-
mations for accurate small debris object tracking 
and their orbit determination, we carry out a com-
parative analysis of different formation architec-
tures, comprising different number of spacecraft 
(two to four), and assuming different orbital con-
figurations (from the simplest train-like formation, 
through moderately complex general-circular-or-
bit (GCO) formation, and ending up with the most 
complex tetrahedral formation).  We assume that 
the formations are deployed into a circular sun-syn-
chronous orbit at 700 km altitude and each space-
craft carries an optical payload to track the debris 
objects. We discuss the observation conditions and 
select an orbit close to the terminator plane. We 
then analyze a construction of an extended infor-
mation filter to process the multipoint measure-
ments obtained by the formation spacecraft and 
analyze its orbit determination accuracy taking in-
to account the payload constraints and depending 
on such systems parameters as the formation type, 
number of spacecraft in a formation, and intersat-
ellite distances.

Mission design

Let us consider a circular Sun-synchronous orbit 
passing near to the Earth terminator line as a refer-
ence orbit for space debris observation with the aid 
of a small formation flying satellites. We use these 
kinds of reference orbits because it allows observ-
ing space debris using optical cameras at any point 
on orbit. For numerical simulations of the proposed 
algorithms let us consider the circular SSO orbits 
with 700 km altitude. Thus, the inclination i of the 
reference orbit can be found from the expression for 
secular rate of right ascension of ascending node :
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motion,  3.986 1014 m3/s2 is the standard 
gravitational parameter of the Earth. From the 
expression (1) the inclination of the corresponding 
SSO orbit is equal to 98.18 degrees.

Finally, we should find such a right ascension 
of ascending node (RAAN)  that will orient the 
orbit close to the terminator line. Let us define 
the RAAN  in way that will align projection of 
the orbit’s unit angular momentum vector eh onto 
the xy-plane along the projection of the Sun posi-
tion vector RSun onto the xy-plane. Let us consid-
er the simulation start epoch 1st January, 2022.  
The corresponding Sun position vector, given in 
Earth-Centered Inertial coordinates, is equal to 
RSun [26127801, –132825709.3, –57579560.5]T m. 
This yields RAAN  11.13. Fig. 1 depicts the ref-
erence orbit, built by Systems Toolkit software.

Reference orbit parameters at epoch Jan 1, 2022, 
00:00:00 UTC:

— SMA, km — 7071;
— Eccentricity — 0;
— Inclination, deg — 98.18;
— RAAN, deg — 11.13;
— Argument of perigee (AOP), deg — 0;
— True anomaly (TA), deg — 0.
To demonstrate the proposed algorithms per-

formance, we consider 3 common satellite forma-
tion configuration types such as train, GCO, and 

  Fig. 1. Systems Toolkit simulation of the target orbit
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tetrahedron formation. For trade-off analysis we 
will also test each orbital configuration with dif-
ferent triangulation bases. In order to design the 
formations’ orbital configurations, we employ the 
Hill — Clohessy — Wiltshire (HCW) equations that 
describe linearized relative motion dynamics for 
a couple of satellites at near-circular orbits. The 
HCW equations can be written as follows:

 

2

2

2

2 3

;

,

;x

y

z

x nz

y n y

z nx n z

 

 

  

u

u

u

 



    (2)

where u is unit force vector acting on a satellite; x, 
y, z are satellite position vector components given 
in the orbital reference frame (along track, normal 
and radial respectively).

The HCW equations (2) admit periodic analyti-
cal solutions in case of free motion that can be writ-
ten in the following form [14, 15]:
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where constants c1, c2, c3, ,  are used to define the 
initial conditions of the relative motion.

The orbital configurations used in the study are 
defined in Table 1. Parameter  defines a triangula-
tion base. In the numerical simulation we use three 

different values for  1, 5, 10 km [10]. Fig. 2, a–c 
depict resulting orbital configurations from (3).

Optical system dynamics

Let’s consider the Earth-Centered Inertial refer-
ence frame and express the orbital dynamics of the 
target debris with radius-vector r and velocity v in 
this frame [16]:

 
2

.

.
,

c J

 
              

 



 

v

a

vr
a a

v

 

 (4)

where

2

2

2

2 2

23 3 2

2

2

5 1

3
5 1

2

5 3

; ,c J

z
x

r

R z
J y

rr r r

z
z

r



  
     
 

                  
      
  

r
a a

in which r (x y z)T; r | r |; ac is the central body 
acceleration; 

2Ja is the acceleration from J2 non-
spherical perturbation, and process Gaussian 

noises  2
3 3 ~ ,  v v0 I  and  2

3 3 ~ ,  a a0 I  

  Table 1. Initial conditions

Satellite № c1 c2 c3  

Train formation

1 0 0 0 0 0

2 0 0  0 0

3 0 0 – 0 0

GCO formation

1 0 0 0 0 0

2  3 2/ 0 0 0

3  3 2/ 0  

Tetrahedron

1 0 0 0 0 0

2 2/5 0 2 5 3/ 0 0

3 2 5 5 3/  1 2arctan /  2arctan  

4 2 5 5 3/  1 2arctan /  2arctan
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of the velocity and acceleration with zero mean 
and corresponding standard deviations v and a
respectively, I33 is the identity matrix of size 3.

The position of the target is measures with two 
angles — elevation  and azimuth , which then con-
verted into primary parameters of the debris orbit, 
according to the data about background stars on the 
image. The model of observations is following:
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where (xi yi zi)
T is the position of the i-th sensor 

in Earth-Centered Inertial; ,  2
meas0  ~ , 

are measurement Gaussian noises with standard 
deviation meas and zero mean [17].

Target position estimation with Extended 
Information Filter 

The state-space vector is X (r v)T, its covari-
ance matrix is P, measurement vector is z ( )T. 
The prediction for estimating the value of state-
space vector in the next time-step is given by the 
equation (4): Xk f(Xk–1) + (v a)T with noise co-
variance matrix Q (identical for all k).

 Fig. 2. Train (a), GCO (b) and tetrahedron (c) formations: left —  = 1 km; centered —  = 5 km; on the right — 
 = 10 km
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Taking Jacobian of the function f gives evolution matrix:
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Transition matrix Φk,k–1 is acquired from Fk–1 (matrix F from (6) in k – 1 time-step) as

                                       1 1, exp( ),k k k T  F   (7)

where T is the period of movement.
Similarly, measurement vector in the current time-stop for i-th sensor is acquired from (5): zk,i 

h(Xk,i) + ( )T with noise covariance matrix  (identical for all k and i).
Observation matrix is the Jacobian of the function h: 
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Using Extended Information Filter [18–21], state-space vector, transition (7), covariance matrix, informa-
tion state y and information matrix Y are calculated for the predicted state:
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Information step contribution ii and information 
matrix contributions Ii for each sensor from the 
measurements (8) update is following:
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Update of the information state and matrix from 
contributions (10):
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where Nsens is the number of CubeSats with optical 
sensors.

The procedure (9)–(11) is repeated over the time-
frame of the simulation for the given target and 
sensors orbits.

Constraints on the optical sensors

It’s clear that sensors will not be able to track 
the target debris in the majority of time due to 
various constraints, especially the limited field of 
view. Let’s consider them and apply to the scena-
rio.

1. The target should be bright enough to be ob-
served:
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where A is the target’s cross-section in motion 
direction;  is the target’s albedo; i is the angle 
of the i-th sensor, adjacent to the solar phase angle 
(sun-target-sensor); Ri is the distance from the i-th 
sensor to the target; mmax is the maximal detectable 
magnitude

2. Optical sensors should be oriented along with 
the sun:

 
0cos .i    (13)

3. Sensors and target should be in the direct 
sight line above the Earth’s atmosphere:

 
   2 22 2 ,i ir R h r R h R         (14)

where ri and r are the absolute values of the radius-
vectors of i-th sensor and target respectively; 
h 100 km is the Earth’s atmosphere thickness.

4. Limit of the optical sensor is represented 
by the sight cone with Full Width Half Maximum 
(FWHM) of the sensor. Thus, the target should be 
inside this cone:
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where Ri is the vector from sensor to target; econe is 
the normalized vector, defining cone’s axis.

Applying constraints (12)–(15) drastically de-
creases the amount of time when target debris is 
detectable from satellites optical sensors configu-
ration.

Simulations

We now consider the simulations for all config-
urations of the satellites with optical sensors with 
following parameters: measurement period T 1 s, 
cone angle FWHM 10, measurement error 
meas 5 arcsec, maximal detectable magnitude 
mmax 18. Orbit parameters are represented in the 
section “Mission design”.

An average detectable target debris is given fol-
lowing parameters: albedo  0.3, cross-section 
A 0.01 m2, velocity error v 10–4 m/s, acceler-
ation error a 10–6 m/s2. The orbit is chosen as 
the common debris-polluted LEO with parameters: 
SMA atarg 7177 km, eccentricity etarg 10–6, in-
clination itarg 85.4, RAAN targ 136.6, AOP 
targ 0, TA vtarg 300.

  Table 2. RMSE of the target debris position for sensor 
configurations with  = 1 km

Config-

uration

Number 

of 

satel-

lites

RMSE, m

t 50 s t 100 s t 200 s t 300 s

Train
2 1200 1050 280 200

3 1070 730 220 190

GCO
2 1150 1000 380 200

3 1100 700 220 160

Tetra-
hedron

4 820 660 210 200
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  Table 3. RMSE of the target debris position for sensor 
configurations with = 5 km

Configu-

ration

Number 

of 

satel-

lites

RMSE, m

t 50 s t 100 s t 200 s t 300 s

Train
2 1300 970 300 180

3 1080 900 300 170

GCO
2 1200 920 230 210

3 900 550 220 170

Tetra-
hedron

4 800 790 230 170

0 4000 8000 12000 16000
s

0 4000 8000 12000 16000
s

0 4000 8000 12000 16000
s

0 4000 8000 12000 16000
s

0 4000 8000 12000 16000
s

0 4000 8000 12000 16000
s

0 4000 8000 12000 16000
s

0 4000 8000 12000 16000
s

0

200

400

600

800

1000

1200

m

0

200

400

600

800

1000

1200

m

0

200

400

600

800

1000

1200

m

0

200

400

600

800

1000

1200

m

m
m

m
m

X Y Z

0

200

400

600

800

1000

1200

200

400

600

800

1000

1200

200

400

600

800

1000

1200

200

400

600

800

1000

1200

a)

b)

c)

d)

  Table 4. RMSE of the target debris position for sensor 
configurations with  = 10 km

Configu-

ration

Number 

of 

satel-

lites

RMSE, m

t 50 s t 100 s t 200 s t 300 s

Train
2 1250 1050 360 200

3 1110 820 300 190

GCO
2 1310 1100 260 180

3 980 680 260 170

Tetra-
hedron

4 990 720 340 220

  Fig. 3. RMSE of the target debris position determination vs time on orbit from 2 (left) and 3 (on right) optical sensors 
within satellites in GCO configuration with  = 1 km and measurement time of t = 50 s (a); t = 100 s (b); t = 200 s (c); 
t = 300 s (d)
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Simulations are held for N 18 000 timesteps, 
with initial state covariance matrix for Extended 
Information Filter

 
0 0 0 0 0 0

2 2 2 2 2 2
0 ( , , , , , ),r r r v v v      P diag  

where 
0

10r   km and 
0

10v   m/s. Initial state 
of the state-space vector X0 coincides with the true 
value of this vector (that’s why the initial error 
on the graphs will be 0). Simulations are repeated 
M 200 times to calculate the round mean-squared 
error (RMSE) of the estimated position of the target 
debris.

The result of all simulations can be seen in ta-
bles 2–4. RMSEs are taken for each projection of 
the radius-vector of the target. It’s clear, that’s the 
biggest error is located in the Z-coordinate of the 
target position in all cases. Thus, we are putting it 
in the tables as the most appropriate one to show the 
effectiveness of the filter.

The example of RMSE simulations is given on 
Fig. 3, a–d.

Conclusions from these simulations are follow-
ing:

1. The time of measurement dramatically de-
crease the error of the position determination for 
any sensors configuration in any size. For instance, 
the error for t 50 s can reach up to 1.3 km, while 
at t 300 s the error decreases to 160 m.

2. An amount of satellites also decreases the 
error of position estimation. So, for 2 satellites in 
small times of measurement RMSEs are actual-
ly worst. The situation flattens out as the time of 
observation increases — for times of 300 s errors 
for all different number of satellites are basically 
same, near 180 m.

3. The type configuration seems to have rather 
low impact on the RMSE of the target position de-
termination, but the results of simulations imply 
that GCO type of formation gives better results 
than the train type. Tetrahedral sensor composi-
tion is actually incomparable with that of GCO and 
train because of the different amount of satellites in 
those groups, but since this configuration is direct 
extension of GCO on the 4-point measurement sys-

tem, we can claim that the tetrahedral formation is 
the best fit for our purposes. Thus, we recommend 
to use tetrahedral configuration in the problem of 
short-arc tracking of target debris.

Conclusions

The problem of space debris detection is highly 
relevant and focused by the modern community of 
researchers and engineers. One of the high prior-
ity problems in this area is to determine the orbit 
of the passing by piece of space debris with short-
track measurements from the multipoint forma-
tion of the optical sensors, located in the group 
of satellites mainly on the sun-synchronous orbit. 
We managed to construct viable configurations 
for these sensors and compare the effectiveness in 
scenarios with different number of points of view 
(satellites) and measurement times. We implement-
ed the extended information filter to make the sim-
ulations of the measurement of the target position 
by several optical sensors and calculated respective 
round mean-squared errors. The error diminish-
es when the number of sensors increases and also 
when the time of continuous measurement grows. 
The most important part is actually that the GCO 
configuration outstrips the train one in cases of 2 
and 3 observation points, which means that the tet-
rahedral configuration, which is natural extension 
of GCO onto the case of 4 satellites, is the best use-
case for determining the target debris orbit using 
short-arc optical measurements. The next step of 
this research is to collect enough statistics on the 
performance of this filter and configuration on the 
different orbits, different from sun-synchronous, 
and test whether it will be good enough without con-
stant position near the terminator. The undeniable 
advantage of such research would be full coverage 
of LEO debris.

Financial support

The reported study was funded by RFBR, pro-
ject 19-38-90278.

References

1. Kessler D. J., Cour-Palais B. G. Collision frequency of 

artificial satellites: the creation of a debris belt. J. 
Geophys. Res., 1978, vol. 83, A6, pp. 2637–2646. 

doi:10.1029/JA083iA06p02637

2. Oltrogge D. L., Alfano S. The technical challenges of 

better Space Situational Awareness and Space Traffic 

Management. Journal of Space Safety Engineering, 

2019, vol. 6, iss. 2, pp. 72–79. doi:10.1016/j.jsse.

2019.05.004

3. Felicetti L., Emami M. R. A multi-spacecraft forma-

tion approach to space debris surveillance. Acta As-
tronautica, 2016, vol. 127, pp. 491–504. doi:10.1016/j.

actaastro.2016.05.040

4. Flohrer T., Krag H., Klinkrad H., Schildknecht T. 

Feasibility of performing space surveillance tasks 

with a proposed space-based optical architecture, Ad-



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 4, 2021 45

ИНФОРМАЦИОННО-УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ

vances in Space Research, 2011, vol. 47, iss. 6, 

pp. 1029–1042. doi:10.1016/j.asr.2010.11.021

5. Jianli Du, Xiangxu Lei, Jizhang Sang. A space sur-

veillance satellite for cataloging high-altitude small 

debris. Acta Astronautica, 2019, vol. 157, pp. 268–

275. doi:10.1016/j.actaastro.2019.01.003

6. Bin Li, Jizhang Sang, Junyu Chen. Achievable orbit 

determination and prediction accuracy using short-

arc space-based observations of space debris. Advanc-
es in Space Research, 2018, vol. 62, iss. 11, pp. 3065–

3077. doi:10.1016/j.asr.2018.08.038

7. Ansalone L., Curti F. A genetic algorithm for ini-

tial orbit determination from a too short arc optical 

observation. Advances in Space Research, 2013, 

vol. 52, no. 3, pp. 477–489. doi:10.1016/j.asr.

2013.04.004

8. Sciré G., Santoni F., and Piergentili F. Analysis of or-

bit determination for space based optical space sur-

veillance systems. Advances in Space Research, 2015, 

vol. 56, no. 3, pp. 421–428. doi:10.1016/j.

asr.2015.02.031

9. Felicetti L., Emami M. R. Attitude coordination of 

multiple spacecraft for space debris surveillance. Ad-
vances in Space Research, 2017, vol. 59, no. 5, 

pp. 1270–1288. doi:10.1016/j.asr.2016.12.012

10. Afanasev A., Shavin M., Ivanov A., Pritykin D. Tet-

rahedral satellite formation: Geomagnetic measure-

ments exchange and interpolation. Advances in Space 
Research, 2021, vol. 67, iss. 10, pp. 3294–3307. 

doi:10.1016/j.asr.2021.02.012

11. Jia B., Pham K. D., Blasch E., Shen D., Wang Z., and 

Chen G. Cooperative space object tracking using 

space-based optical sensors via consensus-based fil-

ters. IEEE Transactions on Aerospace and Electronic 
Systems, 1936, vol. 52, no. 4, pp. 1908–2016. 

doi:10.1109/TAES.2016.140506

12. Sharma J. Space-based visible space surveillance per-

formance. Journal of Guidance, Control, and Dynam-

ics, 2000, vol. 23, no. 1, pp. 153–158. doi:10.

2514/2.4503

13. Du J., Chen J., Li B., and Sang J. Tentative design of 

SBSS constellations for LEO debris catalog mainte-

nance. Acta Astronautica, 2019, vol. 155, pp. 379–

388. doi:10.1016/j.actaastro.2018.06.054

14. Biktimirov S., Ivanov D., Sadretdinov T., Omran B., 

Pritykin D. A multi-satellite mission to illuminate 

the earth: Formation control based on impulsive 

maneuvers. Advances in the Astronautical Sciences, 

2020, vol. 173, pp. 463–474.

15. Ivanov D., Biktimirov S., et al. Writing with sun-

light: cubesat formation control using aerodynamic 

forces. Proceedings of the International Astronauti-
cal Congress, IAC 2019, October, 2019.

16. Battin R. H. An Introduction to the Mathematics and 
Methods of Astrodynamics. AIAA, 1999.

17. Stokes G. H., Braun C. V., Sridharan R., and Sharma J. 

The space-based visible program. Lincoln Laboratory 
Journal, 1998, vol. 11, no. 2, pp. 205–238. doi:10.

2514/6.2000-5334

18. Jia B., Ming X., and Cheng Y. Multiple sensor estima-

tion using the sparse Gauss — Hermite quadrature 

information filter. 2012 American Control Conference 
(ACC), Montreal, QC, Canada, June 2012, pp. 5544–

5549, doi:10.1109/ACC.2012.6315385

19. Chang L., Qin F., Li A., and Hu B. Unscented type 

Kalman filter: limitation and combination. IET Sig-
nal Processing, 2013, vol. 7, no. 3, pp. 167–176. 

doi:10.1049/iet-spr.2012.0330

20. Wang Y., Zheng W., Sun S., and Li L. Robust infor-

mation filter based on maximum correntropy criteri-

on. Journal of Guidance, Control, and Dynamics, 

2016, vol. 39, no. 5, pp. 1126– 1131. doi:10.2514/1.

G001576

21. Simon D. Optimal State Estimation: Kalman, H In-
finity, and Nonlinear Approaches. John Wiley and 

Sons, 2006. 552 p.

УДК 629.783 

doi:10.31799/1684-8853-2021-4-37-46

Архитектура формаций кубсатов для наблюдения за малым космическим мусором и определения его орбиты

А. А. Афанасьева, аспирант, orcid.org/0000-0001-7503-9696, anton.afanasev@skoltech.ru

Ш. Н. Биктимирова, аспирант, orcid.org/0000-0003-0969-0944
аСколковский институт науки и технологий, Большой б-р, 30, стр. 1, Москва, 121205, РФ 

Введение: спутники с сенсорами, которые встречают мусор, не могут отслеживать его на всей орбите из-за естественных огра-
ничений оптических датчиков: поля зрения, затмения Земли, освещенности Солнцем. К тому же время непрерывных наблюдений 
обычно очень невелико. В связи с этим представляется актуальным создание наиболее эффективной конфигурации оптических 
датчиков для обеспечения отслеживания короткой дуги орбиты целевого куска мусора с использованием масштабируемого обоб-
щенного информационного фильтра. Цель: определить наилучший сценарий отслеживания орбиты космического мусора по ко-
роткой дуге с использованием многоточечных оптических датчиков. Результаты: выявлены оптимальные конфигурации группы 
спутников с оптическими датчиками, движущихся по солнечно-синхронной орбите. Смоделирован процесс определения орбиты 
мусора с помощью расширенного информационного фильтра с использованием измерений от многоточечных датчиков и вычисле-
ны среднеквадратические ошибки местоположения цели. На основе результатов моделирования для различных конфигураций, 
межспутниковых расстояний и времени измерения найден наиболее надежный сценарий из четырех спутников в тетраэдральной 
конфигурации, который рекомендуется использовать на практике отслеживания мусора по короткой дуге.

Ключевые слова — космический мусор, слежение на короткой дуге, солнечно-синхронная орбита, относительное движение, 
обобщенный информационный фильтр.
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Введение: в области поддержки принятия решений практика использования информации, оставленной пользовате-
лями в виде цифровых следов, пока не является широко распространенной. Ранее авторами данной работы была пред-
ложена концепция интеллектуальной поддержки принятия решений на основе модели жизни пользователя в цифровой 
среде для формирования рекомендаций. Задачами описываемых исследований является создание базового сценария, 
реализующего эту концепцию, и подхода к формированию групп пользователей с однотипными предпочтениями и по-
ведением при принятии решений. Цель: прогнозирование рекомендательных решений на основе информации, которая 
содержится в цифровых следах пользователей. Результаты: разработаны 1) базовый сценарий интеллектуальной под-
держки принятия решений на основе модели жизни пользователя в цифровой среде, предназначенный для рекоменда-
ции пользователю решения на основе знаний о его типе как лица, принимающего решения, о задаче принятия решений и 
проблемной области, и 2) подход к формированию групп пользователей с однотипными предпочтениями и поведением 
при принятии решений на основе информации о сегментах пользователей, о правилах поведенческой сегментации и о 
действиях, представленных в моделях жизни пользователей в цифровой среде. Практическая значимость: результаты 
исследований целесообразно использовать при построении современных рекомендующих систем, в которых заклады-
ваются требования к отслеживанию цифровых следов.

Ключевые слова — поддержка принятия решений, цифровые следы, модель жизни пользователя в цифровой сре-
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Введение

Использование информации, оставленной 
пользователями в виде цифровых следов, стано-
вится обычной практикой современных инфор-
мационных систем. Для систем поддержки при-
нятия решений (СППР) такая информация пре-
доставляет возможности и может быть основой 
для формирования прогностических решений 
[1–3]. Однако выполненный авторами данной 
работы анализ проектов и моделей, в которых 
используется концепция жизни человека в циф-
ровой среде, показал, что широкого применения 
в СППР эта концепция пока не нашла [4]. В дан-
ной работе жизнь человека в цифровой среде по-
нимается в соответствии с определением, кото-
рое предложено в работе Digital Era Framework 
(«Концепция цифровой эры») [5]. Опираясь на эту 
работу, термин «жизнь человека в цифровой сре-
де» можно сопоставить с термином “digital life” 
(«цифровая жизнь») и определить как способ су-

ществования, при котором цифровые технологии 
являются неотъемлемой частью всех аспектов 
жизни.

В работе предлагается подход, нацеленный на 
формирование рекомендательных решений на ос-
нове информации, которая содержится в цифро-
вых следах пользователей. Неструктурированный 
контент цифровых следов систематизируется при 
помощи модели жизни пользователя в цифровой 
среде. Для работы представляет интерес аспект 
жизни, связанный с задачей принятия решений. 
В СППР модель жизни пользователя в цифровой 
среде служит источником информации для полу-
чения представления о задаче принятия реше-
ний, проблемной области, поведении пользовате-
лей, принятых ими решениях и для формирова-
ния групп пользователей с однотипными предпо-
чтениями и поведением при принятии решений. 
Предпочтения и поведение групп пользователей 
описываются обобщенным паттерном группы. 
Для пользователя, обратившегося к СППР, опре-
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деляется группа, к которой он принадлежит, и на 
основе предпочтений пользователей этой группы 
и ранее принятых ими решений формируется 
решение, рекомендуемое в текущей ситуации. 
Задача принадлежности пользователя группе ре-
шается онтологической машиной вывода как за-
дача классификации [6–8].

Основными задачами исследований, представ-
ленных в данной работе, являются разработка 
базового сценария интеллектуальной поддерж-
ки принятия решений на основе модели жизни 
пользователя в цифровой среде и подхода к фор-
мированию групп пользователей с однотипными 
предпочтениями и поведением при принятии ре-
шений.

Концептуальная модель интеллектуальной 
поддержки принятия решений 
на основе модели жизни пользователя 
в цифровой среде

Концептуальная модель интеллектуальной 
поддержки принятия решений на основе моде-
ли жизни пользователя в цифровой среде (рис. 1) 
предназначена для рекомендации решения, кото-
рое пользователь принял бы в текущей ситуации 
(контексте). Основными блоками концептуаль-

ной модели являются профиль пользователя, мо-
дель жизни пользователя в цифровой среде, обоб-
щенный паттерн пользователей с однотипными 
предпочтениями и поведением при принятии 
решений, онтология лица, принимающего реше-
ния (ЛПР), и контекст [4].

Профиль пользователя содержит инфор-
мацию о его контекстно-зависимых и контек-
стно-независимых характеристиках [9]. Модель 
жизни пользователя в цифровой среде являет-
ся комплексным формализованным описанием 
действий пользователя при его взаимодействии 
с различными сайтами, информационными сре-
дами и системами в целях решения интересую-
щих его задач. Информация, входящая в дан-
ную модель, либо явно содержится в цифровых 
следах, либо выявляется из них специальными 
методами. Обобщенный паттерн — это формаль-
ное экстенсиональное описание группы пользо-
вателей, отличающихся однотипными поведе-
нием при принятии решений и предпочтениями. 
Онтология ЛПР формализует аксиомы, на осно-
вании которых может быть решена задача клас-
сификации для определения, какому типу ЛПР 
принадлежит пользователь. Контекст представ-
ляет информацию, которая характеризует поль-
зователя и решаемую задачу. Он складывается 
из информации о типе пользователя как ЛПР, его 
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 Рис. 1. Концептуальная модель интеллектуальной поддержки принятия решений на основе модели жизни поль-
зователя в цифровой среде [4]

 Fig. 1. Conceptual framework of intelligent decision support based on model of user digital life [4]
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предпочтениях, задаче принятия решений и про-
блемной области, к которой относится задача. 

Интеллектуальная поддержка принятия ре-
шений согласно концептуальной модели осу-
ществляется следующим образом. Когда пользо-
ватель сталкивается с задачей принятия реше-
ний, информация об этой задаче и проблемной 
области передается из модели жизни пользо-
вателя в цифровой среде в модель контекста. 
Информация о пользователе из его профиля пере-
дается в онтологию ЛПР, и там определяется, ка-
кому типу ЛПР принадлежит данный пользова-
тель в рассматриваемом контексте. На основании 
соответствий между типом ЛПР и обобщенными 
паттернами выбирается обобщенный паттерн GP 
и на основе информации о предпочтениях груп-
пы, описываемой этим паттерном, определяются 
предпочтения данного пользователя. Эти пред-
почтения также передаются в модель контекста. 
Контекстная информация и информация о реше-
ниях пользователей, описываемых обобщенным 
паттерном GP, являются основанием для фор-
мирования решения, которое активный пользо-
ватель принял бы в рассматриваемом контексте. 
Решения пользователей представлены в моделях 
их жизни в цифровой среде. 

Разработка базового сценария 
интеллектуальной поддержки принятия 
решений на основе модели жизни 
пользователя в цифровой среде

Для разработки базового сценария требуется 
идентифицировать процессы, которые должна 
поддерживать СППР, чтобы реализовать зало-
женную в концептуальной модели функциональ-
ность, и определить последовательность инфор-
мационного взаимодействия блоков концепту-
альной модели при выполнении этих процессов. 

Определение последовательности 
информационного взаимодействия блоков 
концептуальной модели

Исходными данными для рассматриваемой 
задачи являются:

— профиль пользователя (PU): 

_ , _ ( ) ,PU User_ID, P out P in C

 
 _ ( ) ( ) ( ),cP in C P C Pr C    (1 )

где User_ID — уникальное имя пользователя; 
P_out — множество контекстно-независимых ха-
рактеристик пользователя; P_in(C) — множество 
контекстно-зависимых характеристик пользо-
вателя в контексте C(T); Pc(C) — прочие контек-
стно-зависимые характеристики (текущее место-

положение пользователя, время в зоне этого ме-
стоположения и др.); Pr(C) — множество предпо-
чтений пользователя в контексте C(T); T — пери-
од существования контекста C;

— модель жизни пользователя в цифровой 
 среде (DL): 
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   03   , , ,a a nR Action t t Problem t t     (2)

где Problem — вид решаемой пользователем за-
дачи; t0 — время начала решения задачи; tn — 
время принятия решения; Domain — проблем-
ная область, которой принадлежит задача; 

  ,a aAction t t   — действие, выполняемое на ин-

тервале  ,a at t    0   , ,a a a a nt t t t t t       в процес-

се решения задачи Problem; Decision — принятое 
решение;

— обобщенный паттерн группы пользовате-
лей с однотипными предпочтениями и поведени-
ем при принятии решений (GP):

 
   , _ , ,g gGP group behaviour type Pr   (3)

где group — группа пользователей; behaviour_
typeg — вид поведения, типичный для пользова-
телей группы group; Prg — множество предпочте-
ний, типичных для пользователей группы group;

— онтология ЛПР (ODM):

   , , ,DMO Cl Rel A  _ ,oCl Cl DM Type   

 _ ,o DM TypeA A A   
 (4)

где Cl — множество классов онтологии; Rel — мно-
жество отношений между классами (RelCl  Сl); 
DM_Type — класс, представляющий типы ЛПР; 
Сlo Cl\DM_Type; A — множество аксиом; 
ADM_Type — множество аксиом, которые специфи-
цируют принадлежность ЛПР типам, представ-
ленным в классе DM_Type; Ao A\ADM_Type;

— множество отображений между типа-
ми ЛПР и группами пользователей с однотип-
ными предпочтениями и поведением: DM_
Typegroup;

— модель контекста (C):
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_ _ ,user ID User ID   ,domain T Domain

  ,problem T Problem   ,uPr T Pr

 4 ,R domain T Pr    (5)

где T[t0, tn); Pru(T) — множество предпочтений 
пользователя в контексте C(T); Pr — множество 
предпочтений в проблемной области domain(T).

Требуется определить последовательность ин-
формационного взаимодействия блоков концеп-
туальной модели, которая позволяет реализовать 
предполагаемую моделью функциональность 

СППР. В соответствии с этой последовательностью 
требуется разработать базовый сценарий интеллек-
туальной поддержки принятия решений на основе 
модели жизни пользователя в цифровой среде.

Концептуальная модель интеллектуальной 
поддержки принятия решений на основе модели 
жизни пользователя в цифровой среде предпола-
гает следующие процессы:

— обращение пользователя к сайту, сервису 
или информационной системе с задачей;

— запоминание действий, выполняемых поль-
зователем, в цифровых следах (процесс выполня-
ется автоматически);

Обращение к системе
Цифровые

следы

Конкретизация модели

жизни пользователя

информацией из

цифровых следов

Профиль
пользователя

время,

действия пользователя

Цифровые
следы

t, problem(t), domain,

action(t–, t+)

t, problem(t), domain,

action(t–, t+)

P_in, P_out Определение типа

пользователя как ЛПР

Обращение к системе
Профиль

пользователя
User_ID

Обращение к системе
Профиль

Модель жизни
пользователя

в цифровой среде

Модель жизни
пользователя

в цифровой среде

пользователя
problem(t), domain problem(t), domain

Онтология ЛПР
user_type(t)

Обобщенный
паттерн

Определение

предпочтений

пользователя

Пользователь

Pru(t)

user_type(t)

Модель
контекста

Формирование

контекста

Профиль
пользователя

user_type(t), Pru(t)

Модель

User_ID, t, user_type(t),
problem(t), domain, Pru(t)

Формирование

рекомендаций

контекста

рекомендация

Обращение к системе
Формирование

контекста

User_ID

Онтология ЛПР

Пользователь
действия пользователя

Пользователь
действия пользователя

Пользователь
действия пользователя

user_type(t)

Decision(C)

Формирование

рекомендаций

Обобщенный
паттерн

user_type(t) user_type(t)

User_ID, T, user_type(T),

problem(T), domain(T), Pru(T)

Модель жизни

пользователей

группы 

в цифровой среде

Модель жизни

пользователей

группы 

в цифровой среде

 Рис. 2.  Входные и выходные информационные потоки в СППР 

 Fig. 2. Input & output information flows in decision support system
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— конкретизация модели жизни пользовате-
ля информацией из цифровых следов (время об-
ращения и выполнения действий, выполняемые 
действия, вид решаемой задачи, проблемная об-
ласть);

— определение типа пользователя как ЛПР;
— определение предпочтений пользователя;
— формирование контекста;
— формирование рекомендаций.
Входные и выходные информационные по-

токи между блоками концептуальной модели и 
перечисленными выше процессами показаны 
на рис. 2 (блоки, представляющие процессы, на 
рисунке обведены двойными линиями). На осно-
вании этих информационных потоков определе-
ны информационные потоки между основными 
блоками концептуальной модели (рис. 3). Обмен 
информацией между этими блоками происходит 
следующим образом.

Когда пользователь сталкивается с задачей 
принятия решений, он обращается к сайту, серви-
су или информационной системе с этой задачей. 
Уникальный идентификатор пользователя (User_

ID) передается в модель контекста, и устанавли-
вается связь с профилем данного пользователя 
(профиль привязан к идентификатору). В цифро-
вых следах пользователя появляется информа-
ция о времени его обращения к системе (t) и о вы-
полняемых им действиях (action(t–, t+)) (фиксиру-
ется время начала и окончания выполнения каж-
дого действия). Информация о действиях пользо-
вателя включает в себя информацию о решаемой 
задаче (задаче принятия решений) (problem(t)) и 
проблемной области (domain). Вся информация, 
связанная с действиями action(t–, t+), заносится 
в модель жизни пользователя в цифровой среде. 
Процесс выявления информации о задаче и про-
блемной области не предполагается концептуаль-
ной моделью. Предопределено, что модель жизни 
пользователя содержит требуемую информацию. 

Из модели жизни пользователя в цифровой 
среде информация о задаче и проблемной области 
передается в его профиль для связи контекстно-
зависимых характеристик пользователя с кон-
текстом, который создается в концептуальной 
модели.

Модель жизни
пользователя

в цифровой среде

Пользователь

Модель
контекста

Профиль
пользователя

Онтология ЛПР

Обобщенный
паттерн

Цифровые следы

Вход 1: t, problem(t), domain, action(t , t+– )

Выход 1: действия, задача

Выход 3: P_in(C), P_out(C)

Выход 4: user_type(t)

Выход 5: Pru (t)

Выход 2: t, problem(t), domain

Выход 4: user_type(t)

Вход 2: user_type(t), Pru (t)

Рекомендация
Выход 7: С(T)

Выход 8: decision(tn)

Выход 1: User_ID

Выход 1: User_ID

Выход 8: decision(tn)

Выход 8: decision(tn)

Вход 3: decision(C)

Выход 2:

t, problem(t), domain

Выход 3: Pru (t)

Выход 3: user_type(t), Pru (t)

 Рис. 3.  Информационные потоки между основными блоками концептуальной модели интеллектуальной под-
держки принятия решений

 Fig. 3. Information flows between main blocks of conceptual framework of intelligent decision support based on mod-
el of user digital life
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Передача информации из профиля пользовате-
ля зависит от того, какая именно информация там 
представлена. Если есть информация о типе поль-
зователя (user_type(t)) и его предпочтениях (Pru(t)), 
то эта информация передается в модель контекста. 
Если нет информации о типе пользователя (вне за-
висимости от наличия информации о предпочтени-
ях), то передаются значения его контекстно-зависи-
мых (P_in(C)) и контекстно-независимых (P_out(C))

характеристик в онтологию ЛПР. Если есть ин-
формация о типе пользователя, но неизвестны его 
предпочтения, то тип пользователя отображается 
в обобщенный паттерн. На рис. 3 указанные аль-
тернативы представлены блоком суммирования, 
который обозначает альтернативные варианты 
передачи информации в модель контекста (вход 2): 
из профиля пользователя (выход 3), онтологии 
ЛПР (выход 4) или обобщенного паттерна (выход 5).

Цель: получение представления о задаче принятия решений

Входные данные: модель жизни пользователя в цифровой
среде

Выходные данные: тип задачи принятия решений,
формальная постановка задачи, проблемная область

1. Пользователь

столкнулся с задачей

принятия решений

2. Получение

представления

о пользователе

Цель: онтологическая аксиоматизация представления
о пользователе

Входные данные: проблемная область, характеристики
пользователя, представленные в его профиле

Выходные данные: утверждения об индивидах

Цель: определение типа пользователя как ЛПР

Входные данные: утверждения об индивидах

Выходные данные: тип пользователя как ЛПР

3. Решение задачи

классификации

4. Выбор группы

пользователей, которая 

соответствует типу ЛПР

активного пользователя 

Цель: определение группы, объединяющей пользователей,
которые обладают таким же поведением при принятии
решений, как и активный пользователь

Входные данные: тип пользователя как ЛПР

Выходные данные: группа пользователей с однотипным
поведением, обобщенный паттерн группы пользователей

5. Формирование

контекста

как ЛПР, предпочтения пользователя

Цель: заполнение профиля пользователя уточненной
информацией о нем

Входные данные: проблемная область, тип пользователя

Цель: определение предпочтений пользователя в текущей
ситуации (контексте) и формирование контекста

Входные данные: проблемная область, тип пользователя как
ЛПР, обобщенный паттерн группы пользователей

Выходные данные: предпочтения пользователя в контексте,
контекст

6. Уточнение

представления

о пользователе Выходные данные: значения соответствующих
характеристик в профиле пользователя для
рассматриваемой проблемной области

7. Фомирование

рекомендации

Цель: формирование решения, которое пользователь принял
бы в текущей ситуации (контексте)

Входные данные: контекстная информация

Выходные данные: рекомендуемое решение

 Рис. 4. Базовый сценарий интеллектуальной поддержки принятия решений

 Fig. 4. Basic scenario of intelligent decision support
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Из онтологии ЛПР информация о типе поль-
зователя (user_type(t)) передается в обобщенный 
паттерн и в модель контекста. Из обобщенного 
паттерна информация о предпочтениях пользо-
вателя (Pru(t)) передается в модель контекста. 
СППР формирует рекомендуемое решение (ре-
комендацию) на основании модели контекста и 
информации о решениях, принимаемых пользо-
вателями типа user_type(t), которые представле-
ны в моделях жизней пользователей этого типа 
(вход 3). Рекомендуемое решение предлагается 
пользователю, отображается в цифровых следах 
и в модели его жизни в цифровой среде.

Базовый сценарий
Базовый сценарий интеллектуальной под-

держки принятия решений на основе модели 
жизни пользователя в цифровой среде приведен 
на рис. 4. В сценарии представлены ситуации, об-
рабатываемые СППР с момента обращения поль-
зователя к системе до момента формирования ре-
комендаций. С точки зрения лица, получающего 
рекомендации, пользователь является ЛПР, так 
как он может принять или отклонить рекоменду-
емое решение. Рассматриваемые ситуации соот-
ветствуют этапам сценария. Для каждого этапа 
определены цель, входные данные и результаты 
(выходные данные).

Этап 1, когда пользователь столкнулся с за-
дачей принятия решений, связан с определением 
типа задачи принятия решений и проблемной об-
ласти, к которой относится данная задача. Как 
правило, тип задачи нетрудно идентифицировать 
в цифровых следах, в то время как для выявле-
ния информации о проблемной области могут по-
требоваться подходы к контекстуализации циф-
ровых следов (например, [10–13]). Такие подходы 
относятся к области обработки больших данных. 

Из цифровых следов тип задачи принятия 
решений и проблемной области заносится в мо-
дель жизни пользователя в цифровой среде 
(DL) (2). Базовый сценарий получает информа-
цию о задаче и проблемной области из этой моде-
ли. Поскольку процесс выявления информации 
о задаче и проблемной области не предполага-
ется концептуальной моделью, этап извлечения 
информации из цифровых следов в сценарии не 
предусмотрен.

Для того чтобы СППР могла обрабатывать за-
дачу, ее постановка должна быть представлена 
в виде, который «понятен» системе, т. е. в фор-
мальном виде. Формальная постановка задачи во 
многом зависит от технологии обработки задач, 
которая используется в системе. В данной работе 
речь идет об интеллектуальной поддержке при-
нятия решений, что предполагает использование 
базы знаний. Такие СППР при решении задач 
оперируют фактами, правилами и процедурами.

Применительно к вышеописанной концеп-
туальной модели интеллектуальной поддержки 
принятия решений задача должна быть пред-
ставлена в виде, согласующемся с онтологиче-
ским представлением. Это обусловлено тем, что 
в основе концептуальной модели лежат принци-
пы интеллектуальной поддержки принятия ре-
шений на основе моделей жизни пользователей 
в цифровой среде [4], в соответствии с которыми 
представление модели жизни пользователя (зада-
ча является частью этой модели) должно быть со-
вместимо с онтологической моделью знаний, ко-
торая используется в СППР. В онтолого-ориенти-
рованном виде задача описывается множеством 
фактов (аксиом) на одном из языков представле-
ния онтологий. Тип задачи принятия решений, 
ее формальная постановка и проблемная область, 
к которой относится данная задача, являются 
выходными данными первого этапа.

Этап получения представления о пользовате-
ле (этап 2) нацелен на выбор аксиом онтологии 
ЛПР, которые будут использоваться для вывода 
типа пользователя как ЛПР. Аксиомы онтоло-
гии могут быть представлены утверждениями и 
правилами. Аксиомы, которые описывают при-
надлежность пользователя типу ЛПР, оперируют 
знаниями, которые связаны с характеристиками 
пользователя. Полностью или частично значения 
этих характеристик представлены в профиле 
пользователя. Выбираются аксиомы, которые по-
сле подстановки в них значений характеристик 
из профиля становятся, пользуясь терминологи-
ей OWL, утверждениями об индивидах [14], ины-
ми словами, аксиомы, для которых есть значения 
характеристик пользователя в его профиле.

Утверждения об индивидах (или конкрети-
зированные аксиомы) являются входной ин-
формацией для этапа 3. Они используются для 
решения задачи классификации, в результате 
чего выводится тип пользователя как ЛПР — 
dmu (dmu  DM_Type).

Следует отметить, что так как некоторые ха-
рактеристики пользователя являются контек-
стно-зависимыми, то и тип пользователя стано-
вится контекстно-зависимым, при этом один и 
тот же пользователь в разных контекстах может 
быть отнесен к разным типам ЛПР.

Следующий этап (этап 4) связан с выбором 
группы пользователей, поведение которых при 
принятии решений можно рассматривать как 
сходное по типу с поведением пользователя, вза-
имодействующего с СППР (активного пользова-
теля). Такая группа определяется на основании 
отображения DM_Typegroup, из которого сле-
дует, что пользователь типа dmu  DM_Type при-
надлежит группе Gr (Grgroup). Результатом 
этапа является вид группы, которой принадле-
жит активный пользователь, и соответствующий 
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этой группе обобщенный паттерн поведения и 
предпочтений. 

На этапе 5 формируется контекст (5), ко-
торый представляет информацию о типе поль-
зователя как ЛПР, его предпочтениях, зада-
че принятия решений и проблемной области, 
к которой относится задача. Информация о 
задаче принятия решений и проблемной обла-
сти является результатом выполнения этапа 1. 
Информация о типе пользователя является ре-
зультатом выполнения этапа 3. На рассматри-
ваемом этапе определяются предпочтения поль-
зователя и создается контекст. Предпочтения 
пользователя соответствуют предпочтениям 
пользователей, образующих группу Gr, и опи-
саны в обобщенном паттерне этой группы. 
Модель контекста (5), которая конкретизирова-
на перечисленной информацией, является ре-
зультатом этапа 5.

На этапе 6 информация о пользователе, выяв-
ленная на различных этапах базового сценария 
интеллектуальной поддержки принятия реше-
ний, заносится в его профиль. Данная информа-
ция касается типа пользователя как ЛПР и его 
предпочтений применительно к конкретной про-
блемной области. 

Заключительный этап сценария (этап 7) свя-
зан с формированием решения, которое пользо-
ватель принял бы в текущей ситуации, т. е. в кон-
тексте, сформированном на этапе 5. На основа-
нии моделей жизней пользователей в цифровой 

среде, входящих в группу Gr, определяется, ка-
кие решения Decisionp (Decisionpproblem(T) 
 Decision) пользователи этой группы принима-
ли при рассмотрении задачи problem(T) в про-
блемной области domain(T), и формируется соот-
ветствующая рекомендация.

Базовый сценарий (см. рис. 4) описывает все 
этапы работы СППР. Однако ввиду наличия аль-
тернативных вариантов передачи информации 
в модель контекста (см. рис. 3) некоторые этапы 
могут не потребоваться. Необходимость выполне-
ния этапов зависит от информации, представлен-
ной в профиле пользователя, а именно от нали-
чия информации о его типе как ЛПР и его пред-
почтениях (рис. 5). Такая информация может со-
держаться в профиле, если:

— пользователь ранее обращался к СППР и 
тип данного пользователя и его предпочтения 
для данной проблемной области были сохранены 
системой в его профиле;

— профиль пользователя содержит информа-
цию о его предпочтениях применительно к рас-
сматриваемой проблемной области, выявленную 
различными сайтами, средами и системами, 
с которыми данный пользователь когда-либо вза-
имодействовал.

Для оценки базового сценария интеллекту-
альной поддержки принятия решений на основе 
модели жизни пользователя в цифровой среде ис-
пользовался сравнительный метод. Для сравне-
ния выбраны следующие подходы:

– есть информация

– нет информации

Тип 

Предпочтения 

4. Выбор группы

пользователей, которая 

соответствует типу ЛПР 

активного пользователя 

3. Решение задачи

классификации

5. Формирование

контекста

Состояние профиля 
пользователя 

Тип 

Этапы сценария

Тип 

Предпочтения 

Предпочтения 

\/ «ИЛИ»

2. Получение
представления

о пользователе  /\ « И»

/\

/\

Этапы 6, 7

 Рис. 5. Выполнение этапов в зависимости от состояния профиля пользователя

 Fig. 5. Phases depending on information available in user profile
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а) формирование рекомендаций без использо-
вания модели жизни пользователя в цифровой 
среде;

б) формирование рекомендаций на основе мо-
дели жизни пользователя в цифровой среде и 
обобщенных паттернов поведения и предпочте-
ний;

в) формирование рекомендаций на основе мо-
дели жизни пользователя в цифровой среде и он-
тологии ЛПР;

г) базовый сценарий: формирование рекомен-
даций на основе модели жизни пользователя 
в цифровой среде, обобщенных паттернов поведе-
ния и предпочтений, а также онтологии ЛПР.

В качестве критериев оценки использовались 
сложность процесса формирования рекоменда-
ции и качество решений. Сложность процесса 
формирования рекомендации оценивалась по-
средством оценки количества и сложности про-
цессов, требующихся для реализации базового 
сценария. Процессы, связанные с определением 
предпочтений пользователя, при оценке не учи-
тывались, поскольку отличительной особенно-
стью предлагаемого сценария для формирования 
персонализированных рекомендаций является 
учет типов поведения пользователя как ЛПР. 
Для оценки сложности процесса использовались 
константы 1, …, n, где i+1 > i (чем больше зна-
чение индекса у , тем сложнее процесс); n — ко-
личество используемых констант. При оценке ка-
чества решений использовалась относительная 
шкала оценок от низкого до хорошего.

Процессы, требующиеся для реализации базо-
вого сценария:

P1: определение вида задачи принятия реше-
ний и проблемной области;

P2: отслеживание выполняемых пользовате-
лем действий;

P3: архивирование принятых пользователем 
решений;

P4: формирование групп пользователей с одно-
типным поведением (и предпочтениями);

P5: определение типа пользователя как ЛПР;
P6: определение группы пользователей с одно-

типным поведением (и предпочтениями), к кото-
рой относится активный пользователь.

Оцениваемая сложность процессов в подходе 
«а»: сложность процесса P1 зависит от наличия 
в СППР классификатора видов задач (примени-
тельно к проблемным областям). Если классифи-
катор есть, то P1 2, в противном случае P15. 
Сложность остальных процессов оценивает-
ся следующим образом: P23; P3 1; P4 4 
(группы формируются из пользователей, когда-
либо обращавшихся к СППР); P5 4; P6 2. 
Подход обеспечивает хорошее качество решений 
для известных пользователей и известных задач, 
но низкое для нового пользователя в связи с от-

сутствием накопленных о нем данных. В целом 
качество этого подхода оценивается как ниже 
среднего.

Оцениваемая сложность процессов в подходе 
«б»: процессы P1, P2, P3, P4 не требуются; P5 5; 
P6 2. Подход обеспечивает одинаково хорошее 
качество решений как для известных и новых 
пользователей, так и для повторяющихся и но-
вых задач.

Оцениваемая сложность процессов в подхо-
де «в»: процессы P1, P2, P3 не требуются; P4 5; 
P5 2; P6 4. Подход обеспечивает хорошее ка-
чество решений при наличии однозначного соот-
ветствия между логически выведенным типом 
ЛПР и группой пользователей с однотипным по-
ведением и предпочтениями. В противном слу-
чае качество решений оценивается как среднее. 
В целом качество этого подхода оценивается как 
среднее.

Оцениваемая сложность процессов в подходе 
«г»: процессы P1, P2, P3, P4 не требуются; P5 2; 
P6 3. Подход обеспечивает одинаково хорошее 
качество решений как для известных и новых 
пользователей, так и для повторяющихся и но-
вых задач. 

Результаты сравнения подходов приведены 
в таблице. Из таблицы видно, что самая высокая 
сложность процесса формирования рекоменда-
ций в подходе «а». В то же время этот подход не 
гарантирует хорошего качества решений. Подход 
«б» обеспечивает хорошее качество решений при 
меньшей сложности процесса, чем подход «а». 
Подход «в» не является гарантией хорошего ка-
чества решений при достаточно высокой слож-
ности (меньше, чем в «а», но больше, чем в «б»). 
Подход «г» — базовый сценарий — обеспечивает 
хорошее качество решений, позволяя при этом 
уменьшить сложность процесса формирования 
рекомендаций.

  Сравнение подходов к реализации базового сцена-
рия

  Evaluation of approaches to the basic scenario 
implementation

Подход
Сложность процесса 

формирования рекомендаций

Качество 

решений

а
1 + 22 + 3 + 24 или 

1 + 2 + 3 + 24 + 5

Ниже 

среднего

б 2 +  5 Хорошее

в 2 + 4 + 5 Среднее

г (базовый 

сценарий)
2 + 3 Хорошее
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Формирование групп пользователей 
с однотипными предпочтениями 
и сценариями поведения

В концептуальной модели интеллектуальной 
поддержки принятия решений введено понятие 
группового паттерна поведения и предпочтений, 
которые типичны для группы пользователей 
GP (3). Источниками информации для выявле-
ния таких групп являются модели жизни поль-
зователей в цифровой среде DL (2). 

В качестве основы для определения видов 
групп пользователей с однотипными предпочте-
ниями и поведением предлагается использовать 
виды сегментов пользователей на основе их по-
ведения, которые выделяются в различных про-
блемных областях, а также правила, применяе-
мые для определения принадлежности пользова-
телей этим сегментам (рис. 6). Поскольку в раз-
личных проблемных областях интерес представ-
ляют различные поведенческие типы пользовате-
лей, в каждой проблемной области используются 
собственные способы и правила сегментации [15]. 
Например, сегменты пользователей в области 
электронной торговли соответствуют различным 
типам покупателей (осторожные, рациональные, 
зависимые и т. д.), сегменты пользователей в об-
ласти туризма соответствуют различным типам 
туристов (нацеленные на развлечения, деловой 
туризм, приверженцы определенных культур-
ных центров и т. д.). 

Выявленные правила сегментации приводят-
ся к общему виду, который выбирается разработ-
чиками системы. Основные требования, предъ-
являемые к виду правил: а) правила осущест-
вляют логический вывод на основе информации, 
которая может быть предоставлена моделями 
жизни пользователей в цифровой среде; б) прави-
ла семантически совместимы с онтологией ЛПР. 
Последнее требование связано с тем, что совме-
стимость позволяет пополнять онтологию новы-
ми знаниями, полученными в ходе логического 
вывода. В частности, уточнять классификацию 
типов ЛПР. Примерами правил, удовлетворя-
ющих перечисленным требованиям, являются 
RuleML (Rule Markup Language) [16], RIF (Rule 
Interchange Format) [17], SWRL (Semantic Web 
Rule Language) [18] и др. [19]. 

Работа по идентификации видов сегментов, 
извлечению правил сегментации и их преобразо-
ванию выполняется экспертами. 

Применение правил сегментации к действиям 
пользователя, которые представлены в модели его 

жизни в цифровой среде    , ,a aAction t t   позво-

ляет получить группы пользователей с однотип-
ным поведением и предпочтениями в заданной 

проблемной области. Действия   , ,a aAction t t   

Выбор проблемной области

Идентификация видов сегментов 

пользователей на основе их поведения

Идентификация правил поведенческой 
сегментации

Заполнение правил значениями из моделей 

жизни пользователей в цифровой среде

Формирование групп пользователей

Преобразование правил поведенческой 
сегментации в форму, поддерживаемую СППР

   Рис. 6. Схема формирования групп пользователей 
с однотипными предпочтениями и сценариями пове-
дения

  Fig. 6. Scheme of creation of groups of users with the 
same kinds of preferences and decision-making beha-
viour

помимо прочих, включают в себя действия, свя-
занные с указанием предпочитаемых критериев 
оценки альтернатив при выборе решения, т. е. 
с предпочтениями пользователя. 

С учетом вышеизложенного модель обобщен-
ного паттерна GP (3) дополняется информацией о 
проблемной области:


5 6

 

   

* , _

, , ,

_ ,g

g dr

ehaviour typeGP group behaviour type b

Pr Pr R R

 


 

5 _ ,R Domain Behaviour Type   

6 ,R Domain Pr 

где GP* — уточненная модель обобщенного пат-
терна GP; behaviour_type  Behaviour_Type, 
Behaviour_Type — множество сегментов на осно-
ве поведения пользователей в проблемной обла-
сти Domain; Prdr — множество предпочтений, ис-
пользуемых в правилах сегментации для опреде-
ления принадлежности пользователей сегментам 
Behaviour_Type.

Пример «Интеллектуальная поддержка 
принятия решений для рекомендации 
пользователю книги в библиотеке»

Пользователь u обращается в библиотеку.
Модель жизни пользователя u (DLu):
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User_ID  Alex
Problem(t0) Поиск(2020-11-19 19:55:16.057)
Domain Библиотека

  
 

 
2020-11-19 19:55:17.0648, 2020-11-19 19:55:17.926

2020-11-19 19:55:18.0256, 2020-11-19 19:55 

Progtamming in Java

:18.873

2020-11-19 9"  1

. . ,

, . . ,

. ."
a a

Press MenuItem Search

Action t t Chose Option Title

Enter Title

  

 :55:19.203, 2020-11-19 19:55:19.936

.

 
 
 
 
 

Интерпретация модели: 19 ноября 2020 года в 19:55 пользователь Alex обратился в библиотеку с за-
дачей поиска. Он выполнял следующие действия: выбрал пункт меню “Search” (искать), выбрал опцию 
“Title” (заголовок) и ввел название книги “Programming in Java”. На момент начала работы пользователя 
в библиотеке время принятия решения tn и само решение decision(tn) не известны.

Графический пример формальной постановки рассматриваемой задачи в онтолого-ориентированном 
виде на языке OWL [20] приведен на рис. 7. Изображение выполнено при помощи средства визуализа-
ции OWL-онтологий — VOWL (Visual Notation for OWL Ontologies) [21]. В используемой версии VOWL 
возможности для представления индивидов не предусмотрены, поэтому название книги на рисунке не 
показано.

Значения характеристик, которые представлены в профиле пользователя и могут быть подставлены 
в аксиомы онтологии: 

— род деятельности: библиотекарь; 
— количество анализируемых критериев: не более четырех;
— набор анализируемых критериев: предопределен;
— предпочитаемые годы публикаций: современные; 
— отношение предпочтения между формальными и содержательными критериями: формальные кри-

терии на 80 % предпочтительнее, чем содержательные.
Утверждения об индивидах, полученные после подстановки значений в аксиомы, классифицировали 

пользователя как принадлежащему типу ЛПР-аналитик на среднем количестве известных критериев 
с общим представлением содержимого. В онтологии этот тип представлен классом «Аналитик_B». В на-
стоящей статье сама онтология не приводится из-за ограниченного объема.

Для данного типа ЛПР в проблемной области «Библиотека» существуют отображения в различные 
группы пользователей, которые характеризуются однотипным поведением и предпочтениями. Для уста-
новки однозначного отображения требуется дополнительный вывод. Это достигается посредством при-
менения правил, которые связаны с полученным типом ЛПР. В частности, одним из таких правил яв-
ляется правило, что если в модели жизни пользователя есть действия, связанные с получением заказов 

  Р ис. 7. Онтолого-ориентированная постановка задачи поиска книги

  Fig. 7. Ontology-based representation for task of book search 
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на библиографию, или пользователь делится би-
блиографиями, то типу этого пользователя в рас-
сматриваемой проблемной области соответствует 
группа консультантов. На языке SWRL это пра-
вило представляется множеством правил R1–R3 
(данный язык не поддерживает операцию логи-
ческого «ИЛИ»):

R1: User(?u) ^ tracedAction(?x,?y)̂
Request(?y)̂ requestedItem(?y,?x)̂  
Bibliography(?z) -> User _ type(Консультант)

R2: User(?u) ^ tracedAction(?x,?y)̂
Send(?y)̂ sentItem(?y,?x)̂ Bibliography(?z)-> 
User _ type(Консультант)

R3: User(?u) ^ tracedAction(?x,?y)̂
Makes _ Shared(?y)̂ sharedItem(?y,?x)̂  
Bibliography(?z) -> User _ type(Консультант),

где tracedAction — отношение между клас-
сом Action (действий пользователя) и классами 
Request (запрос), Send (отправка) и Makes_Shared 
(делиться (чем-либо)); requestedItem — отноше-
ние между классом Request и объектом запро-
са, в рассматриваемом случае Bibliography (би-
блиография); sentItem — отношение между клас-
сом Send и объектом отправки (Bibliography); 
sharedItem — отношение между классом Makes_
Shared и объектом, к которому организован до-
ступ (Bibliography).

В модели жизни активного пользователя об-
наружены указанные действия, поэтому для 
него получено отображение: Аналитик_B
Консультант. Обобщенный паттерн группы lk:

GPlk (Консультант, behaviourlk, Prlk),

где behaviourlk — распространение библиогра-
фий; Prlk — множество предпочтений группы.

Чтобы не усложнять пример, множество пред-
почтений не раскрыто. Примерами предпочтений 
являются: при наличии переизданий предпочте-
ние отдается последнему; при наличии переводов 
предпочтение отдается переводу на язык кон-
сультанта; при поиске профильных публикаций 
предпочтение отдается профильным изданиям; 
при наличии электронных публикаций предпо-
чтение отдается бесплатным и т. п.

Информация о типе пользователя как ЛПР 
при поиске книг в библиотеке и его поведенче-
ских предпочтениях заносится в его профиль.

Контекст для задачи обращения пользователя 
в библиотеку:

C(T) (Alex, Аналитик_B(T), Библиотека(T),

 Поиск(T), Prlk(T)),

где T [2020-11-19 19:55:16.057, tc), tc — текущий 
момент времени в СППР.

Анализ моделей жизней пользователей груп-
пы Консультант показал, что они при поиске 
книги “Programming in Java” выбирали книгу: 

Java SE 9 : полное руководство: [пер. с англ.] / 
Герберт Шилдт. — Москва [и др.]: Вильямс, 
2018. — 1488 с. — Пер. изд.: Java SE 9 / Herbert 
Schildt. — 500 экз. — ISBN 978-5-6040043-6-4 
(в пер.). 

Указанная книга рекомендуется пользовате-
лю. Если бы в моделях жизней пользователей не 
нашлось решения для задачи поиска именно этой 
книги, то СППР предложила бы книгу, найден-
ную на основе предпочтений группы.

Если пользователь удовлетворен рекомен-
дацией, то предложенное решение появляется 
в цифровых следах и, соответственно, в модели 
его жизни в цифровой среде.

Заключение

Предложен базовый сценарий интеллекту-
альной поддержки принятия решений на основе 
моделей жизни пользователей в цифровой сре-
де, который реализует ранее предложенную ав-
торами данной работы концепцию интеллекту-
альной поддержки принятия решений на основе 
моделей жизни пользователей в цифровой среде. 
Эта концепция нацелена на формирование реко-
мендательных решений на основе информации, 
которая содержится в цифровых следах пользо-
вателей. Сценарий описывает ситуации, обраба-
тываемые СППР, с момента обращения пользо-
вателя к системе до момента формирования ре-
комендаций. Сценарий позволяет обрабатывать 
запросы с неполной информацией за счет учета 
предпочтений и анализа решений пользователей, 
которые имеют такой же тип поведения при при-
нятии решений и такие же предпочтения, как и 
активный пользователь. 

Предложен способ формирования групп поль-
зователей с однотипными поведением и предпо-
чтениями при принятии решений с использова-
нием информации о сегментах пользователей, 
созданных в различных проблемных областях на 
основе поведенческих признаков этих пользова-
телей, о правилах поведенческой сегментации и 
о действиях, представленных в моделях жизни 
пользователей в цифровой среде. 

Финансовая поддержка

Концептуальная модель, базовый сценарий ин-
теллектуальной поддержки принятия решений 
на основе моделей жизни пользователей в циф-
ровой среде, способ формирования групп пользо-
вателей с однотипными поведением и предпочте-
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ниями при принятии решений разрабатывались 
при финансовой поддержке РФФИ в рамках на-
учного проекта № 20-07-00455. Онтология ЛПР 
разрабатывалась при финансовой поддержке 
РФФИ в части классификации типов ЛПР в рам-
ках научного проекта № 19-37-90094 и в части 

аксиоматизации типов ЛПР в рамках научного 
проекта № 20-07-00490. Контекстно-зависимая 
типизация пользователей является частью ис-
следований по контекстно-ориентированному 
поведению пользователей, которые выполнялись 
в рамках бюджетной темы № 0073-2019-0005. 
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Введение: правильное формирование обучающей выборки является ключевым фактором при решении задач ма-
шинного обучения. При этом в реальных обучающих выборках часто встречаются те или иные трудности и ошибки фор-
мирования выборки, оказывающие критическое влияние на результат обучения. Проблема формирования обучающей 
выборки возникает во всех задачах машинного обучения, поэтому знание возможных вопросов при формировании обу-
чающей выборки будет полезно при решении любой задачи машинного обучения. Цель: обзор возможных проблем фор-
мирования обучающей выборки с целью облегчить их обнаружение и устранение при работе с реальными обучающи-
ми выборками. Анализ влияния этих проблем на результат обучения. Результаты: проведен обзор возможных ошибок 
формирования обучающей выборки, таких как отсутствие данных, разбалансировка, ложные внутривыборочные за-
кономерности, формирование выборки из ограниченного набора источников, изменение генеральной совокупности во 
времени и др. Исследовано влияние этих ошибок на результат обучения, а также на формирование тестовой выборки 
и измерение качества алгоритма обучения. Pseudo-labeling, data augmentation, hard samples mining рассматриваются 
как наиболее эффективные способы расширения обучающей выборки. Предложены практические рекомендации по 
формированию обучающей и тестовой выборок. Приведены примеры из практики соревнований Kaggle. Рассмотрена 
проблема cross-dataset generalization. Предложен алгоритм решения проблемы cross-dataset generalization при обучении 
нейронных сетей, названный Cross-Dataset Machine, простой в реализации и позволяющий получить выигрыш в cross-
dataset обобщении. Практическая значимость: материалы статьи могут использоваться в качестве практического руко-
водства при решении задач машинного обучения. 

Ключевые слова — машинное обучение, обучающая выборка, Kaggle, глубокие нейронные сети, деревья решений, 
ImageNet.
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Введение

Принципиальным недостатком большинства 
теоретических построений из области машин-
ного обучения и статистики [1] (в том числе рас-
суждений о переобучении и измерении качества 
работы алгоритма) является заложенное в них 
предположение о том, что обучающая выборка 
представляет идеальную независимую репрезен-
тативную выборку из генеральной совокупности, 
отражающую все ее свойства. В действительно-
сти подавляющее большинство реальных обуча-
ющих выборок содержат те или иные погрешно-
сти в формировании выборки, начиная от отсут-
ствия данных определенного вида, заканчивая 
ложными закономерностями внутри данной вы-
борки. И эти проблемы формирования выборки 
часто оказывают решающее влияние на качество 
алгоритма. При этом с точки зрения успеха в ре-
шении задач машинного обучения качество дан-
ных, как правило, намного важнее качества ал-
горитма обучения. Именно устранение проблем 
формирования обучающей выборки часто явля-

ется ключом к успешному решению задачи рас-
познавания. Рассмотрим наиболее распростра-
ненные проблемы и ошибки при формировании 
обучающей выборки [2, 3]. 

Проблемы формирования 
обучающей выборки

Отсутствие данных определенного типа. Са-
мая простая, самая распространенная и самая 
опасная проблема. Если данных определенного 
типа (или из определенного участка пространства 
признаков) в обучающей выборке XL (xi, yi)i1..L 
нет (например, в задаче распознавания лиц в вы-
борке нет людей в очках), то алгоритм не сможет 
научиться правильно работать на этих данных. 
Как правило, очень трудно гарантировать, что 
в выборке есть данные всех возможных типов, по-
этому с проблемой отсутствия данных приходится 
постоянно бороться. Следовательно, одной из глав-
ных ценностей при решении задач машинного обу-
чения является изучение обучающей выборки.
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Слишком мало данных определенного типа. 
Если данных определенного типа в обучающей 
выборке XL (xi, yi)i1..L слишком мало (напри-
мер, один объект), то крайне высока вероятность, 
что алгоритм не сможет выучить по этим данным 
правильные закономерности y fk(xi), а вместо 
этого выучит первую попавшуюся закономер-
ность (наподобие того, что если левый верхний 
пиксель изображения — красный, то это изо-
бражение собаки, иначе — изображение кошки). 
При малом числе данных в обучающей выборке 
для их классификации внутри обучающей вы-
борки подойдет практически любое (первое по-
павшееся) решающее правило. Поэтому данных 
в выборке должно быть достаточно в той мере, 
чтобы ошибочные закономерности случайно не 
позволили правильно классифицировать эти 
данные внутри обучающей выборки.

Разбалансировка. Нарушение равномерного 
количественного соотношения данных разных 
типов. Простейший пример — разное количество 
обучающих примеров разных классов C1…Cn в за-
даче классификации [4] (например, в задаче рас-
познавания пола человека по изображению лица 
в выборке мужчин гораздо больше, чем женщин, 
тогда алгоритму может быть выгоднее всегда го-
ворить, что на изображении мужчина). Более 
сложный пример — разбалансировка по неко-
торой оси разнообразия данных (в задаче распо-
знавания пола человека по изображению лица 
в выборке гораздо больше дневных снимков, чем 
ночных, из-за чего может пострадать качество 
распознавания ночных снимков).

Разбалансировка возникает очень часто, по-
скольку трудно гарантировать соблюдение равно-
мерных пропорций для всех возможных осей ва-
риативности данных. При этом может очень не-
гативно сказаться на качестве обучения, приводя 
к необоснованному с семантической точки зрения 
завышению влияния одних примеров и заниже-
нию влияния или полному игнорированию дру-
гих примеров. Так происходит потому, что в алго-
ритмах обучения в процессе обучения оптимизи-
руются метрики качества, представляющие собой 
простую сумму ошибки по всем обучающим при-
мерам, и эта сумма, понятное дело, будет зависеть 
от соотношения количеств обучающих примеров 
разных типов. И те примеры, которых в выборке 
больше, будут больше влиять на эту ошибку, а 
значит, и на результат обучения. В предельном 
случае при резкой разбалансировке слабо пред-
ставленный класс (тип примера) будет полностью 
проигнорирован и никогда не будет распознавать-
ся (этот класс никогда не будет возвращаться ал-
горитмом в качестве ответа). Иногда для этого до-
статочно 10-кратной разбалансировки.

Проблема разбалансировки решается про-
стым перевзвешиванием обучающих примеров 

(повышением веса слабо представленным при-
мерам либо понижением веса сильно представ-
ленным примерам). Если интерфейс алгоритма 
обучения не поддерживает веса примеров, то 
недостаточно представленные примеры можно 
просто продублировать нужное число раз. Если 
доступно добавление новых данных, то недоста-
ющих данных можно добавить. Сложность за-
ключается в том, что разбалансировку не всегда 
удается обнаружить. На практике встречаются 
весьма сложные и нестандартные виды разбалан-
сировок, которые оказывают большое влияние на 
качество алгоритмов.

Если число примеров разных классов сильно 
несбалансированно, и при этом известно, что при 
реальном использовании модели распределение 
числа примеров разных классов будет таким же 
несбалансированным, то возникает дилемма. 
Если сбалансировать выборку, то у алгоритма 
будет неверное представление о вероятности по-
явления примеров разных классов, из-за чего 
распределение ответов алгоритма будет смещено 
относительно истинного распределения классов, 
что может привести к существенному увеличе-
нию числа ошибок. Если же не сбалансировать 
выборку, то алгоритм может просто проигно-
рировать слабо представленные классы и не на-
учиться их распознавать. Для обучения глубо-
ких нейронных сетей [5] существует следующий 
прием: на первых эпохах обучения баланс клас-
сов выравнивают, на последних эпохах обучения 
возвращают тот баланс, который был изначаль-
но. Это позволяет улучшить сходимость сети (за 
счет того, что слабо представленные классы не 
игнорируются), и в то же время у сети не возни-
кает искаженного представления о вероятности 
появления примеров разных классов. Также при 
обучении нейронных сетей для решения пробле-
мы разбалансировки можно использовать focal 
loss [6]. Классическими методами борьбы с раз-
балансировкой являются SMOTE [7] и ADASYN 
[8]. Проблема разбалансировки подробно иссле-
дуется в работах [9–13].

Ложные внутривыборочные закономерно-
сти. Ложные зависимости, которые существуют 
только внутри данной обучающей выборки XL 
(xi, yi)i1..L и являются следствием неправиль-
ного формирования выборки, из-за чего алго-
ритм может выучить эти ложные зависимости 
вместо реальных зависимостей y fk(xi) (если 
эти ложные зависимости будет проще выучить, 
чем реальные зависимости) и будет некоррек-
тно работать за пределами обучающей выборки. 
Например, в задаче распознавания пола человека 
по изображению лица в выборке все изображения 
мужчин сняты в дневное время, а все изображе-
ния женщин — в ночное. Тогда алгоритм может 
научиться определять пол человека исключи-
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тельно на основе уровня освещенности изображе-
ния и не будет работать в реальных условиях.

Ложные внутривыборочные закономерности 
могут проявляться в виде ложной внутривыбо-
рочной разбалансировки, т. е. жесткой зависи-
мости (все изображения мужчин сняты только 
в дневное время, а все изображения женщин — 
только в ночное) внутри обучающей выборки нет, 
но есть сильный количественный перекос в сто-
рону такой зависимости, из-за чего алгоритм вы-
учит данную ложную закономерность.

Ложные внутривыборочные закономерности 
второго порядка. Внешняя зависимость, которая 
не является ложной и реально существует в дан-
ных, но не является прямым отражением приро-
ды данных, из-за чего качество работы алгорит-
ма в нестандартных условиях может пострадать 
при заучивании такой зависимости. Например, 
в задаче детекции пешеходов [14] в абсолютном 
большинстве случаев пешеход идет по земле. Эта 
закономерность не является ложной и реально 
существует в данных. Но если алгоритм выучит, 
что пешеход всегда идет по земле, то он не будет 
детектировать прыгающих пешеходов. Поэтому 
лучше учить те закономерности, которые явля-
ются прямым следствием природы данных.

Формирование выборки из ограниченного 
набора источников («микроисточников»). Очень 
часто обучающие выборки формируются не пу-
тем независимого выбора объектов из генераль-
ной совокупности, а набираются из ограниченно-
го набора источников данных S1…Sn, что создает 
определенные риски при обучении. Алгоритм 
может выучить конкретные источники дан-
ных вместо истинной зависимости y fk(xi). 
Например, в задаче распознавания спама, ес-
ли обучающая выборка писем была собрана из 
ограниченного набора спамерских и «чистых» 
ящиков и среди признаков есть признак «имя 
почтового ящика», то алгоритм может выучить 
конкретные имена спамерских почтовых ящи-
ков и будет некорректно работать для любых 
имен спамерских ящиков, не представленных 
в обучающей выборке. 

Поэтому в обучении нельзя использовать при-
знаки, все значения которых принципиально не 
могут быть представлены в обучающей выборке 
(фамилии, города, названия почтовых ящиков и 
т. д.).

Формирование выборки из ограниченного на-
бора источников также может стать причиной по-
явления ложных внутривыборочных закономер-
ностей (например, в задаче распознавания пола 
человека по изображению лица мужчин снима-
ли хорошей камерой, а женщин — плохой, тогда 
вместо реальных зависимостей алгоритм может 
научиться определять пол по качеству изображе-
ния). Поэтому при таком способе формирования 

выборки нужно быть предельно внимательным 
к возможным негативным последствиям.

Разное распределение значений признаков. 
В более общем виде не все возможные значения 
признаков представлены в обучающей выборке. 
Например, в задаче предсказания поведения по-
купателя в магазине в обучающей выборке толь-
ко люди молодого возраста, а в тестовой выбор-
ке — только люди пожилого возраста. Частный 
случай проблемы отсутствия данных определен-
ного вида.

Недозаполненность признакового простран-
ства. Пространство признаков f1, …, fp порож-
дает некоторое разбиение обучающей выборки 
XL (xi, yi)i1..L на группы примеров C1…Cn в соот-
ветствии с тем, какие значения признаков fk(xi) 
у данных примеров. При этом в зависимости от 
того, какие признаки используются, в некоторые 
части множества возможных значений призна-
ков может не попасть ни один обучающий при-
мер либо попасть слишком мало обучающих при-
меров. 

В качестве примера можно привести исполь-
зование гистограммы ориентированных градиен-
тов [15] в задаче детекции объекта. При исполь-
зовании слишком большого числа угловых ячеек 
(например, 100 ячеек) может получиться так, что 
некоторым ячейкам не будет соответствовать ни 
один объект из обучающей выборки, поэтому ал-
горитм не сможет научиться детектировать объ-
екты с такой ориентацией. При использовании 
меньшего числа ячеек (например, 50 ячеек) по-
добной проблемы может не возникнуть.

Чем более сложные признаки используются, 
тем выше вероятность того, что некоторые части 
признакового пространства останутся недоза-
полненными примерами из обучающей выборки. 
Поэтому при переходе к более сложным призна-
кам может потребоваться расширение обучаю-
щей выборки, чтобы добавление более сложных 
признаков приводило к росту качества, а не к пе-
реобучению [16].

Сбор одинаковых данных при формирова-
нии выборки. Часто встречающаяся на практике 
ошибка. При формировании обучающей выборки 
собираются слишком одинаковые данные либо 
варьируются не все степени свободы данных (на-
пример, собраны данные не для всех возможных 
диапазонов расстояний от объекта до камеры), 
что приводит к неработоспособности алгоритма 
в тех условиях, данные для которых не были со-
браны.

Сбор данных не в тех условиях, в которых 
будет использоваться система. Другая важная 
с практической точки зрения ошибка. Сбор дан-
ных не в тех условиях, в которых будет исполь-
зоваться система, может, с одной стороны, приве-
сти к появлению в данных тех степеней свободы, 
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которых не будет при реальном использовании 
системы (что затруднит обучение), а, с другой сто-
роны, может привести к отсутствию в выборке 
некоторых разновидностей данных, на которых 
система должна будет работать, из-за чего алго-
ритм не сможет обучиться правильно работать на 
этих данных. Подобная ошибка опасна еще и тем, 
что может увести всю разработку системы в не-
верном направлении (разработка не будет скон-
центрирована на решении тех проблем, которые 
наиболее важны при реальном использовании 
системы, и стратегические решения о выборе на-
правления развития системы могут быть приня-
ты неверно). Поэтому с самого начала разработки 
любой системы распознавания рекомендуется 
собирать данные в условиях, максимально при-
ближенных к тем, в которых эта система будет 
использоваться.

Неправильные значения целевой перемен-
ной. Предельный случай проблем формирования 
выборки, тем не менее встречающийся в реаль-
ных выборках. Может возникать в результате 
ошибок разметки.

Смещение малых подвыборок. Даже если обу-
чающая выборка не содержит в себе ни одной из 
вышеперечисленных проблем, вроде отсутствия 
данных или присутствия ложных закономерно-
стей, это не значит, что таких проблем нет в ее 
малых подвыборках. Малые подвыборки обра-
зуются при обучении нижних уровней деревьев 
решений (так как при обучении деревьев реше-
ний при обучении каждой следующей вершины 
ее множество данных делится между ее левым и 
правым сыном для дальнейшего обучения). При 
обучении нейронных сетей малой подвыборкой 
можно считать мини-батч, либо множество обу-
чающих примеров с высокой ошибкой в конце 
обучения, сильнее всего влияющих на обучение 
сети на поздних этапах, либо множество при-
меров, вызывающих активацию определенного 
нейрона, либо множество примеров, соответству-
ющих определенному внутреннему состоянию 
сети. При этом наличие рассмотренных проблем 
в малой подвыборке гораздо более вероятно, чем 
во всей выборке, следовательно, высок риск не-
правильного обучения. Это может приводить 
к трудно диагностируемым, но опасным формам 
переобучения.

Изменение генеральной совокупности во вре-
мени. Даже если у нас есть идеально правильная 
обучающая выборка XL (xi, yi)i1..L, не содержа-
щая никаких ошибок и проблем формирования 
выборки (допустим, мы решаем задачу машин-
ного обучения для крупной интернет-компании, 
используя для обучения датасет из данных о 
нескольких миллионах пользователей, где про-
блемы отсутствия данных какого-либо вида не 
может быть в принципе), это не гарантирует нам 

полное отсутствие проблем, связанных с форми-
рованием выборки. Генеральная совокупность 
может меняться во времени (если алгоритм ра-
ботает в онлайн-режиме). Могут появляться но-
вые разновидности данных (новые источники 
данных), происходить сезонные колебания или 
локальные всплески определенного рода актив-
ности. В данном случае может помочь правиль-
ная схема валидации. Например, рекомендуется 
делать валидацию по времени (данные из послед-
него месяца — в тестовую выборку, остальные — 
в обучающую).

Проблемы формирования 
тестовой выборки

Те же самые проблемы (отсутствие данных, 
недостаточное количество данных, разбаланси-
ровка, ложные зависимости) могут присутство-
вать и в тестовой выборке, по которой измеряется 
качество работы алгоритма, из-за чего оценка ка-
чества работы алгоритма может оказаться некор-
ректной.

Стандартная процедура тестирования (раз-
биение множества данных D на обучающую T и 
тестовую V выборки случайным образом) и кросс-
валидация [17] не позволяют обнаружить пробле-
мы формирования выборки.

Если в исходной выборке D отсутствуют дан-
ные некоторого вида, то этих данных не будет ни 
в обучающей, ни в тестовой выборке, поэтому ка-
чество работы на этих данных измерено не будет, 
и отсутствие данных никак не проявится при те-
стировании.

Если в исходной выборке D присутствует лож-
ная внутривыборочная закономерность, то она 
будет существовать и в обучающей, и в тестовой 
выборках, порожденных из выборки D. И если 
алгоритм выучит эту ложную внутривыбороч-
ную закономерность, то на тестовой выборке он 
сможет отработать корректно, т. е. проблема ни-
как не проявится. Если в выборке нет примеров 
определенного типа, то и качество работы на них 
измерено не будет, и эта проблема тоже никак не 
проявится при тестировании.

Разбалансировка также оказывает влияние 
на результат тестирования алгоритма. При раз-
ной сложности распознавания данных разных 
типов может получиться так, что качество рабо-
ты алгоритма на тестовой выборке будет в первую 
очередь зависеть от баланса количества сложных 
данных в выборке по отношению к простым дан-
ным, нежели от качества алгоритма. 

Если в тестовой выборке присутствуют не-
правильные значения целевой переменной, то 
качество алгоритма будет просто неправильно 
измерено, независимо от предположений о пра-
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вильности / неправильности закономерностей. 
Данный пример наглядно показывает, что не сто-
ит слепо полагаться на результаты тестирования, 
не анализируя суть происходящего и возникаю-
щие ошибки.

Например, если выборка составлена из дан-
ных из заранее известного набора источников D1, 
D2, …, Dn и известно, что в ходе использования 
системы могут появляться новые источники Di, 
то для проверки обобщающей способности алго-
ритма выборку следует разбивать на обучающую 
и тестовую по источникам (например, данные из 
источников D1, D2, …, Dk — в обучение, а данные 
из источников Dk+1, Dk+2, …, Dn — в тест).

Эффективные способы расширения 
обучающей выборки

Добавление данных в обучающую выборку яв-
ляется, как правило, самым эффективным спо-
собом повышения качества обучения. При этом 
не стоит забывать о том, что лучше всего добав-
лять именно те данные, которых не хватает в обу-
чающей выборке и с распознаванием которых 
алгоритм испытывает проблемы. И не создать 
дополнительную разбалансировку либо ложные 
внутривыборочные закономерности. Рассмотрим 
наиболее распространенные способы добавления 
данных в обучающую выборку.

Pseudo-labeling. Noisy Student. В послед-
нее время в соревновательной практике широ-
ко используется pseudo-labeling [18] (метод self-
supervised learning [19], когда алгоритм сначала 
обучается на коллекции размеченных данных, 
затем ответы обученного алгоритма используют-
ся для разметки набора неразмеченных данных, 
и далее полученные данные используются для 
дообучения алгоритма, при этом используются 
только те данные, в ответах на которые алгоритм 
уверен). Разновидности pseudo-labelling — алго-
ритмы Noisy Student [20] и Meta Pseudo Labels 
[21] — показали одни из лучших результатов на 
ImageNet [22].

Data augmentation. Важный этап обучения 
нейронных сетей, состоящий в модификации обу-
чающих изображений (поворот, масштабирова-
ние, зеркальное отражение и т. д.) по определен-
ному правилу с целью расширить обучающую 
выборку и повысить ее разнообразие. Рассмотрим 
наиболее эффективные виды аугментаций. 

Аугментации цвета и контраста. Случайное 
изменение компонент R, G, B цвета пикселей изо-
бражения. Один из самых эффективных методов 
аугментации данных, потому что нейросети без 
этой аугментации имеют тенденцию к заучива-
нию фич вида «сумма цветов пикселей в обла-
сти».

Аугментации масштаба, random cropping. 
Практически всегда приводят к улучшению каче-
ства. В работе [23] показано повышение качества 
детекции объектов на 10 % на датасете COCO [24] 
благодаря добавлению аугментаций масштаба. 
Эффективность данного вида аугментаций объ-
ясняется тем, что сверточные нейронные сети 
по своей природе не инвариантны к масштабу, а 
изменение масштаба изображения значительно 
повышает разнообразие данных с точки зрения 
нейросети.

Еще одним эффективным видом аугментации 
являются CutOut [25] и Random Erasing [26] (за-
крашивание случайных прямоугольников на 
картинке, чтобы нейросеть не могла научиться 
распознавать объект по одной конкретной детали 
внешнего вида, например, распознавать машину 
по колесу).

Одним из эффективных приемов обучения 
нейросетей является постепенное уменьшение 
интенсивности аугментаций по ходу обучения. 
Это позволяет нейросети лучше адаптировать-
ся к исходному распределению, в то же время 
улучшает сходимость и устойчивость сети за счет 
повышения разнообразия данных. Также суще-
ствуют методы автоматического подбора наи-
более эффективных аугментаций под заданную 
выборку [27]. Эффективность различных схем 
аугментации исследуется в работах [28–30].

Hard Samples Mining. Классическая проблема 
при обучении детектора объектов — сбор в обу-
чающую выборку hard negative examples [31, 32] 
(фрагментов изображений, внешне похожих на 
детектируемый объект, но не являющихся де-
тектируемым объектом). Такие объекты нужны, 
для того чтобы научиться отличать объект от 
похожих объектов фона. Сложность в том, что 
в естественных условиях такие объекты встреча-
ются редко, поэтому для эффективного обучения 
требуются специальные методы майнинга таких 
объектов. Одним из эффективных приемов май-
нинга hard negative examples из соревнователь-
ной практики Kaggle [33] является использова-
ние в качестве hard negative examples изображе-
ний, вызвавших ложноположительные срабаты-
вания недоученной версии детектора (детектора, 
полученного после небольшого числа эпох обуче-
ния). Данный прием использовался в решении, 
занявшем первое место в соревновании [34]. 

Generative Adversarial Networks (GAN). 
Generative Adversarial Networks [35] могут ис-
пользоваться для генерации изображений [36] 
либо для стилизации (Style Transfer [37]) изо-
бражений под новые условия. Современные GAN 
часто генерируют некорректные изображения, 
также существуют большие проблемы с их схо-
димостью, поэтому GAN не всегда подходят для 
генерации самих распознаваемых объектов, од-
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нако их вполне можно использовать для генера-
ции фона [38] либо для адаптации имеющихся 
изображений к другим условиям (например, для 
переделывания дневных изображений в ночные 
[39–41]).

Имитация добавления данных. Широко из-
вестный метод регуляризации обучения нейрон-
ных сетей Dropout [42] можно рассматривать как 
имитацию добавления данных. С точки зрения 
i-го слоя нейронной сети нет разницы между тем, 
изменяются ли входные данные или изменяют-
ся значения выходов i – 1-го слоя нейронной сети. 
Другой реализацией данного принципа является 
Shake-Shake regularization [43] — метод, некото-
рое время являвшийся State-of-the-Art результа-
том на CIFAR-10 [44] — датасете, содержащем ма-
лое число изображений (около 10 000), из-за чего 
имитация добавления данных для этого датасета 
представляется целесообразной. Развитием идеи 
Shake-Shake regularization является Shake-Drop 
regularization [45].

Проблема cross-dataset generalization. 
Алгоритм Cross-Dataset Machine

Одной из проблем, связанных с формирова-
нием выборки, является проблема обобщения 
алгоритма на данные тех же классов из другого 
датасета — cross-dataset generalization [46]. То 
есть в качестве тестовой выборки используется 
не выборка из того же датасета, на котором шло 
обучение, а выборка из другого датасета (допу-
стим, в задаче распознавания машины обучение 
производилось на ImageNet [22], а валидация — 
на PASCAL VOC [47]). Cross-dataset обобщающая 
способность обычно существенно хуже простой 
обобщающей способности из-за того, что дата-
сеты могут сильно отличаться друг от друга, а 
в процессе обучения не было обеспечено обобще-
ние на данные, сильно не похожие на обучающие. 
Cross-dataset тестирование алгоритмов является 
более надежным в плане определения качества 
работы алгоритма, так как позволяет исключить 
влияние на результат тестирования части про-
блем формирования выборки, таких как ложные 
внутривыборочные закономерности.

Рассмотрим один из возможных алгоритмов 
повышения cross-dataset generalization при обу-
чении нейронных сетей (назовем этот алгоритм 
Cross-Dataset Machine). Допустим, есть три дата-
сета (для одной и той же задачи) D1, D2, D3, обу-
чение производится на датасетах D1 и D2, тести-
рование — на датасете D3. Будем при обучении 
в четных батчах подавать на вход сети только 
объекты из датасета D1, в нечетных — только 
объекты из датасета D2. Если для обучения ис-
пользуется n датасетов D1, D2, …, Dn, то разобьем 

эти датасеты на два непересекающихся множе-
ства M1 и M2 ({D1…Dm}  M1, {Dm+1…Dn}  M2) и 
будем при обучении в четных батчах подавать 
на вход сети только объекты из множества M1, 
в нечетных — только объекты из множества M2. 
В качестве датасетов могут выступать не датасе-
ты целиком, а отдельные источники данных, из 
которых был собран датасет (такая схема чаще 
всего и используется на практике). Идея алгорит-
ма в том, что при обучении сети на батче из дата-
сета D1 сеть выучивает два типа фич: специфич-
ные для датасета D1 и не обобщаемые на другие 
датасеты (назовем такие фичи Fp) и обобщаемые 
между датасетами (Fg). При подаче на вход сети 
батча из датасета D2 необобщаемые фичи Fp будут 
разрушаться (не будут выживать), а обобщаемые 
фичи Fg будут выживать и развиваться дальше. 
Таким образом, после нескольких итераций алго-
ритма в сети должны остаться и обучиться толь-
ко хорошо обобщаемые между датасетами фичи.

Проверим алгоритм на задаче соревнования 
State Farm Distracted Driver Detection [48], прово-
дившегося на платформе Kaggle. По изображению 
водителя изнутри машины надо определить факт 
отвлечения водителя (курит, ест, разговаривает 
по телефону). Датасет соревнования составлен 
из групп изображений, где каждая группа — это 
изображения одного и того же водителя в одной 
и той же машине (всего в датасете 26 водителей). 
Поэтому в качестве датасетов (источников дан-
ных) D1, D2, …, Dn будем использовать группы 
изображений одного и того же водителя (все изо-
бражения одного водителя i — это отдельный ис-
точник данных Di). Разделим их на два непересе-
кающихся множества (по 11 водителей в каждом), 
пять водителей оставим для валидации. В таблице 
приводятся результаты сравнения работы данно-
го алгоритма и стандартного алгоритма обучения 
нейросети. Мы видим, что Cross-Dataset Machine 
показывает ошибку на валидации меньшую, чем 
у стандартного алгоритма. 

Возможной модификацией алгоритма Cross-
Dataset Machine является 3-стадийный Cross-
Dataset Machine. В этом алгоритме одна итера-
ция обучения состоит из трех стадий: на первой 
стадии на вход сети подаются обучающие при-
меры из подмножества датасетов M1, на второй 
стадии — из подмножества датасетов M2, на 
третьей стадии — обучающие примеры из всей 
обучающей выборки вперемешку. Полный цикл 
обучения сети состоит из k таких итераций. Это 
позволяет сети лучше адаптироваться ко всей 
генеральной совокупности, в то же время со-
храняются преимущества исходного алгоритма, 
заключающиеся в выживании хорошо обобща-
емых между датасетами фич и невыживании 
плохо обобщаемых фич. Как мы видим из табли-
цы, данный алгоритм позволяет получить вы-
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игрыш относительно стандартного Cross-Dataset 
Machine.

Проверим алгоритм на задаче соревнования 
HuBMAP — Hacking the Kidney [49]. В этой зада-
че требуется отсегментировать клетки функцио-
нальных единиц ткани. Всего дано семь больших 
цельных изображений функциональных единиц 
ткани, обучение и распознавание происходит по 
маленьким фрагментам больших изображений 
(всего 11 473 фрагмента). Поэтому в качестве да-

тасетов (источников данных) D1, D2, …, Dn будем 
использовать цельные изображения (одно цель-
ное изображение i — это отдельный источник 
данных Di). В качестве backbone использовался 
EfficientNet-B4 [50]. В результате доля коррек-
тно отсегментированных пикселей на задаче 
HuBMAP — Hacking the Kidney следующая:

— стандартный алгоритм — 0,848;
— Cross-Dataset Machine — 0,855.
И в этой задаче Cross-Dataset Machine позво-

ляет получить выигрыш в качестве.

Заключение

В статье сделан обзор возможных проблем 
формирования обучающей выборки, проведен 
анализ их влияния на результат обучения, даны 
рекомендации по их устранению. Рассмотрены 
наиболее эффективные способы расширения обу-
чающей выборки. Исследована проблема cross-
dataset generalization. Предложен алгоритм 
Cross-Dataset Machine, позволяющий получить 
выигрыш в cross-dataset generalization.

  Результаты работы алгоритма Cross-Dataset Ma-
chine на задаче State Farm Distracted Driver Detection

  Cross-Dataset Machine results on State Farm Dis-
tracted Driver Detection task

Ошибка
Стандартный 

алгоритм

Cross-

Dataset 

Machine

3-стадийный 

Cross-Dataset 

Machine

Минимальная 1,78 1,70 1,66

В конце 

обучения
1,85 1,78 1,71

Средняя 2,05 2,04 2,01
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Introduction: Proper training set formation is the key factor in solving machine learning tasks. At the same time, in real training 
sets, there are often some problems and errors that have a critical impact on the training result. The training set formation problem arises 
in all machine learning problems; therefore, knowledge of the possible problems of forming a training set will be useful when solving 
any machine learning problem. Purpose: Make an overview of possible problems in the formation of a training set, in order to facilitate 
their detection and elimination when working with real training sets. Analyze the impact of these problems on learning. Results: The 
article makes on overview of possible errors in the formation of a training set, such as lack of data, imbalance, false patterns, sampling 
from a limited set of sources, change in the general population over time, and others. The influence of these errors on the learning 
result is considered. The influence of the same problems on the formation of a test set and measurement of the quality of the learning 
algorithm is considered. The pseudo-labeling, data augmentation, hard samples mining are considered as the most effective ways to 
expand the training set. Practical recommendations for the formation of training and test set are offered. Practical recommendations 
for the formation of training and test set are offered. Examples from the practice of Kaggle competitions are given. The problem of 
cross-dataset generalization is considered. An algorithm for solving the problem of cross-dataset generalization in training neural 
networks, called the Cross-Dataset Machine, is proposed, which is very simple to implement and allows you to get a gain in cross-dataset 
generalization. Practical relevance: The materials of the article can be used as a practical guide in solving machine learning problems.
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Введение: точное значение вероятности ошибки декодирования обычно не удается вычислить, поэтому стандартный 
подход при получении верхней границы вероятности ошибки декодирования по максимуму правдоподобия базируется 
на использовании аддитивной границы и границы Чернова и (или) ее модификаций. Для многих ситуаций этот подход не 
обеспечивает достаточной точности. Цель: разработка метода точного вычисления  аддитивной границы вероятности 
ошибочного декодирования для широкого класса кодов и моделей каналов без памяти. Методы: использование ха-
рактеристических функций логарифма отношения правдоподобия для произвольной пары кодовых слов, решетчатого 
представления кодов и численного интегрирования. Результаты: полученная точная аддитивная граница вероятности 
ошибочного декодирования основана на сочетании использования характеристических функций и произведения ре-
шетчатых диаграмм для рассматриваемого кода, благодаря чему можно получить итоговое выражение в интегральной 
форме, удобной для численного интегрирования. Важной особенностью предложенной процедуры является то, что она 
позволяет точно вычислить аддитивную границу с помощью подхода, основанного на использовании передаточных 
(производящих) функций. При таком подходе метки ветвей в произведении решетчатых диаграмм для рассматрива-
емого кода заменяются соответствующими характеристическими функциями. Полученное итоговое выражение по-
зволяет с использованием стандартных методов численного интегрирования вычислять значения аддитивной границы 
вероятности ошибочного декодирования с требуемой точностью. Практическая значимость: по итогам проведенной 
работы можно заметно улучшить качество оценивания вероятности ошибочного декодирования и тем самым повысить 
эффективность решений, связанных с применением конкретных схем кодирования для широкого класса каналов связи. 

Ключевые слова — декодирование по максимуму правдоподобия, аддитивная граница вероятности ошибки, попар-
ная вероятность ошибки, характеристическая функция, канал с ID-AGN-шумом, канал с аддитивным лапласовым шумом. 

Введение

Широкое использование кодов с исправлени-
ем ошибок для хранения, обработки и передачи 
данных диктует интерес к разработке новых, бо-
лее точных методов оценки вероятности ошибки, 
достигаемой при введении помехоустойчивого 
кодирования. Эффективный метод вычисления 
вероятности ошибки декодирования может значи-
тельно снизить затраты, связанные с анализом и 
реализацией процедуры кодирования, как за счет 
рационального выбора параметров схемы кодиро-
вания, так и благодаря тому, что не требуется при-
бегать к компьютерному моделированию.

Поскольку точное значение вероятности ошиб-
ки декодирования обычно не удается вычислить, 
стандартный подход при получении верхней гра-
ницы вероятности ошибки как для декодирова-
ния по максимуму правдоподобия (МП), так и 
для декодирования по максимуму апостериорной 

вероятности (MAВ) базируется на использовании 
аддитивной границы [1, 2]. Хотя эти процедуры 
декодирования, как правило, являются чрезмер-
но сложными для длинных кодов, получение по-
добного рода верхних границ для вероятности 
ошибки декодирования представляет интерес для 
коротких и умеренно длинных кодов. При исполь-
зовании аддитивной границы точная вероятность 
ошибки декодирования ограничивается сверху 
суммой попарных вероятностей. Попарная веро-
ятность ошибки представляет собой вероятность 
такого события для пары кодовых слов, при кото-
ром значение правдоподобия (или апостериорная 
вероятность) для правильного (переданного) кодо-
вого слова меньше, чем для неправильного кодово-
го слова. Для канала без памяти и двоичного кода 
эта вероятность представляет собой вероятность 
того, что сумма некоторых случайных величин 
превосходит определенный порог. В ряде ситуа-
ций аддитивная граница позволяет достаточно 
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точно оценить истинное значение вероятности 
ошибочного декодирования.

Наряду с аддитивной границей, для оценки 
вероятности ошибки декодирования могут быть 
использованы и другие, более точные верхние 
границы (см., например, обзор [3]), которые обыч-
но подразделяют на две категории (хотя между 
ними существует весьма тесная связь). К первой 
категории относятся граница Галлагера — Фано 
и ее вариации, такие как граница Думана — 
Салехи (Duman — Salehi bound) и граница 
Шульмана — Федера (Shulman — Feder bound), 
а ко второй — так называемые тангенциальные 
границы (tangential bounds), восходящие к тан-
генциальной границе Берлекемпа и включающие, 
в частности, тангенциальную сферическую гра-
ницу (tangential-sphere bound — TSB) Полтырева, 
границу Дивсалара (Divsalar bound) и границу 
Энгдаля — Зигангирова (Engdahl — Zigangirov 
bound) для сверточных кодов. Однако сфера при-
менения указанных границ довольно ограниче-
на, что связано со следующими факторами. Во-
первых,  улучшенные верхние границы получены, 
как правило, для простейших моделей канала 
(в частности, для канала с аддитивным белым 
гауссовым шумом) и частных вариантов сигналь-
ных созвездий. Во-вторых, для коротких и уме-
ренно длинных кодов (длиной до 100) улучшенные 
верхние границы практически совпадают с адди-
тивной границей при вероятности ошибки деко-
дирования порядка 10–6 и меньше. Заметный же 
выигрыш в точности наблюдается для турбокодов 
(с большой величиной перемежения) и длинных 
низкоплотностных кодов, имеющих достаточно 
большую сложность декодирования. И, наконец, 
вычисление улучшенных верхних границ ока-
зывается существенно более сложным, чем адди-
тивной границы. Поэтому аддитивная граница 
остается доминирующим инструментом, особенно 
в плане прикладных исследований для практиче-
ски значимых моделей каналов, при анализе по-
мехоустойчивости конкретных кодовых схем на 
основе коротких и умеренно длинных кодов. 

Для произвольных кодов и каналов без памя-
ти вычисление как попарных вероятностей, так 
и аддитивной границы в целом оказывается весь-
ма сложным, поэтому обычно используется сле-
дующий подход. Попарная вероятность вначале 
оценивается сверху с использованием границы 
Чернова, позволяющей представить ее в виде 
произведения ряда сомножителей, а затем с по-
мощью передаточной (производящей) функции 
кода учитываются и суммируются все возмож-
ные попарные вероятности, обеспечивая окон-
чательный результат для аддитивной границы 
в замкнутой форме. Некоторые результаты по 
уточнению границы Чернова для ряда моделей 
каналов без памяти можно найти в работе [4].

Точное вычисление попарных вероятностей 
в замкнутой форме возможно только для отно-
сительно простых моделей каналов без памяти. 
Среди известных подходов к получению в зам-
кнутой форме выражений для попарных вероят-
ностей [5–9] следует выделить подход, предло-
женный в работе W. Turin: Union Bound on Viterbi 
Algorithm Performance, AT&T Tech. Journal, 
1985, основанный на использовании аппарата ха-
рактеристических функций. Модификация этого 
подхода с ориентацией на произвольные модели 
каналов без памяти и использование компьютер-
ных методов, таких как квадратурные формулы 
Гаусса — Чебышева и численное интегрирова-
ние, оказывается более предпочтительным под-
ходом по сравнению с подходами, основанными 
на получении аппроксимации аддитивной гра-
ницы в замкнутой форме. 

Также важно, что численное интегрирова-
ние, а также квадратурные формулы Гаусса — 
Чебышева могут применяться для вычисления 
аддитивной границы, даже если передаточная 
функция не задана аналитически.

В данной работе предоставлен метод точного 
вычисления аддитивной границы вероятности 
ошибочного декодирования для широкого класса 
кодов и произвольных моделей каналов без па-
мяти. Предложенный метод включает получение 
 точного выражения для попарной вероятности, 
используемой при получении аддитивной грани-
цы. Получение точного выражения для попарной 
вероятности достигается благодаря использова-
нию характеристических функций (х.ф.) лога-
рифма отношения правдоподобия для рассматри-
ваемой пары кодовых слов. 

Представление аддитивной границы 
с использованием характеристических 
функций 

Решение при декодировании некото-
рого кода по МП принимается по правилу 

|ˆ argmax ( | ),p x y xx y x
 
 где py|x(y | x) — условная 

вероятность (для канала с дискретным выходом), 
или n-мерная условная функция плотности ве-
роятности (ф.п.в.), задающая распределение вы-
ходных значений y (y(1), ..., y(n)) канала с непре-
рывным выходом; x — переданное кодовое слово 
длиной n. Для канала без памяти 

  1

( ) ( )
| |( | ) ( | ),

n
l l

y x
l

p p y x


y x y x   (1) 

где py|x(y | x) — одномерная условная вероятность 
или условная ф.п.в. для канала с дискретным и 
непрерывным выходом соответственно. Вероят-
ность ошибки при передаче слова x может быть 
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ограничена сверху с использованием аддитивно-
го неравенства как

 

( ) ( | ),e eP P


 
x x

x x x x   (2) 

где

 
( | ) Pr ( | ) ( | )eP p p     x x x y x y x x   (3) 

— вероятность ошибки декодирования для кода 
из двух слов x и x при условии, что было пере-
дано слово x, а суммирование по x здесь и да-
лее понимается как суммирование по словам 
кода. Вероятность (3) с использованием равен-
ства (1) может быть записана в эквивалент-
ной форме Pe(xx | x) Pr[Z(y | x, x) > 0 | x], где 

1  ( ) ( ) ( )( | , ) ( | , )n l l l
lZ z y x x

 y x x  и

 

 |

|

( | )
( | , ) ln .

( | )
y x

y x

p y x
z y x x

p y x


 

 

 (4) 

Вычисление аддитивной границы для вероят-
ности ошибки декодирования pe базируется на 
использовании следующего результата [10]: 

«Утверждение. Пусть Z — вещественная слу-
чайная величина и wZ() — ее ф.п.в. Пусть С() — 
х.ф. случайной величины Z, т. е.

 

d( ) ( ) ,j Z j Z
Z ZC e e w x x


 



      (5) 

черта сверху здесь и далее обозначает усреднение. 
Тогда

0

1
0 d

( )
Pr[ ] Re ,ZC j

Z
j

   
  

    0<  < 0, 

где 0 — максимальное значение Im, при кото-
ром сходится интеграл (5), который может быть 
записан в виде 

d( )

( ) ( )

( )

Z Zj

j j Z j x x
Z

C C j

e e e w x x

 


   



     

  

d dcos( ) ( ) sin( ) ( ) .x x
Z Ze x w x x j e x w x x

 
 

 

    
 

(6) 

Заметим, что обычно х.ф. определяется как 
функция вещественного аргумента, но здесь рас-
смотрено ее обобщение как функции комплекс-
ного аргумента .

Используя это утверждение, а также то обсто-
ятельство, что канал описывается моделью без 
памяти [см. (1)], можно записать, что 

1

0

  
1

d

( ) ( )( ; , )
( | ) Re

n
l l

z
l

e

c j x x

P
j




  
  

  


x x x

 

 при 0<  < 0,  (7)

где 

 
   ( ; , ) exp( ( | , ))zc x x j z y x x      (8)

— х.ф. случайной величины z(y | x, x), определен-
ной равенством (4), а верхняя граница 0 следует 
из условия сходимости интеграла (6). 

Вероятность о шибки декодирования pe оцени-
вается сверху с использованием аддитивного не-
равенства (2)

1

0

  
1

d
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( | ) ( )

( ; , )
Re

e e

n
l l
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p P P
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( ) ( )( ; , )
Re ,
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l
c j x x
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 x x x   (9) 

где P(x) — вероятность использования последо-
вательности x. При записи равенства в выраже-
нии (9) учтено предположение о равновероятном 
использовании последовательностей x, т. е. что 
P(x)  1/M», где M — объем кода. 

Поскольку cz(; x, x) 1 для любого значения 
аргумента , то 

1

1 1

  

    

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ; , )

( ; , ) ( ; , )

n
l l

l
n n

l l l l
z z

l l

c x x

c x x c x x

 

  

 

    

  

  

x x x

x x x

1
  ( ) ( )( ; , ) .

n
l l

z
l
c x x M

 

  
x x

Поэтому можно записать, что 

 0

1
d

( )
Re ,e

D j M
p

M j

    
 
     (10) 

где

 1
  ( ) ( )( ) ( ; , ).

n
l l

z
l

D c x x
 

  
x x

  (11) 

Задача вычисления границы (10) состоит из 
трех этапов: получение выражения для функции 
D(), получение выражений для х.ф. cz(; x, x) 
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и вычисление интеграла (10). Первые две задачи 
могут быть решены аналитически, а для реше-
ния последней задачи обычно требуется числен-
ное интегрирование. 

Вывод выражения для функции D() 

Функция D(), определенная равенством (11), 
зависит от структуры кода (включающей ка-
нальный алфавит) и от вида х.ф. и их значений, 
определяемых моделью рассматриваемого канала 
без памяти. В частном случае — для геометриче-
ски равномерных кодов (geometrically uniform 
codes) — функция D() может  быть вычислена 
с использованием спектра кода. Основным приме-
ром геометрически равномерных кодов являются 
линейные коды в совокупности с равномерной фа-
зовой модуляцией. В общем же случае для произ-
вольных кодов (как блоковых, так и сверточных) 
и произвольных канальных алфавитов функция 
D() может быть вычислена с использованием 
подходящей решетчатой диаграммы. Рассмотрим 
сначала случай блокового кодирования. Для опи-
сания структуры кода воспользуемся понятием 
решетчатой диаграммы, или кодовой решетки 
блокового кода. При этом описании используются 
терминология и определения из работы [11]. 

Решетчатая диаграмма представляет собой 
размеченный направленный граф  (V, E, A), 
где V, E, A — множество вершин, множество ре-
бер и множество меток ребер (алфавит) соответ-
ственно. Множество ребер E состоит из троек 
e (v, v, a), v, vV, aA. Множество вершин V 
решетчатой диаграммы (кодовой решетки) разде-
ляется на непересекающиеся подмножества как 

 
0 1 1( ) ( ) ( ) ( )... ,n nV V V V V       (12)

где каждое множество V(i) образует вершины 
i-го уровня диаграммы, i  0, 1, ..., n – 1. При 
этом каждое ребро eE начинается в верши-
не из V(i) и заканчивается в вершине из V(i+1), 
и каждая вершина vV лежит хотя бы на од-
ном из путей от вершины из множества началь-
ных вершин V(0) до вершины из множества ко-
нечных вершин V(n). Представление (12) множе-
ства вершин V приводит к тому, что множество 
ребер может быть задано как E  E(1) E(2) …
E(n–1)  E(n), где E(i) — непересекающиеся подмно-
жества, содержащие ребра, которые завершают-
ся в вершинах из V(i). Аналогично можно запи-
сать, что A  A(1)  A(2) …  A(n–1)  A(n), где под-
множества A(i) образуют множества меток ребер 
из E(i). Множества A(i) не обязательно должны 
быть дизъюнктными, т. е. не имеющими общих 
элементов, и во многих случаях A(1)  A(2)  ...   
 A(n)  A. Последовательность меток вдоль пути 

в диаграмме, начинающегося в вершине из V(0) и 
приходящего в вершину из V(n), представляет со-
бой кодовое слово блокового кода. Очевидно, что 
номер последнего уровня n равен длине блоково-
го кода. В решетчатых диаграммах многих бло-
ковых кодов  | V(0) |  | V(n) |  1. Примерами блоко-
вых кодов, в решетках которых | V(0) | > 1, | V(n) > 1, 
могут служить циклически усеченные сверточ-
ные коды (tail-biting convolutional codes). Обозна-
чим (i)  {0, 1, …,  | V(i) | – 1}. Будем считать, что за-
фиксировано некоторое взаимно-однозначное со-
ответствие V(i) (i), обозначаемое как (v)  k, 
vV(i), 0  k  | V(i) | – 1. Тогда элементы множе-
ства (i)  могут рассматриваться как индексы вер-
шин i-го уровня. Множество   (1)  (2) …
(n–1)  (n) образует множество состояний решет-
чатой диаграммы и S  maxi | (i) |  maxi | V

(i) |  
представляет собой максимальное число состоя-
ний диаграммы, которое некоторым образом ха-
рактеризует ее сложность. 

Отметим, что в литературе представлены фор-
мализованные процедуры построения кодовых ре-
шеток для различных блоковых кодов [11]. В час т-
ности, для любого линейного двоичного блокового 
кода кодовая решетка с максимальным числом 
состояний диаграммы S  min(M, 2n/M) легко 
строится по проверочной матрице кода. Также 
легко могут быть построены кодовые решетки для 
каскадных кодов над недвоичным алфавитом, со-
стоящие из двоичных компонентных кодов (неко-
торые примеры приведены в работах [10, 12]). 

Вычисление функции D() базируется на ис-
пользовании произведения кодовых решеток. 
Произведение решеток 1 (V1, E1, A1) и 2 (V2, 

E2, A2), где 0 1 1
1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )... n nV V V V V      и 
0 1 1

2 2 2 2 2
( ) ( ) ( ) ( )... ,n nV V V V V      обозначается 

как 12 и представляет собой решетку вида 

12 {V12, E12, A12}, где 

0 0 1 1
12 1 2 1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ... ( ).n nV V V V V V V     

Ребро 1 2 1 2 1 2 12    (( , ), ( , ), ( ))e v v v v a a E     для 

вершин 1 2 1 2 ( ) ( )( , ) i iv v V V   и 1 1
1 2 1 2 ( ) ( )( , ) i iv v V V      

существует в решетке 12, если существуют 
ребра e1(v1, v1, a1) и e2(v2, v2, a2) в решетках 

1 и 2 соответственно для пар вершин 1 1
( ),iv V  

1
1 1

( )iv V    и 2 2
( ),iv V  1

2 2
( ).iv V    Символ «» обо-

значает здесь некоторую композицию символов 
a1 и a2, а алфавит пр оизведения решеток опре-
деляется как A12{a1  a2 | a1A1, a2A2}. На 
рис. 1 приведена поясняющая иллюстрация. 

Для получения выражения для функции 
D(), определенной равенством (11), применя-
ется ранее использовавшийся подход [10, 12]. 
Чтобы построить функцию D(), необходимо 
рассмотреть все пары кодовых слов x, x или все 
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возможные пары путей в решетчатой диаграмме кода  (V, E, X), E E(1)  E(2) … E(n), X — ко-
довый алфавит. Суммирование по x и x в (11) соответствует суммированию по всем путям в решетке 
2{VV, E2, {cz(; x, x)}}, в которой любое ребро имеет вид ((v1, v2), (v1, v2), cz(; x, x)), если в ре-
шетке  соответствующие ребра на одном уровне решетки имеют вид (v1, v2, x)E(i) и (v1, v2, x)E(i), x, 
xX. Иными словами, здесь композиция меток ребер задается как x x cz(; x, x). 

Рассмотрим сначала простой случай, когда кодовая решетка  имеет одну начальную и одну ко-
нечную вершину. В этом случае и решетка 2 имеет одну начальную и одну конечную вершину. Пусть 

2
( )iE  — множество ребер решетки 2 на i-м уровне, i1, 2, ..., n. Для уровня i определим величины

2

  
( )

( )

( , , ( ; , ))
( ) ( ; , ),

i
z

i
zkl

e v v c x x E

P c x x
  

  

где k = (v), l = (v) — индексы вершин v и v, или состояния решетки 2, т. е. 
( ) ( )i
klP   вычисляется как 

сумма меток параллельных ребер, связывающих состояния k и l в решетке 2. Определим матрицы 

                                          
( )( ) ( ) [ ( )],ii
klP  P  (13)

k0, 1, ...,  | V(i–1) | 2 – 1, l0, 1, 2, ...,  | V(i) | 2 – 1. Тогда нетрудно заметить, что 

                               
1 2( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )... ( ).nD     P P P   (14)

Следующий пример иллюстрирует процесс получения выражения для функции D() для простого не-
линейного недвоичного блокового кода. 

Пример. Пусть решетка  (V, E, A), задающая некоторый блоковый код, имеет вид, показанный на рис. 2.
Этот код, очевидно, имеет длину n4, построен над алфавитом A{x0, x1, x2, x3} и содержит четыре 

кодовых слова: (x0 x0 x1 x0), (x0 x0 x3 x0), (x0 x1 x0 x2), (x2 x3 x0 x2), т. е. для него M 4. На рис. 3 показана 
решетка 2  .

а) б)

( )( , , )

( )( , , )

( )(( , ), ( , ),  )

( , ) (        )

a1

a2

,

 Рис. 1. Вид ребер в исходных решетках (а) и в произведении 1  2 (б)

 Fig. 1. The form of edges in the original trellises (а) and in the product 1  2 (б) 
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 Рис. 2. Пример решетки  = (V, E, A)

 Fig. 2. Example of trellis  = (V, E, A)

x2 x0

x1 x3

x3 x0

x3 x1

x0 x2

x2 x2

x3 x3

x0 x3

x1 x0

x0 x1

x2 x2

x2 x0

x0 x2
x3 x3

x3 x1

x1 x3x0 x0 x0 x0

x0 x0

x1 x1

00

01

10

11

x3x x11

x1 x1

x0  x0

x3 x0

x1 x0

x0 x3

x0 x1

 Рис. 3. Решетка 2 =   

 Fig. 3. Trellis 2 =   
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Далее под композицией x x, представляющей собой метку ребра в решетке 2, будем понимать х.ф. 
cz(; x, x). Поэтому для матриц P(1)(), P(2)(), P(3)() и P(4)() с учетом того, что cz(; x, x) 1, можно за-
писать следующие выражения:

1
0 2 2 01     1( ) ( ) ( ; , ) ( ; , ) ;z zc x x c x x     P
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Вычисляя выражение для D(), получаем, что 

1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )D       P P P P

1 3 3 1 0 2 1 3 2 0 3 1            ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , )z z z z z zc x x c x x c x x c x x c x x c x x          

0 1 0 2 1 0 0 1 1 0 2 0            ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , )z z z z z zc x x c x x c x x c x x c x x c x x        

0 1 0 2 3 0 0 3 1 0 2 0            ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , )z z z z z zc x x c x x c x x c x x c x x c x x        

2 2
0 2 0 3 1 0 0 2 0 3 3 0            ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , )z z z z z zc x x c x x c x x c x x c x x c x x        

2 2
0 1 2 0 3 0 0 3 2 0 3 0            4( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) .z z z z z zc x x c x x c x x c x x c x x c x x        

Это выражение содержит M2 16 слагаемых вида 
4

1
  ( ) ( )( ; , )l l

l
c x x

  по числу пар кодовых слов (x, 
x), из них M(M – 1) 12 нетривиальных слагаемых по числу пар (x, x), x ¹ x и M 4 тривиальных сла-
гаемых, равных единице, по числу пар (x, x), x x. 

Если решетка  имеет несколько начальных и столько же конечных состояний, т. е.  | V(0) |  | V(n) | S, 
то вычисление функции D() становится чуть сложнее. Обозначим через s подрешетку в решетчатой ди-
аграмме  (V, E, X), в которой есть только одно начальное состояние s(vs), vsV(0), и только одно ко-
нечное состояние s(vs), vsV(n), s 0, 1, ..., S – 1, т. е. s (Vs, Es, Xs), где Vs {vs}V(1) …V(n–1)  {vs}. 
Очевидно, решетчатая диаграмма  может быть представлена как набор из S таких подрешеток s 
(малых решеток) с идентичными начальными и конечными состояниями. Обозначим ss {VsVs, 
E2 ss, {cz(; x, x)}} решетку, в которой каждое ребро имеет вид ((v1, v2), (v1, v2), cz(; x, x)), если 

в решетках s и s соответствующие ребра на одном уровне решетки имеют вид 1 2  ( )( , , ) i
sv v x E  и 

1 2  ( )( , , ) ,isv v x E      x,xX, s,s0, 1, ..., S – 1. С учетом такого представления функция D() может быть 
построена как

                                        

1 1

0 0
( ) ( ),

S S

ss
s s

D D
 


 

      (15)

где 

                             
1 2( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )... ( ),n

ss ss ss ssD        P P P
  

 (16)

а матрицы ( ) ( )i
ss P  строятся для решеток ss по той же процедуре, по какой были построены матри-

цы P(i)(), i1, 2, ..., n, для решетки  для случая с одной начальной и одной конечной вершинами. 
Очевидно, что выражение (14) — это частный случай формул (15) и (16) для случая S| V(0) | | V(n) | 1.
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Можно показать, что при 1/2, т. е. когда 
  – j/2, выполняется равенство Dss() 
Dss(). Поэтому равенство (15) может быть 
представлено как 

1 1 1

0 0 1
2 2 2 2( / ) ( / ) ( / ).

S S S

ss ss
s s s s

D j D j D j
  


   

         

Это свойство используется для уменьшения 
сложности вычисления верхней границы вероят-
ности pe. Окончательное выражение для вероят-
ности ошибки декодирования, в котором исполь-
зуются функции (16), имеет вид

1

0
1 1

0 1

0

2

2 2
1

d
1 2

( / )

( / )
Re .

/

S

ss
s

S S

ss
s s s

e

D j

D j M

p
M j




 


  

  

   

 
  



 


 

(17) 

Отметим, что для вычисления правой части 
(17) нужно вычислить S(S + 1)/2 функций Dss(), 
а не S2, как это следует из формулы (15). 

Упрощение для линейных кодов 
и аддитивных каналов 

Для линейных кодов и для каналов, для кото-
рых выполняется следующее свойство для х.ф.: 

 
   0  ( ; , ) ( ; , ),z zc x x c x x       (18) 

вычисление границы (9) может быть упрощено. 
Заметим, что определение разности x – x в этом 
выражении зависит от модели канала и может 
вычисляться по-разному для различных случа-
ев. Примерами каналов, для которых выполня-
ется это равенство, могут служить дискретные 
и непрерывные каналы с аддитивным шумом, 
в частности, двоичный симметричный канал и 
двоичный канал с аддитивным белым гауссовым 
шумом. Для двоичного симметричного канала 
разность x– x понимается как разность в GF(2), 
т. е. xx. Для канала с аддитивным белым га-
уссовым шумом и модуляционного отображения 
s: GF(2) {A0, A1}, A0, A1 , эта разность также 
понимается как xx, а при вычислении значе-
ний х.ф. используются условные гауссовы ф.п.в. 
со средними s(0) и s(xx). В этом случае двой-
ная сумма по словам кода в выражении (9) может 
быть представлена как

1 1
 0  ( ) ( ) ( ) ( )( ; , ) ( ; , )

n n
l l l l

z z
l l
c x x c x x

   

         
x x x x x x

 

 1
 0  ( ) ( )( ; , )

n
l l

z
l
c x x

  

     
x x x 0   

(19) 
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 0  

 0  1
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( )

( ; , )

( ; , ) ,

n
l

z
l
n

l
z

l

M c x

M c x

 



  

 
    

 





x 0

x
  (20) 

где в переходе от (19) к (20) использовано свой-
ство линейности кода. Для представления сум-
мы по x в (20) рассмотрим решетку вида   , 
где  = {{v0} {v0} ... {v0}, E, {0}} — решетка, со-
держащая лишь одну вершину на каждом уровне 
и только один путь из начальной вершины в ко-
нечную, отмеченный нулевыми символами. То-
гда сумму по кодовым словам x в (20) можно пред-
ставить как 

 

1
1

1 2
1 1 1

 0  ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ; , )

( ) ( )... ( ),

n
l

z
l

n

D c x


   

   


x

P P P
  

(21)

где матрицы 1
( ) ( )i P  строятся на основе решет-

ки    аналогично тому, как были построены 
матрицы (13) на основе решетки   . То есть 

1 1
( ) ( )( ) [ ( )],i i

klP  P  где 

1
0

 0  
( )

( )

( , , ( ; , ))
( ) ( ; , ),

i
z

i
zkl

e v v c x E

P c x
  

  

k(v), l(v) — индексы вершин v и v, или со-
стояния решетки , а E(i) — множество ре-
бер i-го уровня в решетке . Иными слова-
ми, 1

( ) ( )i
klP   вычисляется как сумма меток па-

раллельных ребер, связывающих состояния k и 
l в решетке . Граница для pe в окончатель-
ном виде выглядит следующим образом: 

 

1

0

11
d

( )
Re .e

D j
p

j

    
 
     (22) 

Граница (22), в которой используется функ-
ция D1(), вычисляемая по формуле (21), совпада-
ет с обычной аддитивной границей ошибки деко-
дирования для линейного кода и канала с адди-
тивным шумом (дискретным или непрерывным). 
При этом сложность ее вычисления определяется 
сложностью решетки , а не решетки , как 
в общем случае. 

Предложенный подход с использованием 
стандартной техники [2] может быть легко рас-
пространен на случай решетчатых и сверточных 
кодов. Тогда нетрудно показать, что, например, 
для двоичного сверточного кода со скоростью 
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Rk/n с функцией нумератора весов T(D, N) [2] 
границы для вероятности ошибочного события 
PE и вероятности ошибки на бит PB принимают 
вид 

0

 0  1  11
d

( ( ; , ), )
Re ;z

E
T c j

P
j

   
 
  

10

d  0  1  1 1
d

d
( ( ; , ), )

Re .z
B

N

T c j N
P

k j N





   
       


 

(23) 

Заметим, что обычная граница вероятно-
стей PE и PB для сверточных кодов имеет вид 
PE  T(D0, 1), PB  (1/k)dT(D0, N)/dN | N1, где 

0 0
( | , )min z y x xD e 

  — показатель границы 
Чернова. В некоторых случаях эти границы мо-
гут быть улучшены за счет введения коэффи-

циента 1( ) ~ / ;K d d  конкретный вид функции 
K(d) зависит от модели канала [2, 4]. Границы 
в этом случае принимают вид PE  K(df)T(D0, 1), 
PB  K(df)(1/k)dT(D0, N)/dN | N1, где df — свобод-
ное расстояние сверточного кода. 

Примеры применения

В этом разделе приведены примеры примене-
ния границы (10) для некоторых каналов. Для 
простых случаев — двоичный симметричный 
канал и гауссов канал с дискретным временем — 
предложенный подход приводит, как и ожида-
лось, к известным результатам. Для более слож-
ных моделей канала, рассмотренных в примерах 
3–5, использование границы (10) позволяет полу-
чить новые результаты.

Пример 1. Двоичный симметричный канал 
(ДСК). В этом случае x, y 0, 1 и px | y(x | y) 1 – , 
если y x, и px | y(x | y) , если y  x, где  — ве-
роятность ошибки в ДСК,  < 1/2. Характе-
ристическая функция (8) имеет в этом случае 
вид 

1 11 1
  

1

( ) ( ) , ,( ; , )
, .

j j j j

z
x x

c x x
x x

               


 (24)

Граница для вероятности pe вычисляется в об-
щем виде согласно выражению (10). Если выде-
лить и рассмотреть одно слагаемое в сумме по x 
в (11), то получим выражение для вероятности 
Pe(xx | x) [см. (3)] следующего вида:

1
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d
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( | ) Re

n
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e

c j x x
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x x x

 0
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d
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Re ,

Hdf a j
j

   
 
  

x x
  (25) 

где f(, ) = (1 – )1–jj + 1–j(1 – )j; dH(x, x) — 
расстояние Хэмминга между словами x и x. Обо-
значим d = dH(x, x) и u = ln((1 – )/); тогда мож-
но записать, что f(, ) = (1 – )e–ju + eju и далее 
легко показать, что 

2 2
0

 

1

( , )

( ) ( )

( , )

( ) .

Hd

d l d l l ju d l u d l
dl

f a j

C e e



    


   

   

x x

Отсюда и из (25) следует, что 

2
0 1 2( )( | ) ( ) ( ),d l d l l u d l

e dlP C e I d l  


     x x x
 

где обозначение I(m) используется для следующе-
го интеграла:

2 2 2 2
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Для вычисления этих величин используем 
табличные тождества 
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где > 0, и тогда получим, что 
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Последнее равенство означает, что граница 
(10) для этого случая совпадает с аддитивной гра-
ницей, в которой каждое слагаемое вычисляется 
точно. 

Для х.ф. (24) выполняется условие (18). 
Поэтому граница для вероятности pe для линей-
ного кода, которая может быть найдена согласно 
выражению (22), дает в точности тот же резуль-
тат, что и граница (10), но вычисляется значи-
тельно проще. 

Пример 2. Гауссов канал с дискретным вре-
менем. Для этого примера выход канала име-
ет вид y(i) s(x(i)) + (i), где s(x(i)) — переданная 
сигнальная точка, s(x(i)), y(i), (i) m, где m — 
размерность сигнального пространства, (i) — 
m-мерный гауссов случайный вектор с независи-
мыми одинаково распределенными компонента-
ми с параметрами (0, 2). Условная ф.п.в., опре-
деляющая канал, задается поэтому следующим 
образом:

2 22 2| ( | ( )) ( ) exp( ( ) / ).m
yxp y s x y s x      

Нетрудно показать, что х.ф. (8) имеет в этом 
случае вид 
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 (26)

Тогда для двух кодовых слов x(x(1), …, x(n)), 
x(x(1), …, x(n)) и их модуляционных отобра-
жений s(x)(s(x(1)), …, s(x(n))) и s(x)(s(x(1)), …, 
s(x(n))) можно записать, что 
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где 

22 2
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E ld d s x s x
   s x s x  

Если выделить и рассмотреть одно слагаемое 
в сумме по x в (11), то получим выражение для ве-
роятности Pe(xx | x) [см. (3)] вида 
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Для сокращения записи введем обозначения 

 
2 22/ ,a d   2 21 2 2( ) / .u d      (27)

Тогда для вероятности Pe(xx | x) можно за-
писать выражение
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Последнее выражение в (29) получено с ис-
пользованием табличных интегралов для усло-
вий a > 0,  > 0, y > 0:
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где 1 22 2/ ( ); / ( )t a y a t a y a    . Собирая 
вместе выражения (28), (29) и (27), получаем 
в итоге, что 
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Это значит, что граница (10) для этого слу-
чая совпадает с аддитивной границей, в которой 
каждое слагаемое вычисляется точно.

Если для модуляционного отображения s(x) вы-
полняется свойство ||s(x) – s(x)||2 ||s(0) – s(x– x)||2, 
а код обладает свойством линейности, т. е. x – x 
принадлежит коду, то граница для вероятности 
pe, которая может быть найдена согласно выраже-
нию (22), дает в точности тот же результат, что и 
граница (10), но вычисляется гораздо проще. 

Далее рассматриваются примеры, которые не 
сводятся к ранее известным аддитивным грани-
цам.

Пример 3. Канал с гауссовым шумом, диспер-
сия которого зависит от переданного значения 
(Input dependent additive Gaussian noise — ID-
AGN). Эта модель используется при анализе си-
стем записи/считывания данных в многоуров-
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невой флеш-памяти, беспров одных систем связи 
в видимом оптическом диапазоне, волоконно-оп-
тических систем связи, систем связи с неортого-
нальным множественным доступом [13–21]. 

Первым среди далее приводимых вариантов 
мы рассматриваем тот, который использовался 
для описания модели ячейки многоуровневой 
флеш-памяти (гауссова аппроксимация [13, 14]). 

Входные уровни каждой ячейки принимают 
некоторые фиксированные значения x0, x1, …, 
xq–1, а выходные значения представляют собой 
случайные величины. Распределения этих слу-
чайных величин описываются условными ф.п.в. 
py|x(y | x), – < y < , x x0, x1, …, xq–1. 

В публикациях [13–15] перечисляются фак-
торы, определяющие конкретный вид условных 
ф.п.в. py|x(y | x), – < y < , x x0, x1, …, xq–1. 
Будем полагать далее, что модель ячейки опреде-
ляется ф.п.в. py|x(y | xi), i 0, 1, ..., q – 1, которые 
могут быть аппроксимированы гауссовыми плот-
ностями, т. е. будем считать, что

2

2
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2 2
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iy x
i i

y x
p y x

x x

 
     

Эта модель известна также как ID-AGN-модель 
[22]. Пример с q4 часто используется для описа-
ния канала записи флеш-памяти, который в этом 
случае представлен как набор одиночных много-
уровневых ячеек памяти. Эта модель допускает 
обобщение на большее число входных уровней, 
в частности на шесть, восемь и двенадцать уров-
ней [22]. С возрастанием числа циклов перезапи-
си и увеличением времени хранения записанных 
данных значения уровней записи xi (кроме x0) 
уменьшаются, тогда как значения стандартного от-
клонения (xi) (кроме (x0)) увеличиваются. Такое 
изменение параметров xi и (xi), задающих канал, 
описывает процесс его постепенного ухудшения 
(деградации) в зависимости от времени и условий 
эксплуатации. Детали описания зависимости ве-
личин xi и (xi), i 0, 1, ..., q – 1, от числа циклов 
перезаписи и времени хранения записанных дан-
ных могут быть найдены в работах [13, 14, 23].

В этом случае можно показать, что при 
(x)  (x) 
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  (30) 

при условиях Im < 2(x)/(2(x) – 2(x)), если 
(x) > (x), и –Im < 2(x)/(2(x) – 2(x)), если 
(x) < (x). Граница для вероятности pe вычис-

ляется для этой модели с использованием обще-
го выражения (10). Ряд результатов, относящих-
ся к каналу записи флеш-памяти и полученных 
на основе описанного здесь подхода, может быть 
найден в работах [10, 12].

Модель с ID-AGN, используемая для описания 
взаимосвязи входного сигнала x и выходного сиг-
нала y в беспроводной системе связи в видимом 
оп тическом диапазоне и волоконно-оптической 
системе связи, имеет следующий вид [16, 17]:

 0 1 ,Iy gx k k x     
 

 (31) 

где g — коэффициент передачи канала; k0, 
k1 > 0 — коэффициенты, учитывающие вклад 
ID-AGN; I и  — независимые гауссовы случай-
ные величины с нулевым средним и дисперсия-
ми 2

I и  соответственно. Первая составляющая 

0 1 Ik k x   аддитивного шума возникает  вслед-
ствие случайности механизма эмиссии фото-
нов светодиодом. Вторая составляющая  адди-
тивного шума представляет собой обычный теп-
ловой шум. Передаваемый сигнал x в (31) пред-
ставляет собой случайную величину, которая 
в АМ, прост ейшем варианте модуляции, харак-
теризует интенсивность излучаемого оптическо-
го сигнала. Очевидно, при использовании АМ 
x является неотрицательной случайной вели-
чиной, ограниченной сверху максимальной ин-
тенсивностью светодиода. Значения х.ф. cz(; 
x, x) для этой мод ели вычисляются по форму-
ле (30), в которой зависимость (x) имеет вид 

2 2
0 1( ) ( ) .Ix k k x       

Пример 4. Канал с релеевскими замираниями 
и непрерывным выходом. В этой модели входные 
величины x{x0, x1}, а выход канала (выходное 
значение демодулятора с мягкими решениями) 
может быть представлен как y  y0 – y1, где

2 2
0 0 0

0 2 2
0 0 1

2 2 åñëè 
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( ) ( ) , ,

, ;
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x x
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x x
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1 2 2
1 1 1
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2 2 åñëè 

, ,

( ) ( ) , ,
c s

c c s s

x x
y

x x

    
         

и c, s, c0, s0, c1, s1 — независимые гауссовы 
случайные величины с нулевыми средними. Ве-
личины c0, s0, c1, s1 возникают из-за влия-
ния аддитивного белого гауссова шума, а c и s 
представляют собой квадратурные компонен-
ты релеевского коэффициента передачи канала. 

При соответствующей нормировке 2 2 1 2/ ,c s     
2 2 2 2

0 0 1 1 1,c s c s         а величина  имеет смысл 
среднего значения отношения сигнал/шум. Та-
кая модель возникает при рассмотрении некоге-
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рентного приема ортогональных сигналов ЧМ-2, 
переданных по каналу с релеевскими замирани-
ями. Для условных ф.п.в. в этом случае справед-
ливы выражения 

0

1
 åñëè 0

2 2 2 1

1
 åñëè 0

2 2 2

|

exp , ,
( ) ( )

( | )
exp , ;

( )

y x

y
y

p y x
y

y

  
         
       

 (32)
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  (33) 

Подстановка выражений (32) и (33) в (8) приво-
дит в итоге к выражению 
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12 13 14 15 16 17 18 19
10–8

10–7

10–6

10–5

10–4

10–3

10–2

10–1

100

101

b, дБ

Лаплас, непрерывный выход, код (13,15)
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 гр. Чернова (уточненная) + аддитивная граница
 х.ф. + численное интегрирование

без кода, PB = 1/(2 + b)
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PB,
PB,

 гр. Чернова + аддитивная граница

PB,
 гр. Чернова (уточненная) + аддитивная граница
 х.ф. + численное интегрирование

без кода, PB = Q( 2 b)

без кода, PB = exp(– 2 b/2)2

без кода, PB = Q( 2 b)

  Рис. 4. Границы вероятности ошибки на бит PB в зависимости от отношения сигнал/шум на бит b для рассмо-
тренных моделей каналов

  Fig. 4. Bounds on the bit error probability PB vs signal-to-noise ratio per bit b for the considered channel models
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при этом должны выполняться условия 
1/ > Im > –(1 + )/. В дальнейшем потребует-
ся значение правой части (34) при   – j. Из 
условий для Im следует, что –1/ <  < (1 + )/. 
Кроме того, имеется ограничение > 0. Поэтому 
окончательно имеем границы для параметра : 
0 <  < (1 + )/. Тогда для  1/2 получаем 
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Пример 5. Канал с аддитивным шумом с рас-
пределением Лапласа. Эта модель является част-
ным случаем модели канала с  аддитивным шу-
мом, имеющим обобщенное гауссово распределе-
ние. Аддитивный шум, имеющий распределение 
Лапласа, широко используется как а) модель 
интерференционного шума в системах связи мил-
лиметрового диапазона; б)  модель интерференци-
онного шума в дуплексных радиосетях при нали-
чии замираний; в) модель шума в оптических ли-
ниях [19–21]. В этой модели предполагается, что 
x{x0, x1}, x0, x1 , и условные ф.п.в. задают-
ся равенствами py|x(y | x0)exp(– | y – x0 | /b)/(2b) и 

py|x(y | x1)exp(– | y – x1 | /b)/(2b), где 2,b     — 
среднеквадратическое отклонение. Подстановка 
этих выражений для ф.п.в. приводит после ряда 
преобразований к следующему выражению для 
х.ф.: 

 0 1 0 1

0 1

1
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Более удобным для практических вычисле-
ний оказывается функция cz(; x, x)|–j/2, ко-
торая может быть приведена к виду 
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(36) 

В приведенных ниже численных примерах 
под значением отношения сигнал/шум понима-
ется величина  | x0 – x1 | /b. 

Численные результаты. В качестве иллю-
стративного примера рассмотрим применение 
разработанного подхода для двоичного сверточ-
ного кода с R1/2 с многочленной порождаю-
щей матрицей G(z)[1 + z + z3    1 + z2 + z3], или 
в восьмеричной компактной записи G(z) [13, 
15]. Этот код имеет кодовое ограничение 3, 

свободное расстояние df 6 и функцию нумера-
тора весов 

6 3 10 3 6

2 3 2 6 31 2 3 2
( , ) .

D N D N D N
T D N

D N D N D N

 


  
 

На рис. 4 представлены графики границы 
вероятности PB, вычисленные согласно выраже-
нию (23) для рассмотренных примеров каналов, 
исключая модель с ID-AGN [см. (24), (26), (34) и 
(36)]. Результаты, относящиеся к модели с ID-
AGN, полученные с использованием описанного 
здесь подхода, могут быть найдены в работах [10, 
12]. 

Из приведенных графиков следует, что пред-
ложенный универсальный подход (красная ли-
ния) дает существенное улучшение границы 
вероятности ошибки для конкретных кодов 
по сравнению с обычной аддитивной границей 
в комбинации с границей Чернова (синяя ли-
ния): так, при вероятности ошибки 10–5 оценка 
требуемых энергетических затрат снижается на 
величину от 0,7 до 2,0 дБ в зависимости от моде-
ли канала. Что касается уточненных вариантов 
границы Чернова [4] (черная линия), то предло-
женный подход тоже улучшает известные гра-
ницы для этих моделей, хотя и очень незначи-
тельно. Заметим, что важнейшая положитель-
ная черта предложенного подхода состоит в его 
универсальности, что позволяет применить его 
к любому каналу без памяти и обеспечить при 
этом высокую точность оценивания при малых 
вычислительных затратах. 

Заключение

В данной работе представлен метод точно-
го вычисления аддитивной границы вероят-
ности ошибочного декодирования для широко-
го класса кодов и моделей каналов без памяти. 
Разработанный метод базируется на получении 
точного выражения для попарной вероятности 
ошибки с использованием аппарата характе-
ристических функций. Получение аддитивной 
границы вероятности ошибочного декодирова-
ния основано на  использовании произведения 
решетчатых диаграмм для рассматриваемого ко-
да, позволяющего получить итоговое выражение 
в интегральной форме, удобной для численного 
интегрирования. Важной особенностью предло-
женной процедуры является то, что она позво-
ляет точно вычислить аддитивную границу с по-
мощью подхода, основанного на использовании 
передаточных (производящих) функций. При 
таком подходе метки ветвей в произведении ре-
шетчатых диаграмм для рассматриваемого кода 
заменяются соответствующими характеристи-
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ческими функциями. Удобное для численного 
интегрирования итоговое выражение позволяет 
вычислять значения аддитивной границы веро-
ятности ошибочного декодирования с желаемой 
точностью. В целом, как показывают конкретные 
примеры, вычислительные затраты при исполь-
зовании предложенного подхода к вычислению 
аддитивной границы вероятности ошибочного 
декодирования оказываются вполне приемлемы-
ми для кодов, имеющих сравнительно неболь-
шую длину.

Результаты были частично представлены на 
XXIV международной конференции «Волновая 
электроника и инфокоммуникационные систе-

мы (WECONF-2021)», Санкт-Петербург, ГУАП, 
2021 г.
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Introduction: Since the exact value of a decoding error probability cannot usually be calculated, an upper bounding technique is 
used. The standard approach for obtaining the upper bound on the maximum likelihood decoding error probability is based on the use 
of the union bound and the Chernoff bound, as well as its modifications. For many situations, this approach is not accurate enough. 
Purpose: Development of a method for exact calculation of the union bound for a decoding error probability, for a wide class of codes and 
memoryless channels. Methods: Use of characteristic functions of logarithm of the likelihood ratio for an arbitrary pair of codewords, 
trellis representation of codes and numerical integration. Results: The resulting exact union bound on the decoding error probability 
is based on a combination of the use of characteristic functions and the product of trellis diagrams for the code, which allows to obtain 
the final expression in an integral form convenient for numerical integration. An important feature of the proposed procedure is that 
it allows one to accurately calculate the union bound using an approach based on the use of transfer (generating) functions. With this 
approach, the edge labels in the product of trellis diagrams for the code are replaced by their corresponding characteristic functions. The 
final expression allows, using the standard methods of numerical integration, to calculate the values of the union bound on the decoding 
error probability with the required accuracy. Practical relevance: The results presented in this article make it possible to significantly 
improve the accuracy of the bound of the error decoding probability, and thereby increase the efficiency of technical solutions in the 
design of specific coding schemes for a wide class of communication channels.
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