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Some new symmetric Hadamard matrices
D. Ž. Ðokovića, Dr. Sc., Tech., Distinguished Professor Emeritus, orcid.org/0000-0002-0176-2395, 
djokovic@uwaterloo.ca
aUniversity of Waterloo, Department of Pure Mathematics and Institute for Quantum Computing, Waterloo, 
Ontario, N2L 3G1, Canada

Introduction: It is conjectured that the symmetric Hadamard matrices of order 4v exist for all odd integers v > 0. In recent 
years, their existence has been proven for many new orders by using a special method known as the propus construction. This 
construction uses difference families Xk (k = 1, 2, 3, 4) over the cyclic group Zv (integers mod v) with parameters (v; k1, k2, k3, k4; λ) 
where X1 is symmetric, X2 = X3, and k1 + 2k2 + k4 = v + λ. It is also conjectured that such difference families (known as propus 
families) exist for all parameter sets mentioned above excluding the case when all the ki are equal. This new conjecture has been 
verified for all odd v ≤ 53. Purpose: To construct many new symmetric Hadamard matrices by using the propus construction and 
to provide further support for the above-mentioned conjecture. Results: The first examples of symmetric Hadamard matrices of 
orders 4v are presented for v = 127 and v = 191. The systematic computer search for symmetric Hadamard matrices based on the 
propus construction has been extended to cover the cases v=55, 57, 59, 61, 63. Practical relevance: Hadamard matrices are used 
extensively in the problems of error-free coding, and compression and masking of video information. 

Keywords — symmetric Hadamard matrices, propus construction, propus difference families.
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Introduction

We fix some notation which will be used through-
out this note. Let Xi, i1, 2, 3, 4, be a difference 
family (DF) in a finite abelian group G (written ad-
ditively) and let

(v; k1, k2, k3, k4; )

be its parameter set (PS). Thus v|G|, |Xi|ki and 
ki(ki – 1)(v – 1), where |X| denotes the cardinality 
of a finite set X. If ki + v we say that this PS is 
a Goethals — Seidel parameter set (GSPS) and that 
this DF is a Goethals — Seidel difference family 
(GSDF). If the Xi form a GSDF and we replace one of 
the blocks by its set-theoretic complement in G, we 
again obtain a GSDF although the parameter set may 
change. For that reason we shall always assume that 
all the ki  v/2.

Each GSDF in G gives a Hadamard matrix H of 
order 4v. For more details about this construction 
see e.g. [1, 2]. Briefly, each Xi provides a G-invariant 
matrix Ai of order v, and H is obtained by plugging 
the Ai into the well known Goethals — Seidel array

1 2 3 4

2 1 4 3

3 4 1 2

4 3 2 1

.

 
   
  
   

A A R A R A R
A R A RA RA

GSA
A R RA A RA
A R RA RA A

We recall that a matrix A(ax,y) with indices 
x, yG is G-invariant if ax+z,y+zax,y for all x, 

y, zG. The matrix R(rx,y) may be defined by 
the formula rx,yx+y,0, x, yG, where  is the 
Kronecker symbol.

For a subset X of G, we say that it is symmetric 
if –XX, and we say that it is skew if G is a disjoint 
union of X, –X and {0}. If at least one of the blocks 
Xi of a GSDF is skew then, after rearranging the Xi 
so to have X1 skew, the Hadamard matrix H will be 
skew Hadamard, i.e. such that H + HT2I4v (T de-
notes the matrix transposition, and Ik is the identi-
ty matrix of order k).

In order to obtain a symmetric Hadamard ma-
trix H we require that two of the blocks Xi are the 
same and that one of the other two blocks is sym-
metric. A propus parameter set (PPS) is a GSPS 
having kikj for some i  j. By permuting the ki’s 
we may assume that k2k3 and k1  k4. In that case 
we say that this PPS is normalized. Note that these 
conditions in general do not specify the ki’s unique-
ly. For instance the PPSs (5; 1, 2, 2, 1; 1) and (5; 2, 
1, 1, 2; 1) are both normalized but they become the 
same if we ignore the ordering of the ki’s.

We say that a GSDF is a propus difference fami-
ly (PDF) if XiXj for some i  j and one of the oth-
er two blocks is symmetric. If the Xi’s form a PDF 
then, after rearranging the blocks we may assume 
that X2X3 and that X1 is symmetric. Then we 
plugg the corresponding matrix blocks Ai into the 
so called propus array (PA) to construct a symmet-
ric Hadamard matrix of order 4v. This construction 
is known as the propus construction. It has been 
first introduced in [3]. For the reader’s convenience 
we display the propus array
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1 2 3 4

3 4 1 2

2 1 4 3

4 3 2 1

.

 
  
 
  

A A R A R A R
A R RA A RA

PA
A R A RA RA
A R RA RA A

Note that PA is obtained from GSA by multiplying the first column by –1 and interchanging the second 
and the third rows.

From now on we assume that GZv, a cyclic group of order v, and that v is odd. Under this assumption, 
the matrix blocks Ai will be circulants. All PPSs for v  41 are listed in [4] together with the corresponding 
PDF’s. There was only one case of a PPS having no PDF, namely (25; 10, 10, 10, 10; 15). Similarly, the cases 
41 < v  51 were handled in [5], and the case v53 in [6]. Again there was one exceptional case, (49; 21, 21, 21, 
21; 35). In the present note, for each PPS with 51 < v  63 we exhibit at least one PDF. For more information 
on the exceptional cases see [5].

Symmetric Hadamard matrices of orders 508 and 764

The symmetry symbol (abc) written immediately after a PPS shows the symmetry types of the three blocks 
X1, X2 and X4. More precisely, the letter s means that we require that the corresponding block be symmetric, 
the letter k is used if we require that block to be skew, and the symbol  is used otherwise. In particular as 
means that we require X1 to be symmetric, ak means that we require X1 to be skew, and a means that no 
symmetry condition is imposed on X1.

The group of units *
vZ  acts on Zv by multiplication. It may happen that there is a nontrivial subgroup H of 

*
vZ  such that some block Xi of a PDF is a union of orbits of H. In such case we may specify Xi by writing it as 

HYi, where Yi is a set of representatives of the H-orbits contained in Xi.
For v127 we give five nonequivalent PDFs and for v191 only one.

v127, H{1, 19, 107}
(127; 57, 61, 61, 55; 107) (s)
X1H{4, 5, 6, 9, 12, 15, 23, 24, 30, 33, 36, 39, 45, 52, 58, 59, 60, 64, 66}
X2H{0, 4, 5, 6, 13, 15, 17, 26, 30, 32, 40, 46, 51, 53, 58, 59, 60, 64, 65, 66, 72}
X4H{0, 2, 4, 8, 9, 12, 15, 23, 24, 26, 30, 33, 40, 46, 51, 52, 53, 65, 71}

(127; 60, 60, 60, 54; 107) (s)
X1H{1, 5, 6, 11, 13, 15, 16, 17, 20, 23, 24, 29, 32, 45, 46, 52, 58, 66, 71, 72}
X2H{2, 4, 5, 11, 12, 15, 16, 18, 22, 23, 29, 33, 36, 39, 46, 51, 52, 53, 60, 71}
X4H{6, 8, 17, 20, 22, 23, 30, 33, 36, 39, 45, 51, 58, 59, 60, 64, 66, 71}

(127; 60, 60, 60, 54; 107) (s)
X1H{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 11, 12, 13, 15, 17, 23, 24, 32, 33, 39, 46, 64, 65}
X2H{2, 5, 9, 10, 12, 13, 15, 16, 17, 29, 33, 36, 39, 40, 45, 51, 53, 58, 60, 66}
X4H{1, 5, 6, 10, 11, 13, 16, 17, 20, 23, 30, 32, 45, 58, 64, 65, 66, 71}

(127; 58, 60, 60, 55; 106) (s)
X1H{0, 2, 3, 4, 5, 12, 13, 16, 17, 18, 20, 22, 29, 30, 46, 51, 53, 58, 59, 71}
X2H{8, 9, 10, 16, 20, 22, 23, 24, 26, 29, 32, 36, 45, 46, 51, 52, 59, 60, 65, 78}
X4H{0, 3, 5, 10, 11, 17, 18, 22, 24, 29, 32, 39, 45, 52, 58, 59, 60, 64, 72}

(127; 60, 57, 57, 58; 105) (s)
X1H{2, 4, 6, 10, 12, 13, 15, 17, 23, 24, 26, 36, 40, 46, 51, 52, 58, 64, 71, 78}
X2H{1, 2, 3, 4, 10, 16, 17, 18, 20, 23, 29, 30, 45, 51, 52, 58, 64, 66, 72}
X4H{0, 2, 5, 8, 9, 10, 11, 13, 15, 17, 18, 30, 39, 40, 46, 53, 58, 60, 66, 78}

v191, H{1, 39, 49, 109, 184}
(191; 91, 90, 90, 85; 165) (s)
X1H{0, 1, 3, 4, 7, 9, 16, 17, 18, 21, 22, 28, 31, 36, 57, 61, 62, 68, 112}
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X2H{1, 4, 14, 16, 18, 19, 22, 23, 28, 29, 31, 32, 34, 36, 38, 61, 62, 68}
X4H{1, 2, 9, 11, 12, 17, 18, 22, 28, 29, 31, 32, 38, 41, 56, 61, 66}

Small orders of symmetric Hadamard matrices

There are several known infinite series of PDFs [3, 7]. We shall use only two of them. The first one is essen-
tially the Turyn series [8] with v(q + 1)/2, q a prime power 1 (mod 4), and all four blocks Xi symmetric. The 
second one is essentially the series constructed in [9] (see also [7]) to which we refer as the XXSW-series. In 
this case v(q + 1)/4, q a prime power 3 (mod 8), and we may arrange the blocks so that X1 is skew, X2X3 
and X4 is symmetric.

In the handbook [10] published in 2007 it is indicated (see Table 1.52, p. 277) that, for odd v < 200, no sym-
metric Hadamard matrices of order 4v are known for 

v23, 29, 39, 43, 47, 59, 65, 67, 73, 81, 89, 93, 

101, 103, 107, 109, 113, 119, 127, 133, 149, 151, 153, 163, 167, 179, 183, 189, 191, 193

The cases v23 and v81 should not have been included. For the case v23 see [7]. For v81 note that 
symmetric Hadamard matrices of orders 4 · 9k, k  1 integer, were constructed by Turyn [11] back in 1984. 
Moreover, the Bush-type Hadamard matrix of order 4 · 81324 constructed in 2001 [12] is also symmetric.

The propus construction has been used in several recent papers [3, 4–7, 13] to construct symmetric 
Hadamard matrices of new orders. By taking into account these results and those from the previous section, 
the above list of undecided cases reduces to 

v65, 89, 93, 101, 107, 119, 133, 149, 153, 163, 167, 179, 183, 189, 193.

List of PPSs and PDFs for odd v, 53 < v  63

The following conventions and notation will be used in the listings below. We have Zv{0, 1, 2, 
..., v – 1} and recall that v is odd. Let X Zv and k|X|. Define XX{1, 2, ..., (v – 1)/2}. In particular 

  1 2 1 2, , ..., .v v  Z
If X is skew then k(v – 1)/2 and 

  \ .vX X X    Z

If X is symmetric then 

 
   

for even

0 for odd.

, ;

,

X X k
X

X X k

    


 

Hence, a skew X can be recovered uniquely from X. This is also true for symmetric X provided we know 
the parity of k.

For a PDF Xi, i1, 2, 3, 4, with normalized PPS (v; k1, k2, k3, k4; ) we always assume that X2X3. Thus 
it suffices to specify only the blocks X1, X2 and X4. We say that a PPS is exceptional if all the ki are equal. The 
following conjecture is implicit in [4–6]. It has been verified there for odd v  53.

Conjecture 1. For each normalized and non-exceptional PPS (v; k1, k2, k3, k4; ) there exist PDFs with sym-
metry symbols (s) and (s).

The list below shows that the conjecture is true also for v55, 57, 59, 61, 63.
If a block Xi is symmetric or skew, in order to save space we record only .iX  As the ki are specified by the 

PPS, Xi can be recovered uniquely from .iX
Example 1. For the first PDF below, the symmetry symbol (s) shows that X1 must be symmetric. As 

1 5 6 7 9 10 13 15 16 19 21 23 25 27{ , , , , , , , , , , , , }X   we have 1 28 30 32 34 36 39 40 42 45 46 48 49 50{ , , , , , , , , , , , , }.X   
As k127 is odd we have    1 1 10 .X X X   

v55
(55; 27, 25, 25, 21; 43) (s)

1 5 6 7 9 10 13 15 16 19 21 23 25 27}{ , , , , , , , , , , , ,X 
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X2{0, 1, 2, 3, 4, 6, 9, 10, 14, 17, 19, 24, 26, 29, 30, 34, 37, 38, 39, 40, 41, 47, 48, 52, 53}
X4{0, 3, 4, 5, 10, 11, 12, 14, 16, 17, 18, 19, 21, 22, 24, 30, 36, 43, 44, 46, 47}

(55; 27, 25, 25, 21; 43) (s)
X1{0, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 12, 15, 20, 21, 24, 25, 26, 28, 32, 33, 34, 38, 39, 41, 44, 45, 51, 52, 53, 54}
X2{0, 3 , 5, 7, 8, 9, 10, 19, 23, 25, 28, 31, 32, 33, 34, 36, 37, 40, 41, 43, 44, 45, 47, 48, 53}

4 2 4 6 9 12 13 18 19 20 23}{ , , , , , , , , ,X 

(55; 27, 24, 24, 22; 42) (s)

1 1 4 6 7 9 11 14 15 18 20 23 24 27}{ , , , , , , , , , , , ,X 
X2{0, 4, 6, 7, 12, 14, 15, 16, 18, 23, 25, 26, 30, 31, 33, 34, 35, 36, 37, 40, 41, 46, 47, 53}
X4{0, 1, 4, 6, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 27, 29, 31, 33, 36, 42, 43, 44, 46}

(55; 27, 24, 24, 22; 42) (s)
X1{0, 1, 5, 8, 10, 12, 15, 16, 17, 24, 25, 26, 29, 30, 34, 37, 39, 40, 41, 42, 44 ,47, 48, 50, 52, 53, 54}
X2{0, 10, 13, 14, 15, 16, 17, 20, 21, 22, 24, 26, 30, 31, 33, 34, 35, 41, 43, 44, 47, 49, 50, 53}

4 1 6 11 12 13 16 19 20 22 24 27}{ , , , , , , , , , ,X 

(55; 26, 23, 23, 24; 41) (s)

1 1 2 5 8 10 11 13 14 15 19 21 23 27}{ , , , , , , , , , , , ,X 
X2{0, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11, 14, 18, 24, 25, 30, 35, 37, 39, 40, 41, 42, 50, 51, 52}
X4{0, 2, 5, 6, 8, 14, 16, 19, 20, 21, 22, 24, 25, 28, 31, 32, 33, 37, 38, 40, 45, 47, 49, 52}

(55; 26, 23, 23, 24; 41) (s)
X1{0, 2, 7, 11, 14, 15, 17, 18, 23, 24, 25, 28, 29, 30, 31, 36, 37, 38, 39, 42, 44, 45, 46, 48, 50, 53}
X2{0, 3, 8, 12, 13, 14, 18, 19, 23, 26, 33, 34, 36, 38, 42, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52}

4 1 2 7 10 11 13 17 19 21 24 26 27}{ , , , , , , , , , , ,X 

(55; 24, 27, 27, 21; 44) (s)

1 6 8 10 13 15 16 18 19 20 22 25 26}{ , , , , , , , , , , ,X 
X2{0, 2, 4, 5, 8, 13, 14, 16, 17, 19, 25, 26, 27, 32, 33, 34, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 44, 49, 50, 53, 54}
X4{0, 4, 5, 8, 11, 12, 13, 16, 18, 20, 22, 24, 31, 33, 34, 36, 37, 41, 42, 44, 51}

(55; 24, 27, 27, 21; 44) (s)
X1{0, 3, 11, 12, 13, 14, 16, 17, 23, 24, 26, 27, 29, 30, 35, 38, 39, 40, 41, 42, 47, 48, 49, 50}
X2{0, 1, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 14, 16, 18, 21, 22, 27, 28, 32, 35, 36, 37, 39, 43, 47, 49, 51, 52, 53, 54}

4 3 5 9 10 14 16 17 20 23 25}{ , , , , , , , , ,X 

(55; 24, 25, 25, 22; 41) (s)

1 1 3 5 6 7 11 14 15 16 18 21 25}{ , , , , , , , , , , ,X 
X2{0, 9, 11, 12, 14, 17, 20, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 30, 31, 33, 37, 38, 42, 46, 47, 48, 49, 52, 54}
X4{0, 4, 5, 7, 8, 11, 12, 16, 18, 19, 21, 24, 25, 26, 28, 34, 35, 39, 41, 43, 53, 54}

(55; 24, 25, 25, 22; 41) (s)
X1{0, 2, 3, 5, 13, 14, 16, 17, 21, 22, 23, 26, 29, 32, 37, 38, 42, 43, 44, 45, 46, 48, 49, 51}
X2{0, 1, 2, 3, 4, 10, 11, 15, 17, 18, 19, 21, 22, 24, 25, 27, 28, 30, 32, 34, 35, 39, 40, 44, 46}

4 2 3 5 7 10 11 15 21 23 25 26}{ , , , , , , , , , ,X 

(55; 23, 26, 26, 22; 42) (sss), Turyn series

1 6 7 10 11 15 17 18 19 21 24 26}{ , , , , , , , , , ,X 
2 1 2 4 8 14 16 17 18 19 23 24 25 27}{ , , , , , , , , , , , ,X 
4 6 7 10 11 15 17 18 19 21 24 26}{ , , , , , , , , , ,X 

v57, H{1, 7, 49}
(57; 28, 28, 28, 21; 48) (s)

1 1 2 6 8 10 11 14 16 17 18 21 22 25 27}{ , , , , , , , , , , , , ,X 
X2{0, 2, 3, 5, 6, 7, 11, 12, 13, 15, 18, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 32, 34, 39, 40, 42, 46, 49, 50, 55}
X4{0, 1, 2, 3, 5, 6, 8, 9, 12, 13, 14, 15, 19, 23, 30, 31, 32, 39, 45, 48, 51}
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(57; 28, 28, 28, 21; 48) (ks), XXSW series

1 2 4 12 13 15 21 23 24 25 27 28}{ , , , , , , , , , ,X 
X2{1, 3, 5, 8, 9, 12, 15, 20, 23, 24, 26, 27, 29, 31, 32, 33, 35, 36, 37, 41, 42, 45, 49, 50, 51, 52, 53, 55}

4 1 4 6 13 14 15 19 20 21 26}{ , , , , , , , , ,X 

(57; 27, 26, 26, 22; 44) (s), all Xi are H-invariant

1 3 6 9 10 11 13 15 19 20 21 23 24 26}{ , , , , , , , , , , , ,X 
X2{4, 6, 8, 9, 15, 16, 19, 23, 25, 28, 30, 31, 37, 38, 39, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 50, 51, 55, 56}
X4{2, 4, 6, 9, 10, 11, 13, 14, 20, 22, 25, 26, 28, 30, 34, 38, 39, 40, 41, 42, 45, 52}

(57; 27, 26, 26, 22; 44) (s)
X1{0, 8, 9, 10, 12, 13, 15, 18, 19, 20, 25, 30, 33, 34, 37, 40, 41, 43, 47, 48, 49, 51, 52, 53, 54, 55, 56}
X2{0, 4, 8, 9, 11, 16, 17, 18, 22, 24, 25, 26, 27, 28, 30, 31, 33, 34, 37, 38, 42, 43, 51, 53, 54, 55}

4 2 4 7 9 11 12 14 17 21 23 28}{ , , , , , , , , , ,X 

(57; 27, 25, 25, 23; 43) (s), all Xi are H-invariant

1 3 6 9 10 11 13 15 19 20 21 23 24 26}{ , , , , , , , , , , , ,X 
X2{2, 3, 4, 14, 16, 21, 22, 24, 25, 28, 29, 30, 32, 33, 36, 38, 39, 40, 41, 43, 45, 52, 53, 54, 55}
X4{1, 2, 5, 7, 10, 13, 14, 17, 19, 24, 29, 30, 32, 34, 35, 36, 38, 39, 41, 45, 49, 53, 54}

(57; 27, 25, 25, 23; 43) (s)
X1{0, 1, 7, 11, 15, 16, 17, 19, 20, 21, 24, 25, 26, 28, 30, 35, 36, 37, 38, 40, 44, 46, 47, 48, 49, 51, 54}
X2{0, 1, 2, 3, 7, 10, 14, 17, 19, 20, 23, 26, 31, 32, 34, 36, 37, 38, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 49}

4 2 4 6 9 10 11 15 16 18 23 26}{ , , , , , , , , , ,X 

(57; 25, 25, 25, 24; 42) (sss), Turyn series

1 2 3 8 9 10 18 20 22 23 24 26 27}{ , , , , , , , , , , ,X 
2 6 7 9 10 14 16 19 21 24 25 27 28}{ , , , , , , , , , , ,X 

4 2 3 8 9 10 18 20 22 23 24 26 27}{ , , , , , , , , , , ,X 

v59
The third and the sixth PDF below are taken from [6].

(59; 28, 29, 29, 22; 49) (s)

1 1 3 5 8 10 11 13 15 16 20 21 22 26 29}{ , , , , , , , , , , , , ,X 
X2{0, 1, 3, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 15, 16, 19, 21, 22, 25, 27, 29, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 44, 51, 54, 55, 58}
X4{0, 3, 4, 5, 7, 8, 14, 15, 16, 17, 19, 22, 24, 27, 28, 33, 39, 49, 53, 54, 55, 56}

(59; 28, 29, 29, 22; 49) (s)
X1{0, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 17, 18, 20, 25, 26, 27, 34, 35, 39, 42, 44, 45, 47, 48, 49, 50, 51, 54, 55, 58}
X2{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 11, 13, 14, 18, 20, 24, 25, 26, 29, 31, 32, 35, 37, 44, 45, 47, 48, 51, 55, 56, 58}

4 1 5 7 11 15 16 18 20 21 23 29}{ , , , , , , , , , ,X 

(59; 27, 25, 25, 26; 44) (s)

1 2 4 7 8 12 13 15 16 17 18 20 23 29}{ , , , , , , , , , , , ,X 
X2{1, 2, 4, 5, 12, 13, 17, 19, 20, 21, 22, 23, 26, 27, 31, 35, 37, 38, 40, 44, 47, 49, 50, 55, 57}
X4{3, 7, 12, 13, 14, 16, 18, 19, 20, 22, 23, 24, 25, 26, 31, 32, 33, 34, 36, 38, 43, 45, 46, 50, 51, 53}

(59; 27, 25, 25, 26; 44) (s)
X1{0, 1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 12, 15, 18, 20, 28, 29, 31, 33, 34, 35, 38, 42, 44, 47, 48, 49, 55, 56, 58}
X2{0, 3, 4, 5, 7, 10, 16, 21, 22, 24, 25, 26, 28, 29, 32, 33, 34, 38, 39, 40, 41, 43, 48, 49, 52}

4 1 3 5 7 10 12 13 15 18 19 20 27 28}{ , , , , , , , , , , , ,X 

(59; 26, 28, 28, 23; 46) (s)

1 4 6 10 12 13 15 17 21 22 24 25 27 29}{ , , , , , , , , , , , ,X 
X2{0, 1, 4, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 13, 14, 17, 21, 22, 23, 27, 33, 34, 36, 37, 39, 41, 42, 45, 52, 55, 56, 57}
X4{0, 7, 9, 12, 13, 14, 22, 25, 26, 27, 28, 31, 33, 35, 39, 40, 46, 47, 49, 51, 55, 57, 58}
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(59; 26, 28, 28, 23; 46) (s)
X1{2, 3, 10, 12, 13, 14, 16, 18, 19, 26, 28, 29, 36, 38, 39, 40, 42, 44, 46, 47, 49, 50, 53, 54, 55, 57}
X2{4, 5, 7, 11, 12, 16, 17, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 33, 34, 37, 39, 40, 42, 43, 44, 45, 47, 49, 51, 53, 56, 58}

4 1 4 5 7 8 11 14 20 25 28 29}{ , , , , , , , , , ,X 

v61, H1{1, 13, 47}, H2{1, 9, 20, 34, 58}
(61; 30, 29, 29, 23; 50) (s)

1 2 3 8 10 11 13 14 16 18 20 22 23 24 28 30{ , , , , , , , , , , , , , , }X 
X2{0, 1, 2, 4, 9, 10, 11, 13, 18, 19, 22, 24, 26, 27, 37, 38, 39, 40, 42, 43, 44, 48, 49, 51, 52, 55, 56, 58, 59}
X4{0, 6, 7, 8, 11, 12, 14, 16, 17, 23, 26, 30, 31, 33, 34, 35, 37, 38, 40, 43, 45, 49, 50}

(61; 30, 29, 29, 23; 50) (s)
X1{1, 2, 5, 6, 7, 8, 11, 12, 14, 15, 19, 20, 21, 22, 24, 27, 28, 30, 31, 32, 38, 39, 40, 41, 43, 45, 46, 55, 58, 60}
X2{0, 2, 4, 8, 9, 10, 13, 14, 17, 18, 20, 23, 24, 25, 26, 27, 32, 37, 38, 44, 45, 47, 49, 53, 55, 56, 58, 59, 60}

4 2 10 13 15 17 18 19 21 22 26 29}{ , , , , , , , , , ,X 

(61; 30, 26, 26, 26; 47) (s), all Xi are H2-invariant

1 1 3 4 5 9 12 13 14 15 16 19 20 22 25 27}{ , , , , , , , , , , , , , ,X 
X2{0, 1, 6, 8, 9, 11, 12, 20, 21, 25, 26, 28, 30, 32, 34, 37, 38, 42, 43, 44, 47, 51, 54, 57, 58, 59}
X4{0, 3, 5, 6, 21, 23, 24, 26, 27, 30, 32, 33, 39, 41, 43, 44, 45, 46, 48, 50, 51, 52, 53, 54, 59, 60}

(61; 30, 26, 26, 26; 47) (s)
X1{0, 2, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 18, 19, 21, 22, 23, 25, 26, 27, 28, 30, 32, 34, 36, 37, 42, 49, 55, 56, 57, 58, 59}
X2{0, 2, 5, 8, 9, 10, 15, 18, 24, 27, 28, 31, 33, 35, 38, 39, 44, 45, 46, 47, 49, 50, 51, 52, 59, 60}

4 2 3 6 9 11 14 18 19 21 23 24 25 29}{ , , , , , , , , , , , ,X 

(61; 30, 25, 25, 30; 49) (sss), Turyn series

1 1 2 6 8 9 12 13 14 15 16 17 19 24 25 28}{ , , , , , , , , , , , , , ,X 
2 1 5 6 8 10 11 12 14 20 24 27 29}{ , , , , , , , , , , ,X 
4 3 4 5 7 10 11 18 20 21 22 23 26 27 29 30{ , , , , , , , , , , , , , , }X 

(61; 30, 25, 25, 30; 49) (ks), XXSW series

1 3 4 6 13 14 15 16 19 21 22 23 24 26 27 30{ , , , , , , , , , , , , , , }X 
X2{5, 6, 8, 12, 14, 15, 17, 20, 31, 32, 33, 36, 40, 44, 45, 46, 48, 49, 51, 53, 54, 55, 56, 59, 60}

4 1 3 5 9 10 13 15 16 17 20 22 26 27 29 30{ , , , , , , , , , , , , , , }X 

(61; 28, 28, 28, 24; 47) (s)

1 1 4 6 7 8 10 11 14 19 20 22 26 28 30{ , , , , , , , , , , , , , }X 
X2{0, 1, 6, 10, 12, 13, 17, 21, 22, 23, 26, 27, 29, 32, 34, 35, 36, 39, 40, 42, 43, 50, 52, 54, 57, 58, 59, 60}
X4{0, 5, 6, 8, 18, 23, 24, 28, 32, 34, 37, 42, 43, 44, 48, 49, 50, 51, 52, 54, 55, 56, 57, 58}

(61; 28, 28, 28, 24; 47) (s), all Xi are H1-invariant
X1{0, 1, 3, 4, 5, 9, 12, 13, 14, 15, 18, 19, 27, 32, 34, 39, 40, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 56, 57, 60}
X2{0, 1, 2, 4, 5, 7, 11, 13, 14, 21, 22, 24, 26, 29, 30, 31, 33, 36, 37, 41, 42, 45, 47, 48, 52, 54, 58, 60}

4 1 3 11 13 14 16 19 20 21 22 25 29}{ , , , , , , , , , , ,X 

(61; 28, 27, 27, 25; 46) (s)

1 1 2 3 4 5 7 9 11 17 18 20 24 27 29}{ , , , , , , , , , , , , ,X 
X2{0, 4, 6, 7, 11, 12, 15, 18, 19, 21, 26, 30, 31, 32, 33, 35, 36, 41, 43, 44, 45, 48, 49, 51, 52, 53, 54}
X4{0, 4, 10, 11, 13, 16, 17, 21, 22, 27, 30, 32, 37, 38, 40, 42, 43, 44, 46, 47, 51, 53, 54, 55, 56}

(61; 28, 27, 27, 25; 46) (s), all Xi are H1-invariant
X1{0, 7, 11, 18, 21, 22, 23, 24, 28, 29, 30, 31, 32, 35, 36, 37, 40, 41, 42, 44, 45, 50, 51, 53, 54, 55, 58, 59}
X2{1, 3, 7, 8, 9, 10, 13, 19, 23, 24, 27, 28, 30, 31, 35, 37, 39, 43, 44, 46, 47, 49, 54, 55, 56, 57, 59}
 4 1 3 8 10 13 14 16 18 19 20 22 25}{ , , , , , , , , , , ,X

(61; 25, 30, 30, 25; 49) (s), all Xi are H1-invariant

1 1 3 8 10 13 14 16 18 19 20 22 25}{ , , , , , , , , , , ,X 
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X2{2, 6, 7, 14, 17, 18, 22, 23, 24, 26, 27, 28, 30, 33, 35, 36, 38, 41, 42, 44, 45, 46, 48, 49, 51, 53, 55, 58, 
      59, 60}

X4{0, 1, 2, 3, 6, 13, 14, 17, 19, 26, 27, 31, 32, 33, 37, 38, 39, 40, 46, 47, 48, 49, 50, 54, 60}

v63, H1{1, 4, 16}, H2{1, 25, 58}
(63; 31, 26, 26, 30; 50) (sss), Turyn series, all Xi are H2-invariant

1 1 3 4 5 7 12 14 15 19 20 25 26 28 29 31}{ , , , , , , , , , , , , , ,X 
2 7 8 9 11 14 18 19 21 23 27 28 29 31}{ , , , , , , , , , , , ,X 
4 1 3 4 5 7 12 14 15 19 20 25 26 28 29 31}{ , , , , , , , , , , , , , ,X 

(63; 30, 30, 30, 24; 51) (s), all Xi are H1-invariant

1 1 2 4 8 9 11 13 16 18 19 22 25 26 27 31}{ , , , , , , , , , , , , , ,X 
X2{7, 9, 11, 13, 14, 15, 18, 19, 22, 25, 26, 27, 28, 30, 35, 36, 37, 38, 39, 41, 44, 45, 49, 50, 51, 52, 54, 56, 

      57, 60}
X4{5, 9, 13, 15, 17, 18, 19, 20, 22, 23, 25, 26, 29, 31, 36, 37, 38, 41, 51, 52, 53, 55, 60, 61}

(63; 30, 30, 30, 24; 51) (s), all Xi are H1-invariant
X1{3, 5, 6, 9, 10, 12, 13, 14, 17, 18, 19, 20, 23, 24, 26, 29, 30, 33, 34, 35, 36, 38, 39, 40, 41, 48, 52, 53, 56, 57}
X2{3, 5, 7, 9, 10, 12, 13, 15, 17, 18, 19, 20, 23, 26, 27, 28, 29, 34, 36, 38, 40, 41, 45, 48, 49, 51, 52, 53, 54, 60}

4 5 7 9 10 14 17 18 20 23 27 28 29}{ , , , , , , , , , , ,X 

(63; 30, 27, 27, 27; 48) (s), all Xi are H2-invariant

1 1 5 8 9 11 16 17 18 19 22 23 25 27 29 31}{ , , , , , , , , , , , , , ,X 
X2{3, 4, 7, 12, 15, 16, 17, 20, 22, 26, 27, 28, 29, 32, 37, 41, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 51, 54, 59, 60}
X4{4, 6, 9, 10, 13, 17, 18, 19, 24, 27, 29, 31, 32, 33, 34, 36, 37, 40, 41, 43, 44, 45, 47, 52, 54, 55, 61}

(63; 30, 27, 27, 27; 48) (s), all Xi are H1-invariant
X1{3, 6, 11, 12, 13, 19, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 29, 30, 33, 37, 38, 39, 41, 43, 44, 45, 46, 48, 50, 52, 53, 54,

      57, 58}
X2{3, 11, 12, 13, 14, 15, 19, 22, 25, 26, 31, 35, 37, 38, 41, 43, 44, 46, 48, 50, 51, 52, 55, 56, 58, 60, 61}

4 1 4 7 9 14 16 18 21 22 25 26 27 28}{ , , , , , , , , , , , ,X 

(63; 29, 31, 31, 24; 52) (s)

1 2 3 5 8 9 10 12 15 16 22 24 26 28 31}{ , , , , , , , , , , , , ,X 
X2{0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 15, 20, 23, 24, 28, 29, 30, 31, 34, 40, 42, 43, 45, 49, 50, 52, 58, 59, 

      60, 61}
X4{0, 2, 8, 9, 10, 12, 15, 16, 20, 25, 26, 30, 33, 34, 37, 39, 45, 46, 48, 50, 57, 60, 61, 62}

(63; 29, 31, 31, 24; 52) (s)
X1{1, 2, 3, 11, 15, 18, 19, 21, 22, 26, 27, 28, 29, 30, 33, 34, 35, 36, 38, 39, 45, 48, 49, 51, 52, 55, 59, 60, 61}
X2{0, 2, 3, 5, 10, 11, 17, 18, 19, 21, 23, 24, 28, 30, 32, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 45, 46, 48, 51, 52, 53, 

      56, 62}

4 2 6 10 11 12 14 17 20 22 25 27 29}{ , , , , , , , , , , ,X 

(63; 27, 31, 31, 25; 51) (s), all Xi are H1-invariant

1 2 3 7 8 10 12 14 15 21 23 28 29 31}{ , , , , , , , , , , , ,X 
X2{3, 6, 7, 11, 12, 13, 14, 19, 22, 23, 24, 25, 26, 28, 29, 33, 35, 37, 38, 41, 42, 43, 44, 46, 48, 49, 50, 52,

      53, 56, 58}
X4{3, 5, 12, 13, 15, 17, 19, 20, 22, 23, 25, 26, 29, 30, 37, 38, 39, 41, 42, 48, 51, 52, 53, 57, 60}

(63; 27, 31, 31, 25; 51) (s)
X1{0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 10, 11, 12, 15, 19, 23, 25, 28, 31, 32, 39, 40, 47, 49, 51, 52, 53, 58, 59, 62}
X2{0, 1, 6, 7, 9, 10, 13, 14, 16, 18, 19, 23, 24, 28, 30, 35, 37, 38, 40, 41, 43, 44, 46, 47, 48, 49, 50, 54, 59, 

      61, 62}

4 1 2 4 6 10 14 16 17 19 21 27 28}{ , , , , , , , , , , ,X 

(63; 27, 29, 29, 26; 48) (s), all Xi are H2-invariant

1 1 2 3 5 10 12 13 15 19 21 25 29 31}{ , , , , , , , , , , , ,X 
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X2{2, 7, 9, 10, 13, 14, 18, 20, 21, 26, 27, 28, 29, 32, 35, 36, 40, 42, 44, 45, 49, 50, 52, 53, 54, 55, 56, 59, 61}
X4{4, 7, 8, 9, 11, 16, 17, 18, 20, 21, 22, 23, 26, 28, 29, 32, 36, 37, 41, 42, 43, 44, 46, 47, 49, 59}

(63; 27, 29, 29, 26; 48) (s)
X1{0, 1, 3, 5, 6, 8, 9, 12, 15, 17, 21, 25, 26, 27, 28, 29, 31, 35, 36, 41, 43, 46, 48, 53, 54, 57, 61}
X2{0, 2, 3, 5, 9, 10, 21, 25, 26, 27, 28, 30, 31, 33, 34, 35, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 49, 53, 54, 55, 57, 59, 60}

4 1 3 4 10 11 14 16 18 20 23 26 27 31}{ , , , , , , , , , , , ,X 

In the case v57 our list contains two PDFs having different parameter sets and sharing the same sym-
metric block. The same is true for v61.

Acknowledgement

The author is indebted to Tamara Balonina for converting the manuscript into the printing format of the 
journal.

Financial support

This research was enabled in part by support provided by SHARCNET (http://www.sharcnet.ca) and 
Compute Canada (http://www.computecanada.ca). 

References

1. Dragomir Ž. Ðoković, Ilias S. Kotsireas. Computa-

tional methods for difference families in finite abe-

lian groups. Spec. Matrices, 2019, vol. 7, pp. 127–141.

2. Seberry J., Yamada M. Hadamard matrices, sequenc-
es, and block designs. In: Contemporary design theo-
ry. A Collection of Surveys. D. J. Stinson and J. Din-

itz (eds.). John Wiley and Sons, New York, 1992. 

Pp. 431–560.

3. Seberry J., and Balonin N. A. Two infinite families of 

symmetric Hadamard matrices. Australasian Jour-
nal of Combinatorics, 2017, vol. 69(3), pp. 349–357.

4. Balonin N. A., Balonin Y. N., Ðoković D. Ž., Karbovs-

kiy D. A., and Sergeev M. B. Construction of symmet-

ric Hadamard matrices. Informatsionno-upravliai-
ushchie sistemy [Information and Control Systems], 

2017, no. 5, pp. 2–11. doi:10.15217/issn1684-

8853.2017.5.2

5. Balonin N. A., Ðoković D. Ž., and Karbovskiy D. A. 

Construction of symmetric Hadamard matrices of or-

der 4v for v47, 73, 113. Spec. Matrices, 2018, vol. 6, 

no. 1, pp. 11–22. doi.org/10.1515/spma-2018-0002

6. Abuzin L. V., Balonin N. A., Ðoković D. Ž., Kotsireas I. S. 

Hadamard matrices from Goethals — Seidel differ-

ence families with a repeated block. Informatsion-
no-upravliaiushchie sistemy [Information and Con-

trol Systems], 2019, no. 5, pp. 2–9. doi:10.31799/1684-

88532019-5-2-9

7. Mateo O. Di, Ðoković D. Ž., Kotsireas I. S. Symmetric 

Hadamard matrices of order 116 and 172 exist. Spec. 
Matrices, 2015, vol. 3, pp. 227–234.

8. Turyn R. J. An infinite class of Williamson matrices. 

J. Combinatorial Theory Ser. A, 1972, no. 12, pp. 319–

321.

9. Xia M., Xia T., Seberry J., and Wu J. An infinite se-

ries of Goethals — Seidel arrays. Discrete Applied 
Mathematics, 2005, vol. 145, pp. 498–504.

10. Craigen R., and Kharaghani H. Hadamard matrices 
and Hadamard designs. In: Handbook of Combinato-
rial Designs. 2nd ed. C. J. Colbourn, J. H. Dinitz 

(eds). Discrete Mathematics and its Applications 

(Boca Raton). Chapman & Hall/CRC Press, Boca Ra-

ton, FL, 2007. Pp. 273–280.

11. Turyn R. J. An infinite class of Williamson matrices. 

J. Combinatorial Theory Ser. A, 1972, no. 12, pp. 319–

321.

12. Janko Z., Kharaghani H., Tonchev V. The existence 

of a Bush-type Hadamard matrix of order 324 and 

two new infinite classes of symmetric designs. De-
signs, Codes and Cryptography, 2001, vol. 24, iss. 2, 

pp. 225–232.

13. Balonin N. A., and Ðoković D. Ž. Symmetric Had-

amard matrices of orders 268, 412, 436 and 604. In-
formatsionno-upravliaiushchie sistemy [Information 

and Control Systems], 2018, no. 4, pp. 2–8. 

doi:10.31799/1684-8853-2018-4-2-8



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 2, 202210

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

УДК 004.438

doi:10.31799/1684-8853-2022-2-2-10

Некоторые новые симметричные матрицы Адамара

Джокович Д. Ж.а, доктор наук, профессор, orcid.org/0000-0002-0176-2395, djokovic@uwaterloo.ca 
аУниверситет Ватерлоо, кафедра теоретической математики и Институт квантовых вычислений, Ватерлоо, 

Онтарио, N2L 3G1, Канада

Введение: предполагается, что симметричные матрицы Адамара порядка 4v существуют для всех нечетных целых чисел v > 0. 
В последние годы их наличие было доказано для многих новых порядков с помощью специального метода, известного как кон-
струкция пропус. В этой конструкции используются разностные семейства Xk (k1, 2, 3, 4) над циклической группой Zv (целые 
числа по модулю v) с параметрами (v; k1, k2, k3, k4; ), где X1 симметрично, X2X3 и k1 + 2k2 + k4v + . Также предполагается, 
что такие разностные семейства (известные как пропус-семейства) существуют для всех наборов параметров, упомянутых выше, 
за исключением случая, когда все ki равны. Эта новая гипотеза была проверена для всех нечетных v  53. Цель: построить новые 
симметричные матрицы Адамара, используя конструкцию пропус, и обеспечить дальнейшее подтверждение вышеупомянутой 
гипотезы. Результаты: представлены первые примеры симметричных матриц Адамара порядков 4v для v127 и v191. Систе-
матический компьютерный поиск симметричных матриц Адамара, основанный на конструкции пропус, был расширен на случаи 
v55, 57, 59, 61, 63. Практическая значимость: матрицы Адамара широко используются в задачах безошибочного кодирования 
и сжатия и маскирования видеоинформации.

Ключевые слова — симметричные матрицы Адамара, конструкция пропус, разностные семейства пропусов.
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УДК 623.4.016 
doi:10.31799/1684-8853-2022-2-11-19 

Выбор заданного космического объекта из множества 
наблюдаемых специализированным космическим 
аппаратом 
В. Н. Арсеньевa, доктор техн. наук, профессор, orcid.org/0000-0001-6424-5320, vladar56@mail.ru 
А. А. Ядренкинa, канд. техн. наук, доцент, orcid.org/0000-0003-2089-7460
aВоенно-космическая академия им. А. Ф. Можайского, Ждановская наб., 13, Санкт-Петербург, 197198, РФ

Введение: для обнаружения в околоземном космическом пространстве наиболее опасных объектов искусственного 
происхождения (космического мусора) планируется использовать специализированные космические аппараты, осна-
щенные оптико-электронными средствами. В связи с этим возникла проблема выбора наиболее опасного объекта из 
множества наблюдаемых по результатам измерений характеризующих их неоднородных селективных признаков. Цель: 
сформировать комплексный безразмерный показатель, зависящий от количества и качества измерительной информа-
ции о наблюдаемых космических объектах, и решающее правило выбора наиболее опасного объекта, обеспечивающее 
максимальную вероятность принятия правильного решения. Результаты: предложен метод выбора наиболее опасного 
космического объекта при ограниченных объемах измерительной информации о физически неоднородных селективных 
признаках космических объектов, находящихся в наблюдаемой специализированным космическим аппаратом области. 
При этом измерительные данные об отдельных селективных признаках космических объектов могут отсутствовать. 
Предложенное решающее правило для выбора наиболее опасного космического объекта учитывает не только погреш-
ности, но и количество измерений селективных признаков каждого объекта. На актуальном примере продемонстриро-
вана работоспособность метода. Практическая значимость: простота определения комплексных показателей, характе-
ризующих космические объекты, находящиеся в области наблюдения специализированного космического аппарата, и 
решающего правила выбора наиболее опасного объекта, позволяет решать эту задачу на борту специализированного 
космического аппарата в реальном масштабе времени.

Ключевые слова — наиболее опасный космический объект, селективные признаки, специализированный космиче-
ский аппарат, наблюдение, комплексный показатель. 
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Введение

В настоящее время в околоземном космиче-
ском пространстве скопилось большое количе-
ство космических объектов (КО) искусственного 
происхождения (функционирующие и отрабо-
тавшие космические аппараты (КА), разгон-
ные блоки, последние ступени ракет-носителей, 
фрагменты, образовавшиеся при разрушении 
отдельных объектов) [1, 2]. Они представляют ре-
альную угрозу функционирующим космическим 
аппаратам [3]. Для обнаружения и наблюдения 
КО в целях прогнозирования опасных ситуаций 
проводится мониторинг космического простран-
ства с использованием наземных средств наблю-
дения, входящих в Автоматизированную систе-
му предупреждения об опасных ситуациях в око-
лоземном космическом пространстве (АСПОС) 
[4]. Частично эти же вопросы решает объеди-
ненная система аэрокосмической обороны США 
и Канады NORAD (North American Aerospace 
Defense Command) и системы некоторых других 

стран [5]. В перспективе в Международной аэро-
космической системе глобального мониторинга 
(МАКСМ/IGMASS) [6] параллельно с наземными 
средствами планируется использовать космиче-
ский сегмент, включающий группировку специа-
лизированных космических аппаратов (СКА), ос-
нащенных различными средствами наблюдения 
(оптико-электронными, радиолокационными и 
др.) [7]. 

Состояние каждого КО характеризуется неко-
торым набором в общем случае различных по сво-
ей физической природе селективных признаков, 
содержащих о нем координатную и некоординат-
ную информацию [8]. Признаки, характеризу-
ющие траекторию движения КО, представляют 
координатную информацию. Некоординатную 
информацию дают признаки, характеризующие, 
например, геометрическую форму КО, размеры, 
характеристики собственного или отраженного 
излучения и др. Конкретные значения призна-
ков о КО, попавших в область, наблюдаемую СКА 
(область наблюдения СКА), могут поступать из-
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вне или же, если позволяют его измерительные 
средства, определяться на борту. При этом, как 
правило, имеется информация о селективных 
признаках КО, представляющего наибольшую 
угрозу для функционирующих в его окрестности 
КА.

Поскольку в процессе мониторинга космиче-
ской обстановки в область, наблюдаемую СКА, 
могут одновременно попадать несколько КО, то 
возникает необходимость выбора из этого мно-
жества объекта, представляющего наибольшую 
угрозу. В зависимости от состава селективных 
признаков и вида метрики, на основе которой при-
нимается решение о наиболее опасном космиче-
ском объекте (НОКО), как правило, используются 
общие методы решения данной задачи [9, 10]. В то 
же время имеется ряд новых подходов к решению 
отдельных частных задач выбора. Так, например, 
в работе [11] для селекции объектов используют-
ся только геометрические признаки и критерии. 
В статье [12] для определения орбит космического 
мусора предлагается использовать оптимальные 
группировки кубсатов с оптическими датчика-
ми. Работа [8] также связана с определением па-
раметров движения КО с помощью оптико-элек-
тронных средств космического базирования на 
солнечно-синхронной орбите. Автор работ [13, 14] 
рассматривает в качестве признаков конструк-
тивные особенности КО и вероятностное описа-
ние анализируемой обстановки, а для принятия 
решения — байесовский подход с аддитивной 
функцией потерь либо дискретное вейвлет-преоб-
разование. Статья [15] посвящена распознаванию 
орбитальных объектов с помощью звездных дат-
чиков, расположенных на борту спутника, и спе-
циального алгоритма для создания базы данных 
с последующей их обработкой на земле. В работе 
[16] классификация объектов осуществляется на 
основе совместной обработки траекторной и по-
ляризационной информации. Авторы доклада 
[17] в качестве признака использовали отношение 
сигнал/шум, а для различимости объектов — ко-
эффициент ранговой корреляции. Для обнаруже-
ния факта разрушения КО на орбите в работе [18] 
сравниваются средние значения его эффективной 
поверхности рассеяния на смежных временных 
интервалах. В статье [19] и докладе [20] в качестве 
информативных признаков используется некоор-
динатная информация: ранги, глубина, положе-
ние центра тяжести и моментные характеристи-
ки радиолокационных портретов. Распознавание 
осуществляется путем двухэтапного сравнения 
агрегированной информации. Авторы статьи [21] 
для распознавания объектов используют компо-
зицию байесовского и нейросетевого классифи-
каторов и информацию о изображениях объектов 
в различных спектральных диапазонах. В работе 
[22] селекция КО осуществляется по координат-

ным и некоординатным признакам на основе кри-
терия отношения правдоподобия. Метод, предло-
женный в [10], также позволяет комплексировать 
ограниченную разнородную информацию при ре-
шении задачи селекции КО. 

Часть из рассмотренных выше подходов к ре-
шению задачи выбора требует наличия доста-
точно объемной измерительной и (или) априор-
ной информации и немалых затрат времени на 
накопление и обработку данных [13–16, 21, 22]. 
Некоторые из них предполагают использовать 
только один тип информации (координатную 
или некоординатную) [11, 17–20]. Для реализа-
ции методов, предложенных в работах [8, 12], 
необходимо иметь специальные группировки 
спутников. Возникают также некоторые сложно-
сти применения метода решения задачи выбора, 
рассмотренного в работе [10], в случаях отличия 
объемов измерений однотипных селективных 
признаков наблюдаемых КО.

В связи с отмеченными замечаниями предла-
гается рассмотреть следующую задачу.

Постановка задачи 

В некоторой области космического простран-
ства находится R космических объектов, за ко-
торыми ведет наблюдение СКА. Каждый КО 
характеризуется n независимыми, случайны-
ми и, в общем случае, физически разнородны-

ми селективными признаками  1  , , .iX i n  Все 
признаки распределены по нормальному зако-
ну и имеют известные дисперсии  1  , , ,

iXD i n  
характеризующие погрешности их измерений. 
Математические ожидания погрешностей изме-
рений полагаются нулевыми.

Среди наблюдаемых объектов находится 
НОКО, представляющий угрозу функциониру-
ющим в рассматриваемой области космическо-
го пространства КА. Его селективные признаки 

HOÊO  1  , , ,ix i n  известны. 
Проведены измерения признаков, характери-

зующих все объекты, находящиеся в области на-
блюдения СКА. Полученная измерительная ин-
формация представлена множествами 

  1   1   1  ) )( (, , , , , , ,r
r i

r
j ix i n j N r R   X

где 
 r
ijx  — значение i-го признака r-го объек-

та 
( ),r
iX  полученное при его j-м измерении; 

0( )r
iN   — число измерений i-го признака r-го 

объекта. 

В дальнейшем случайные величины обознача-
ются прописными буквами, а их реализации — 
соответствующими строчными буквами.
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Необходимо из множества наблюдаемых СКА 
объектов выбрать наиболее опасный.

Для решения этой задачи для каждого наблю-
даемого КО вводится комплексный безразмер-
ный показатель, учитывающий имеющуюся об 
объекте измерительную информацию. 

Построение моделей комплексных 
показателей, характеризующих 
космические объекты

В качестве комплексного показателя r-го КО 
используется линейная комбинация измеренных 
значений характеризующих его селективных 
признаков:

 1 1

( )

( ) ( ),
r
iNn

r r
r i ij

i j
w x

 
     (1)

где 
( )r
i  — неизвестные коэффициенты, раз-

мерности которых являются обратными к раз-
мерностям соответствующих признаков, т. е. 

 
1( ) ;r

i
iX

     
( ) ;r

rijx X  1  , .r R

Поскольку селективные признаки HOÊO  ,ix  

1  , ,i n  характеризующие НОКО, известны, то 
для сравнения комплексных показателей КО, по-
павших в область наблюдения СКА, предлагает-
ся коэффициенты 

( ),r
i  1  , ,i n  1  , ,r R  моделей 

комплексных показателей всех наблюдаемых объ-
ектов выбирать так, чтобы выполнялись условия

 
HOÊO HOÊ

1
O 1  ( ) ( ) , , ,

n
r r

ii i
i

N x w r R

     (2)

где wноко — некоторая величина. В частности, это 
может быть целое положительное число.

Дисперсия комплексного показателя wr, ха-
рактеризующего r-й КО, в силу модели (1) и неза-
висимости входящих в ее правую часть селектив-
ных признаков определяется по формуле

 

   2 2

1 1 1

( )

( ) ( ) ( ) .
r
i

r i i

Nn n
r r r

W X Xi i i
i j i

D D N D
  

        (3)

Тогда коэффициенты  1  ( ), , ,r
i i n   модели 

комплексного показателя r-го КО определяются 
из условия минимума дисперсии (3) при ограни-
чении, заданном уравнением (2).

Данная задача может быть решена методом 
неопределенных множителей Лагранжа. В соот-
ветствии с этим методом составляется функция 

HOÊO HOÊ
1

O2 ( ) ( )
r

n
r r

r W ii i
i

L D N x w


 
       

 


 2
1

( ) ( )
i

n
r r

Xi i
i

N D


  

 

HO
1

ÊO HOÊO2 ( ) ( ) ,
n

r r
ii i

i
N x w



 
     

 
   (4)

где  — неопределенный множитель.
Для определения неизвестных коэффициен-

тов используются необходимые условия миниму-
ма функции (4), имеющие вид

 HOÊO

2

2 0 1  

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) , , ;

i
r r
i i

r rr
Xi ir

i a

r
ii

L
a N D

N x i n

 


 



   

 

 (5)

 

HOÊO HO
1

ÊO2 0

( ) ( )

( ) ( ) .

r r
i i

r

a

n
r r

ii i
i

L

a N x w

 








 
    

 


 

 (6)

Из формулы (5) можно найти коэффициенты 
модели

 

HOÊO 1  ( ) , , .
i

r i
i

X

x
a i n

D


    (7)

Их подстановка в правую часть выражения (6) 
дает уравнение

HOÊO
HO O

2

1
Ê

( )
,

i

rn
i i

Xi

x N
w

D
 

из которого находится величина 

2
HOÊO

HOÊ

1

O
( ) .

i

rn
i i

Xi

w

x N
D

  



Подставив ее в правую часть формулы (7), 
получим выражения для определения коэффи-
циентов моделей комплексных показателей для 
всех наблюдаемых объектов:

 

HOÊO HOÊO

HOÊ
2

1

O
1  1  ( )

( ) , , ; , .

i
i

r i
i rn

i i
X

Xi

w x
a i n r R

x N
D

D

  


 

 (8)

Из формулы (8) следует, что математиче-
ские модели комплексных показателей, харак-
теризующих различные КО, будут отличаться 
входящими в них коэффициентами, поскольку 
последние зависят от объемов измерений селек-
тивных признаков. Точность полученной таким 
образом модели для каждого КО будет опреде-
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ляться величиной дисперсии соответствующего 
комплексного показателя. Ее можно найти пу-
тем подстановки в формулу (3) вместо коэффи-
циентов 

( )r
i  величин 

( ),r
ia  полученных по фор-

муле (8): 

 

22

22 1

1
2

2

HOÊOHOÊO
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
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 (9)

Значения комплексных показателей КО, по-
павших в область наблюдения СКА, определяют-
ся по формуле (1) при подстановке в нее коэффи-
циентов, полученных по формуле (8):
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(10)

Выбор наиболее опасного космического 
объекта

Из формулы (10) видно, что НОКО является 
тот, значение комплексного показателя которого 
ближе к величине wНОКО. 

В качестве меры близости предлагается ис-
пользовать величину 

HOÊO

HOÊO

HOÊO HOÊO
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  (11)

Тогда решающее правило выбора номера k 
наиболее опасного объекта из множества КО, по-
павших в область наблюдения СКА, определяет-
ся выражением

 
  1  : min , , .k rk r R      (12)

Если для некоторых КО минимальные зна-
чения относительных величин, полученных 
по формуле (11), близки (например, 1 2     

  1  min , , ),r r R    то в качестве наиболее опас-
ного выбирается тот объект, для которого дис-
персия комплексного показателя, полученная 
по формуле (9), меньше. То есть при 

1 2W WD D  
НОКО считается объект с номером 1, поскольку 
вероятность события |W1 – wНОКО |  <  |W2 – wНОКО | 
больше вероятности противоположного события 
|W1 – wНОКО |    |W2 – wНОКО |.

Это можно доказать следующим образом. 
Рассматриваются два объекта с условными но-

мерами 1 и 2, причем  1  1  min , , ,r r R     2  1 
и 

1 2W WD D . Поскольку все селективные призна-
ки имеют нормальное распределение, то и ком-
плексные показатели W1 и W2 в силу модели (1) 
также будут распределены по нормальному за-
кону с дисперсиями 

1WD  и 
2WD  соответственно. 

Тогда при справедливости гипотезы о том, что i-й 
(i1, 2) КО является наиболее опасным, можно 
положить, что математические ожидания ком-
плексных показателей W1 и W2 равны wНОКО и 
их функции плотности распределения имеют вид 

HO
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ÊO
21
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w w
D

W i
W

w e
D




 


 i1, 2. Следует 

также заметить, что полученные по формуле (8) 
коэффициенты моделей комплексных показате-
лей всех КО (в том числе и объектов с номерами 
1 и 2), попавших в наблюдаемую СКА область, 
удовлетворяют уравнениям (2). 

Найдем функцию плотности распределения 
отношения 
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где случайная величина ZiWi – wНОКО имеет 

распределение 

2

21
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( ) ,
i

Wi
i

i

z
D

Z i
W

z e
D


 


 i1, 2.

Воспользовавшись известной формулой для 
определения функции плотности распределения 
отношения двух нормально распределенных слу-
чайных величин, получим

12 2 112 2 2 12 2 2d( ) ( ) ( )Z z zz z z z z z




    
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На основе функции плотности распределе-
ния 

12 12( )Z z  определяется вероятность события 

|Z1| < |Z2||:
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Поскольку вероятность противоположного со-
бытия P(|Z1|  |Z2|)1 – P(|Z1| < |Z2|), а функция 
арктангенса монотонно возрастающая, то при 

1 2W WD D  вероятность P(|Z1| < |Z2|) > P(|Z1|  |Z2|) 
и наиболее опасным является 1-й КО. 

Из формулы (15) также видно, что при 

1 2W WD D  имеет место равенство вероятностей 

P(|Z1| < |Z2|)  P(|Z1|  |Z2|)0,5. Если при этом по 
результатам проведенных измерений селектив-
ных признаков получилось  1  1  min , , ,r r R     

2  1, то для принятия решения о НОКО требу-
ется дополнительная измерительная информа-
ция.

На основе вероятностей P(|Zi| < |Zj|), 
 1   , , , ,i j R i j   можно априорно (без использова-

ния результатов измерений селективных при-
знаков) оценить вероятность àïð

( )rP  того, что r-й 
КО является наиболее опасным 1  ( , ).r R  Если 
допустить, что один из наблюдаемых КО явля-
ется наиболее опасным, то должно выполняться 

условие àïð
1

1( ) .
R

r

r
P


  Тогда для определения веро-

ятностей àïð
( )rP  предлагается использовать при-

ближенную формулу

 

 

 

1

àïð

1 1

 1  ( ) , , .

R

r j
j
j rr
R R

r j
r j

j r

P Z Z

P r R

P Z Z




 




 






 

 (16)

Многократное ее применение в модельных 
экспериментах показало, что отличия получен-
ных оценок от фактических значений вероятно-
стей составляют единицы процентов. Поэтому 
формула (16) может служить основой для получе-
ния апостериорных оценок вероятностей выбора 
каждого из наблюдаемых КО как наиболее опас-
ного для окружающих его КА и использования 

их для принятия решения по максимуму апосте-
риорной вероятности. 

Иллюстративный пример

Рассматривается гипотетический СКА, веду-
щий наблюдение за определенной областью кос-
мического пространства. В наблюдаемую им об-
ласть попадают четыре (R4) космических объ-
екта (КО1, КО2, КО3 и КО4). Известно, что среди 
них находится КО, представляющий наибольшую 
опасность для функционирующих в его окрест-
ности КА. Состояние каждого объекта характе-
ризуется пятью (n5) независимыми безразмер-
ными селективными признаками (в общем слу-
чае имеющими различную физическую природу) 

 1  5, , ,iX i   распределенными по нормальному 
закону с известными дисперсиями 

1
0 05, ,XD   

2
0 05, ,XD   

3
12,XD   

4
0 11, ,XD   

5
0 11, .XD   

Известны значения этих признаков для НОКО: 
xНОКО110, xНОКО27, xНОКО3500, xНОКО440, 
xНОКО525.

Для определения НОКО были проведены из-
мерения селективных признаков всех КО, попав-
ших в область наблюдения СКА. 

Измерительная информация о селективных 
признаках КО1 представлена множеством 

 
 

1 1 1 1 1
31 32 41 51 51 1 2

1
1

10 01 490 75 496 87 39 84 24 77 24 92

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) , , , ,

, ; , ; , ; , ; ,

,

; , ,

xx x x x x 



X
 

включающим одно 
1

1 1( )( )N   измеренное значе-

ние 1-го признака 1
11 10 01( )( , ),x  два 

1
3 2( )( )N   из-

меренных значения 3-го признака 1
31 490 75( )( , ,x  

1
32 496 87( ) , ),x  одно 

1
4 1( )( )N   измеренное значе-

ние 4-го признака 1
41 39 84( )( , )x  и два 

1
5 2( )( )N   

измеренных значения 5-го признака 1
51 24 77( )( , ,x  

1
52 24 92( ) , ).x  Значение 2-го признака КО1 изме-

рить не удалось 
1

2 0( )( ).N   
Измерительная информация о состояниях 

2–4 наблюдаемых КО имеет следующий вид:

 
 

 



2 2 2 2 2
21 31 41

2
2 1 11 42 5

10 35 7 44 501 84 39 82 40 33 24 81
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, ; , ; , ; , ; , ; , ,

, ,x x x x xxX

2 2 2 2 2
1 2 3 4 51 1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ); ; ; ; ;N N N N N    

 
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3 3 3 3
31 4

3
3 21 1 51 52
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,
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x xx x x 



X

3 3 3 3 3
1 2 3 4 50 1 1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ); ; ; ; ;N N N N N    

 
 

4 4 4 4
12 41 42 51

4 4
4 11 21

10 07 9 83 6 82 40 20 40 29 25 17
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, ; , ; , ; , ; , ;

,
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x x x xx x 



X



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 2, 202216

ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ И УПРАВЛЕНИЕ

4 4 4 4 4
1 2 3 4 52 1 0 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ); ; ; ; .N N N N N    

Необходимо из четырех наблюдаемых СКА 
объектов выбрать наиболее опасный.

На основе имеющихся данных по формуле (8), 
в которой полагается wНОКО 1, определяются 
коэффициенты моделей комплексных показате-
лей для всех наблюдаемых объектов:

1 1 1
1 2 3

1 1
4 5

0 0029 0 0020 0 0006

0 0052 0 0033

( ) ( ) ( )

( ) ( )

, ; , ; , ;

, ; , ;

a a a

a a

  

 

2 2 2
1 2 3

2 2
4 5

0 0034 0 0024 0 0007

0 0062 0 0039

( ) ( ) ( )

( ) ( )

, ; , ; , ;

, ; , ;

a a a

a a

  

 

3 3
1 2

3 3 3
3 4 5

0 0042 0 0029

0 0009 0 0076 0 0048

( ) ( )

( ) ( ) ( )

, ; , ;

, ; , ; , ;

a a

a a a

 

  

4 4
1 2

4 4 4
3 4 5

0 0050 0 0035

0 0010 0 0091 0 0057

( ) ( )

( ) ( ) ( )

, ; , ;

, ; , ; , .

a a

a a a

 

  

Подстановка этих коэффициентов в формулы 
(1) и (3) дает значения w10,9908, w21,0037, 
w30,9963, w41,0044 комплексных показа-
телей наблюдаемых СКА объектов и их дис-
персий 

1
51 44 10, ,WD
   

2
51 71 10, ,WD
   

3
52 10 10, ,WD
   

4
52 52 10, .WD
 

По формуле (11) определяются значения вели-
чины, характеризующей близость комплексных 
п оказателей наблюдаемых объектов к НОКО: 
10,0092, 20,0037, 30,0037, 40,0044. 
Отсюда видно, что минимальные значения ком-
плексных показателей КО2 и КО3 совпадают. 
Но поскольку 

2 3W WD D , то принимается ре-
шение, что наиболее опасным является КО2. 
В этом случае согласно формуле (15) вероятность 
P(|W2 – wНОКО| < |W3 – wНОКО|)0,5326, что боль-
ше вероятности P(|W3 – wНОКО| < |W2 – wНОКО|)
0,4674 альтернативного события.

Заключение

Предложен подход к решению задачи выбора 
из множества наблюдаемых СКА космических 
объектов наиболее опасного для функциониру-
ющих в его окрестности КА. В его основе лежит 
комплексный безразмерный показатель в виде 
линейной комбинации результатов измерений 
селективных признаков, характеризующих КО. 
Величина и качество определения комплексного 
показателя для каждого КО зависят от объема 
и качества измерительной информации. В связи 
с этим одним из условий при определении коэф-
фициентов, связывающих селективные призна-
ки с комплексными показателями наблюдаемых 
объектов, является минимум дисперсий послед-
них. 

В отличие от известных методов, задача вы-
бора решается при ограниченных объемах изме-
рительной информации о физически неоднород-
ных селективных признаках КО, находящихся 
в наблюдаемой СКА области. При этом измери-
тельные данные об отдельных селективных при-
знаках КО могут отсутствовать. Предложенное 
решающее правило для выбора наиболее опас-
ного КО учитывает не только погрешности, но и 
количество измерений селективных признаков 
каждого КО. Показано, что при незначительных 
расхождениях между комплексными показате-
лями наблюдаемых КО выбирается тот объект, 
вероятность появления которого является мак-
симальной. Следует отметить, что предлагаемый 
метод может быть использован не только для вы-
бора НОКО, но и для ранжирования всех наблю-
даемых объектов с точки зрения степени опасно-
сти, которую они представляют для функциони-
рующих КА.

Простота определения комплексных показа-
телей и основанного на них решающего правила 
выбора НОКО позволяет решать эту задачу на 
борту СКА в реальном масштабе времени.
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Introduction: For the detection of most dangerous artificial space objects (space junk) in near-earth space, it is planned to use 
specialized spacecraft equipped with optoelectronic devices. In relation to this a problem arose when selecting the most dangerous 
object from the observed multitude, based on the measurements of inhomogeneous selective features that characterize these objects. 
Purpose: Form a complex dimensionless indicator, depending on the quantity and quality of measurement information about the 
observed space objects, and a decision rule for choosing the most dangerous object, providing the maximum probability of making the 
right decision. Results: A method is proposed for selecting the most dangerous space object under the condition of the limited amount 
of measurement information about physically inhomogeneous selective features of space objects located in the area which is observed by 
a specialized spacecraft. It should be noted that the measurement data on individual selective features of space objects may be absent. 
The proposed decision rule for the selection of the most dangerous space object takes into account not only inaccuracies and errors, but 
also the number of measurements of the selective characteristics of each object. The efficiency of the method has been demonstrated on a 
relevant example. Practical relevance: The simplicity of the determination of composite indicators characterizing space objects that are 
located in the area observed by a specialized spacecraft, and of the decision rule for selecting the most dangerous object makes it possible 
to solve this problem on board a specialized spacecraft in real time.
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Введение: системы управления гипервизорами могут устаревать и (или) выходить из строя, а также нуждаться в ба-
лансировке нагрузки, что влечет за собой проблемы, связанные с несовместимостью программного обеспечения с раз-
ными версиями систем управления или с уровнем интеграции приложений с ними. Эффективным решением указанных 
проблем является автоматизированная миграция конфигураций и ресурсов между экземплярами систем управления 
гипервизорами. Цель: разработать алгоритм автоматической миграции конфигурации и ресурсов ESXi-кластеров между 
разными vCenter серверами с возможностью возврата к исходному состоянию в случае возникновения ошибки. Резуль-
таты: предложен алгоритм автоматической миграции. На его основе разработан программный модуль для промышлен-
ной системы хранения данных, позволяющий проводить миграцию кластера ESXi-хостов, на котором развернута си-
стема хранения данных, с одного vCenter сервера на другой. Разработанный модуль обрабатывает ошибки и в случае их 
возникновения осуществляет действия для восстановления исходного состояния системы на первоначальном vCenter 
сервере. Приведены экспериментальные оценки, полученные путем сравнения ручной процедуры миграции с работой 
реализованного модуля. Выигрыш по времени сократился с 55 мин до приблизительно трех минут, т. е. в 15–18 раз. Так-
же сократилось количество информации, которую пользователю необходимо знать и учитывать в процессе миграции на 
новый vCenter сервер. Практическая значимость: результаты работы использованы в промышленной системе хранения 
данных. Реализованный модуль позволил упростить и значительно ускорить процесс миграции системы хранения дан-
ных на новый vCenter сервер. 

Ключевые слова — гипервизоры, vCenter сервер, VMware ESXi, миграция, автоматизация, распределенный вирту-
альный коммутатор.
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Введение

В настоящее время активно используются об-
лачные вычисления [1, 2], в реализации которых 
применяются системы виртуализации. Системы 
виртуализации позволяют абстрагировать обо-
рудование (аппаратное обеспечение) и предостав-
лять доступ пользователям и приложениям к об-
щему набору ресурсов: памяти, вычислительным 
мощностям, хранилищу, — но изолированных 
друг от друга в виртуальных машинах (ВМ) [3–
6]. Для виртуализации ресурсов требуются про-
граммные или аппаратные гипервизоры; одним 
из примеров широко используемых в промыш-
ленности гипервизоров является VMware ESXi 
[1, 4, 7]. Для управления разными ESXi-хостами 
и ВМ используется управляющая программа 
vCenter [1, 8], в которой хосты объединяются 
в кластер, и для них настраивается виртуальная 
сеть. Также vCenter позволяет настраивать пра-

вила для миграции ВМ между ESXi-хостами кла-
стера. Примерами программных систем и органи-
заций, использующих ESXi-кластеры под управ-
лением vCenter, являются PowerStore X, ЭрисВМ 
[9], Dell Technologies, Санкт-Петербургский по-
литехнический университет Петра Великого.

Серверы vCenter могут выходить из строя по 
тем или иным причинам: отсутствие интернет-со-
единения; отключение от электросети хоста, на 
котором он развернут, или отключение ВМ, где 
vCenter сервер установлен. В свою очередь это мо-
жет вызывать ошибки у программного обеспече-
ния, развернутого в этом vCenter сервере. Поэтому 
актуальной является задача миграции ресурсов 
и восстановления конфигурации кластера ESXi-
хостов в новом vCenter сервере, что позволит:

— обеспечить отказоустойчивость;
— распределить нагрузку;
— решить проблемы при обновлениях, напри-

мер, один из кластеров требует более новую вер-
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сию vCenter, а другой(ие) кластер не может кор-
ректно работать в новом vCenter.

При этом процесс миграции или восстановле-
ния может быть сложным и трудоемким. В ходе 
миграции пользователи могут допускать ошиб-
ки, что делает актуальной задачу автоматиза-
ции миграции ESXi-кластеров между разными 
vCenter серверами.

Цель и задачи работы

Рассмотрим схему компонентов кластера 
vCenter (рис. 1). Она состоит из хоста для vCenter, 
vCenter сервера, логического объекта Datacenter, 
ESXi-хостов и набора ВМ. 

Сервер vCenter является программным обес-
печением, установленным на выделенном 
vCenter-хосте под управлением операционной си-
стемы Windows или Linux. Он используется для 
управления ВМ и ESXi-хостами [1, 8]. Под ESXi-
хостами в работе понимается аппаратный про-
мышленный гипервизор компании VMware [1].

Внутри vCenter сервера создается логический 
объект, называемый Datacenter, объединяющий 
ВМ, ESXi-хосты, хранилища данных, класте-
ры ESXi-хостов и распределенный виртуальный 
коммутатор (Distributed Virtual Switch, DVS). 
При этом DVS позволяет настроить подключение 
для всех ESXi-хостов, к которым он относится.

В области Datacenter создан кластер, кото-
рый является логическим объектом, объединяю-
щим ESXi-хосты и ВМ, развернутые на них [10]. 
Кластер может иметь один или более ESXi-
хостов, которые развернуты отдельно и независи-
мо от самого vCenter сервера, т. е. находятся вне 
области Datacenter. 

Именно за счет представленной логической 
схемы и связей vCenter сервер может осуществить 
миграцию ВМ между разными ESXi-хостами.

Целью работы является снижение трудоемкости 
и ускорение процесса миграции ESXi-кластеров 
между разными vCenter серверами. При этом на ми-
грируемых кластерах развернуты ВМ с конечны-
ми приложениями пользователя. Отличительной 
особенностью работы является снижение времени 
нахождения системы в некорректном состоянии за 
счет предложенного алгоритма возвращения систе-
мы к исходной конфигурации.

Снижение трудоемкости и ускорение достига-
ются за счет алгоритма перемещения ресурсов, 
реализованного в модуле промышленной систе-
мы хранения данных. К перемещаемым ресур-
сам можно отнести настройки DVS, ESXi-хостов, 
ВМ и кластера.

Для реализации поставленной цели необходи-
мо выполнить следующие задачи.

1. Исследовать необходимость миграции ESXi-
кластера между экземплярами vCenter серверов.

2. Провести исследование и сравнительный 
анализ существующих подходов к миграции 
ESXi-кластеров.

3. Предложить алгоритм миграции ESXi-
кластеров под управлением разных vCenter сер-
веров.

4. Реализовать предложенный алгоритм 
в программном средстве, которое позволяет авто-
матизировать миграцию. Отличительной особен-
ностью реализации является возможность отка-
та миграции в случае ошибки.

5. Продемонстрировать снижение трудоемко-
сти процесса миграции.

Сравнительный анализ существующих 
методов миграции

Для решения поставленных задач рассмотрим 
необходимость восстановления конфигурации 
в процессе миграции, а также существующие ал-
горитмы миграции.

Миграция используется для переноса конфи-
гурации и подключения существующего сервера, 
размещенного на хостах ESXi-кластера, к новому 
vCenter серверу и удаления необходимой инфор-
мации со старого vCenter сервера.

Миграция также может использоваться для:
— перераспределения нагрузки [11];
— обновления версии vCenter сервера [12, 13];
— рефакторинга конфигурации IT-инфра-

структуры.
Дополнительными требованиями для мигра-

ции и восстановления конфигурации являются:
— обеспечение доступности данных [14];
— невозможность отключения системных ВМ.

vCenter 

Хост для vCenter 

Datacenter 

Кластер

Хост Хост

ВМ

ВМ

ВМ

ВМ

ВМ

ESXi-
хост

ESXi-
хост

 Рис. 1. Логическая схема связи ESXi-хостов, 
vCenter сервера и виртуальных машин

 Fig. 1. Logical diagram of communication between 
ESXis, vCenter and VMs
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На сегодня можно выделить несколько мето-
дов миграции кластеров ВМ. Например, в ста-
тье [10] упоминаются четыре «типичных» ме-
тода: параллельной миграции с разной грану-
лярностью (Concurrent Migration with Various 
Granularity), взаимной миграции (Mutual 
Migration), гомогенной миграции нескольких 
виртуальных кластеров (Homogeneous Multi-VC 
Migration), гетерогенной миграции нескольких 
виртуальных кластеров (Heterogeneous Multi-
VC Migration). Еще один метод совместной 
миграции виртуальных машин с поддержкой 
кластера для облачных медиасервисов (cluster-
aware VM collaborative migration scheme for 
media cloud) описан в работе [15]. Также суще-
ствуют методы миграции ВМ между гипервизо-
рами и центрами обработки данных, которые 
предлагают оптимизацию миграций как по 
времени, так и по объему трафика [16]. Но если 
создается кластер ESXi-хостов, то за миграцию 
ВМ и их безотказную работу отвечает vCenter 
сервер [1], который в таком случае является 
единой точкой отказа. Поэтому рассмотрим су-
ществующие способы и подходы по миграции 
ESXi-кластеров между разными экземплярами 
vCenter серверов.

Алгоритм миграции ESXi-кластеров отра-
жен в работе компании VMware «Перемещение 
vSAN-кластера с одного vCenter сервера на дру-
гой» (https://kb.vmware.com/s/article/2151610). 
Также отдельно описывается миграция ESX/
ESXi-хостов, которые используют DVS, между 
экземплярами vCenter серверов; предлагается 
для упрощения использовать экспорт и импорт 
конфигурации DVS (https://kb.vmware.com/s/
article/1029498), которая в свою очередь опи-
сана в материалах компании VMware (https://
kb.vmware.com/s/article/2034602). Также суще-
ствует работа компании Nutanix, которая описы-
вает процедуру ручной миграции ESXi-кластера 

(База знаний о контроллере Nutanix. https://
portal.nutanix.com/page/documents/details?tar-
getId=vSphere-Admin6-AOS-v6_0:vsp-cluster-mi-
grate-vcenter-vsphere-t.html%7D). 

Все вышеперечисленные решения описывают 
процесс ручной миграции, который требует зна-
чительных затрат времени (суммарно около од-
ного часа) и имеет высокий шанс ошибок. А если 
алгоритм имеет частичную автоматизацию, то 
необходима работоспособность существующего 
vCenter сервера, что не позволяет использовать 
эти решения для автоматического восстановле-
ния конфигурации.

Автоматизированный процесс миграции ре-
ализован в проекте Migrate-vCenter-with-vDS 
(https://github.com/Vidanez/Migrate-vCenter-
with-vDS). В нем не содержится функциональ-
ность отката к исходной конфигурации на старом 

vCenter сервере в случае ошибки в процессе ми-
грации [17]. Также нет возможности повторить 
попытку на частично восстановленной конфигу-
рации кластера на vCenter сервере.

На основе сравнения характеристик (табл. 1) 
можно сделать вывод, что ни один из существую-
щих подходов не автоматизирует миграцию c воз-
можностью возврата к исходной конфигурации 
в случае ошибок во время миграции. Поэтому 
в настоящей работе предлагается алгоритм ав-
томатизации, который удовлетворяет всем рас-
смотренным критериям и обладает следующими 
особенностями:

— cохраняется доступность данных во время 
миграции;

— имеется возможность вернуть конфигура-
цию на исходный vCenter в случае ошибки в про-
цессе миграции, что позволит снизить потенци-
альное время нахождения системы в некоррект-
ном состоянии [17];

— есть возможность перезапустить процесс 
восстановления конфигурации для операции 
восстановления конфигурации на новом vCenter 
сервере.

  Таблица 1. Сравнение способов миграции ESXi-
кластеров между экземплярами vCenter серверов

  Table 1. Comparison between different methods of 
migration ESXi clusters between different vCenter in-
stances
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Алгоритм миграции

Алгоритмы миграции и восстановления кон-
фигурации имеют различия, так как первый по-
зволяет вернуться к исходному состоянию, а вто-
рой, не имея такой возможности, обладает функ-
цией перезапуска после исправления ошибки. Мы 
предлагаем алгоритм миграции, который в упро-
щенном виде приведен на рис. 2.

Шаг 1. Перед проведением миграции следует 
выполнить предварительные действия:

— получить необходимые данные и сформи-
ровать начальную конфигурацию для мигра-
ции;

— проверить состояние нового vCenter сервера 
и ESXi-хостов, участвующих в миграции. ESXi-
хосты должны быть доступны, а имя пользова-
теля и пароль правильными. Осуществить иные 
предварительные проверки, например на отсут-
ствие в новом vCenter сервере объектов с имена-
ми, совпадающими с именами объектов, которые 
будут созданы в процессе миграции;

— выполнить специфичные для каждого кла-
стера (сервера, развернутого на кластере) дей-
ствия, например удалить Storage Provider и вы-
ставить параметры на сервере.

Шаг 2. Подготовить хосты к миграции, т. е. 
удалить их из нынешнего vCenter сервера.

  Рис. 2. Предлагаемый алгоритм миграции 

  Fig. 2. Proposed migration algorithm
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Шаг 3. На новом (переданном пользователем) 
vCenter создать объект Datacenter, если это не-
обходимо (если клиент не передал идентифика-
тор Datacenter, в который он хочет добавить свой 
кластер). 

Шаг 4. После получения информации о «базо-
вом» объекте Datacenter создать в нем кластер. 

Шаг 5. Добавить хосты в созданный кластер. 
Шаг 6. Сконфигурировать и создать сеть, а 

именно настроить стандартный виртуальный 
коммутатор (Standard Virtual Switch, SVS — ло-
гический коммутатор, который соединяет физи-
ческие порты сетевой карты (Physical Network 
Adapter, PNIC) ESXi-хоста и порты в Интернет че-
рез физический коммутатор [18]) или DVS, в за-
висимости от используемого подключения. 

Шаги 7 и 8. Дополнительная настройка па-
раметров кластера (шаг 7) и дополнительная 
настройка параметров сети (шаг 8) могут прово-
диться в любом порядке. Примером дополнитель-
ной настройки параметров кластера может быть 
настройка vSphere HA. 

Шаг 9. Специальные действия, связанные 
с завершением процесса непосредственной ми-
грации, например: регистрация Storage Provider, 
сохранение необходимых данных на сервере, дру-
гие действия на vCenter сервере. 

Шаг 10. Очистка ненужных ресурсов на ста-
ром vCenter сервере: удаление кластера и других 
объектов, например в нашем случае необходимо 
удалить DVS, если к нему не подключены какие-
либо ВМ и (или) хосты.

Представленный алгоритм предполагает без-
ошибочное прохождение всего процесса мигра-
ции. Но это возможно не всегда, так как может 
потеряться сетевое соединение между vCenter 
и модулем, который проводит миграцию, или 
vCenter сервер по каким-либо иным причинам 
окажется в нерабочем состоянии. Поэтому пред-
ложенный алгоритм был расширен за счет меха-
низма возврата к изначальному состоянию. При 
этом механизм возврата нужен не из каждого со-
стояния. Например, ошибка при очистке старого 
vCenter (шаг 10) не должна вызывать откат к ис-
ходному состоянию, а также ряд операций из за-
вершающих действий (шаг 9) могут не вызывать 
откат при ошибках. Исходя из этого дополним 
исходный алгоритм шагами для возврата в изна-
чальное состояние.

Часть предварительных действий (шаг 1), та-
ких как получение конфигурации и проверки, 
не нуждаются в механизме возврата, но при этом 
часть предварительных действий, осуществлен-
ных на сервере и (или) на vCenter сервере требуют 
механизма возврата, который выполняется в ша-
ге 16.

При возникновении ошибок в момент уда-
ления ESXi-хостов из действующего кластера 

следует выполнить действия по восстановлению 
их состояния в кластере (шаг 14), т. е. при необ-
ходимости переподключить и (или) добавить их 
обратно в кластер и восстановить конфигурацию 
сети (при необходимости). Следует осуществить 
дополнительные действия по настройке класте-
ра и сервера (шаг 15). Например, в нашем случае 
это подключение Storage Provider, настройка 
vSphere HA и выставление параметров сервера 
в «необходимые» значения.

Если создавался Datacenter (шаг 3) и при этом 
создание кластера (шаг 4) было завершено с ошиб-
кой, то удалить созданный объект Datacenter 
(шаг 13) и выполнить шаги 14 и 15.

В случае если не получилось успешно доба-
вить все ESXi-хосты в кластер (шаг 5), то отклю-
чить и удалить из нового vCenter все подклю-
ченные хосты. Затем удалить кластер (шаг 12), 
при необходимости удалить объект Datacenter 
(шаг 13), а также выполнить шаги 14 и 15.

Если не удалось сконфигурировать сеть, то 
удалить все подключенные хосты (шаг 11), а да-
лее выполнить шаги 12, 13 (при необходимости), 
14 и 15. 

При возникновении каких-либо ошибок на 
шаге 7 (дополнительные настройки кластера), 
шаге 8 (дополнительные настройки сети) и шаге 9 
(части этапов завершающих действий) выпол-
нить все шаги по восстановлению конфигурации, 
а именно: шаги 11, 12, 13 (только если Datacenter 
создавался), 14 и 15.

Стоит, однако, заметить, что конкретные дей-
ствия по восстановлению конфигурации сети на 
исходном vCenter могут отличаться в зависимо-
сти от того, каким образом должна быть настро-
ена сеть и в каком состоянии была система при 
возникновении ошибки.

Настройка сети

Отдельно остановимся на восстановлении кон-
фигурации сети для кластера, так как это важно 
при использовании DVS, который дает дополни-
тельные возможности в конфигурации сети [18], 
например резервирование канала для определен-
ного типа трафика.

До версии vCenter 7.0.0 была возможна мигра-
ция с одного DVS на другой, что упрощало как 
процесс миграции, так и процесс возврата к ис-
ходному состоянию. В связи с тем, что кластер 
подключается либо к одному DVS, либо к дру-
гому, либо, при ошибке в процессе миграции, 
одновременно к обоим, можно было реализовать 
один алгоритм миграции, который мигрировал и 
переподключал только те элементы и настройки, 
которые сейчас не подключены и не сконфигу-
рированы для искомого DVS. Но стоит отметить, 
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  Рис. 3. Алгоритм миграции подключения ESXi-хоста с SVS на DVS

  Fig. 3. Algorithm of ESXi network migration from SVS to DVS
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что в методике компании VMware не предусмо-
трено проведение миграции сети с одного DVS на 
другой, т. е. это являлось незадокументирован-
ной возможностью или могло даже трактоваться 
как ошибка.

В связи с вышесказанным и рекомендациями 
VMware миграция сети ESXi-хоста должна про-
исходить в следующем порядке:

1) с DVS на SVS;
2) с SVS на DVS.
Алгоритм миграции с DVS на SVS должен до-

пускать свой неоднократный перезапуск, что по-
зволяет решать проблему частичного подключе-
ния через SVS. Алгоритм работы в виде псевдоко-
да приведен в листинге.

Псевдокод миграции сети с распределенного 
виртуального коммутатора на стандартный 
виртуальный коммутатор

Для каждого из переданных хостов{
Убрать PNIC из IO-контроля
active_pnic_connected = false
Проверить, не подключен ли хост полностью или 
частично к какому-либо из SVS

if not (передан SVS) и not (хост подключен к какому-либо 
из SVS){
 Cоздать SVS на хосте
 Сохранить имя SVS для хоста
}
Проверить, подключены ли к SVS активные PNIC
if активные PNIC подключены{
 Добавить их в список мигрированных PNIC
 active_pnic_connected = true
}
if not active_pnic_connected{
 first_pnic = Выбрать 1 из активных PNIC
 Удалить first_pnic из proxySwitch хоста
 Добавить first_pnic в SVS
 Добавить first_pnic в список мигрированных PNIC
}
Подключить в SVS необходимые VMKernel в соответ-
ствии с конфигурацией
Подключить в SVS необходимые сетевые адаптеры ВМ 
в соответствии с конфигурацией

not_migrated_pnics = Все PNIC в proxySwitch – Мигриро-
вавшие PNIC
Удалить not_migrated_pnics из proxySwitch хоста
Добавить not_migrated_pnics в SVS
Добавить not_migrated_pnics в список мигрированных 
PNIC
Выполнять всегда): Добавить PNIC в IO-контроль
}

Следует отметить, что алгоритм миграции 
с SVS на DVD так же, как и основной алгоритм 

миграции, содержит возможность возврата к из-
начальному состоянию в случае ошибок.

Алгоритм, представленный на рис. 3, необхо-
димо выполнить для каждого хоста.

А восстановление настроек сети и миграция 
сети на DVS в исходном vCenter сервере, с кото-
рого происходит миграция, идет по следующему 
алгоритму.

1. Если хосты были подключены к DVS в но-
вом vCenter сервере, то:

1.1. Необходимо подключить их через SVS, 
при необходимости создать SVS.

1.2. Подключить их в необходимый DVS на 
исходном vCenter сервере.

1.3. Удалить созданный SVS, если создавался.
2. Если хосты не были подключены через DVS 

в новом vCenter сервере, то:
2.1. Если они полностью подключены через 

SVS, то подключить их в необходимый DVS на 
исходном vCenter сервере.

2.2. Если они не полностью подключены 
в SVS, то подключить только те PNIC и сетевые 
адаптеры ВМ, которые были подключены к SVS. 

2.3. Удалить SVS, если необходимо.
Предложенный подход гарантирует, что либо 

система мигрирует на новый vCenter сервер, либо 
ее состояние к концу выполнения алгоритма не 
изменится, т. е. система останется в полностью 
рабочем состоянии [17]. При этом обеспечивается 
бесперебойный доступ к системным ВМ во время 
миграции.

В случае если в процессе миграции потеряет-
ся связь с новым vCenter и при этом потеряется 
связь со старым, то система перейдет в несогласо-
ванное состояние.

Реализация алгоритма автоматической 
миграции

Предложенный алгоритм реализован в про-
мышленной системе хранения данных (СХД) 
и может использоваться для миграции ESXi-
кластера, созданного этой СХД. Для реализации 
использовались:

— язык программирования Java 11;
— библиотека Vert.x для реализации реактив-

ного подхода [19];
— vim25 — SDK для работы с vSphere;
— Jira для отслеживания состояния задачи [20];
— Confluence для документирования работы;
— git/GitHub в качестве системы контроля 

версий;
— Jenkins для реализации Continuous Integ-

ration (CI);
— gradle в качестве сборщика проекта;
— SonarQube/SonarLint для проведения ста-

тического анализа кода.



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 2, 2022 27

ПРОГРАММНЫЕ И АППАРАТНЫЕ СРЕДСТВА

Для миграции были созданы дополнительные 
микросервисы: миграции с DVS на SVS и обратно 
и сервис по созданию и конфигурированию DVS. 
Эти микросервисы также использованы в других 
частях продукта. Сервис миграции — это тоже 
микросервис, диаграмма взаимодействия микро-
сервисов представлена на рис. 4.

Для взаимодействия с ESXi-хостами и vCenter 
сервером используется инструментарий (SDK), 
представленный компанией VMware, — vim25. 

Для решения проблемы отказа (отключения, 
перезапуска) приложения во время выполнения 
процесса миграции используется механизм ма-

шин состояний. Этот механизм сохраняет теку-
щий шаг выполнения и контекст выполнения 
команды в базе данных, а в случае перезапуска 
приложения восстанавливает контекст выполне-
ния, включая шаг, на котором выполнение пре-
рвалось, и продолжает выполнение цепочки ко-
манд с сохраненного шага.

Реализованный код проверялся модульным, 
интеграционным и системным тестировани-
ем. Для системного тестирования применялись 
следующие тесты, реализованные на языке Py-
thon 3 с использованием библиотек requests и 
pyVim:

  Рис. 4. MSC-диаграмма взаимодействия микросервисов 

  Fig. 4. MSC-diagram of microservice communications
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— 30 успешных миграций между двумя 
vCenter серверами;

— миграция с ошибкой во время создания 
DVS;

— миграция с ошибкой во время миграции се-
ти на SVS;

— миграция с ошибкой во время миграции се-
ти на DVS. 

Результаты сравнения ручной 
и автоматической миграции

В результате работы был реализован и внедрен 
модуль миграции и внесены изменения в ряд мо-
дулей промышленной СХД. Эти изменения по-
зволили автоматизировать процесс миграции 
ESXi-кластера между разными vCenter с возвра-
том к исходному состоянию в случае возникнове-
ния ошибки.

Для проведения ручных и автоматических 
экспериментов по измерению времени мигра-
ции (табл. 2) использовался ноутбук Dell latitu-
de 5400 с 16 Гб оперативной памяти. На нем бы-
ла запущена программа, реализующая алгоритм 

миграции. Во время работы программы установ-
лено защищенное соединение с vCenter сервером 
и промышленной СХД, которое происходило на 
скорости передачи данных 60 Мб/с. Во всех экс-
периментах на каждом из ESXi-хостов была за-
пущена одна системная ВМ, а на кластере допол-
нительно развернуты четыре клиентские ВМ. 

Время, необходимое на автоматическую ми-
грацию, измерено достоверно путем получения 
медианного значения 30 миграций (табл. 3) одно-
го ESXi-кластера из двух хостов (рис. 5). 

Ручная миграция измерялась одним челове-
ком, и результат, представленный в таблице, — 
среднее значение трех миграций, так как про-
цесс трудоемкий. При этом следует отметить, что 
такие измерения могут быть недостоверными, 
поскольку у человека увеличивается опыт и он 
может выполнять операции по памяти, а не по 
инструкции. Но даже такие данные позволяют 
рассчитать примерное ожидаемое время на одну 
миграцию.

Также проведены эксперименты по тести-
рованию работоспособности алгоритма возвра-
щения к исходной конфигурации, для чего на 
каждом шаге алгоритма эмулировалась ошибка. 
Применялись:

— аппаратное отключение vCenter сервера;
— программное эмулирование завершения ис-

полнимой задачи с ошибкой;
— передача некорректных данных. 

  Таблица 2. Результаты сравнения ручной и авто-
матической миграции

  Table 2. Results of comparison between automated 
and manual migration

Критерий
Тип миграции

Ручная Автоматическая

Время, кластер 

из двух хостов

55 мин 3 мин

Время, кластер 

из четырех 

хостов

65 мин 5 мин 

Шанс ошибки Большой 

(инструкция 

больше 

20 страниц)

Крайне низкий 

Возможность 

откатиться 

при ошибке

Да Да

Возможность 

вернуться назад 

с любой точки

Да Нет

Необходимые 

входные данные

Настройки 

кластера, 

ESXi-хоста, 

vCenter сервера, 

конфигурация 

DVS, способ 

регистрации 

Storage Provider

Настройки 

ESXi-хоста, 

vCenter 

сервера, 

логин и пароль 

для регистра-

ции Storage 

Provider

  Таблица 3. Результаты тестирования автоматиче-
ской миграции

  Table 3. Results of tests for automated migration

Номер 

мигра-

ции

Время, 

затраченное 

на миграцию, с

Номер 

мигра-

ции

Время, 

затраченное 

на миграцию, с

1 189,94 16 177,41

2 173,68 17 199,19

3 198,888 18 193,95

4 176,28 19 204,40

5 199,54 20 175,87

6 177,03 21 181,27

7 176,94 22 190,71

8 435,03 23 176,14

9 187,06 24 176,87

10 189,04 25 174,35

11 183,42 26 183,35

12 179,59 27 172,46

13 182,57 28 177,11

14 176,87 29 176,88

15 180,68 30 183,37
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В результате во всех экспериментах на исход-
ном vCenter сервере восстановилась корректная 
изначальная конфигурация системы.

Благодаря автоматизации трудоемкость про-
цесса миграции снизилась как по времени при-
мерно в 15–18 раз, так и в объеме необходимых 
входных данных. Пользователь должен предо-
ставить только данные о паролях для ESXi-
хостов, данные для доступа в vCenter сервер, ло-
гин и пароль для регистрации Storage Provider. 
Также пользователю необходимо узнать один 
идентификатор, который получается с СХД при 

  Рис. 5. Время миграции каждой попытки и меди-
анное время миграции для кластера из двух хостов

  Fig. 5. Migration time for each attempt and median 
time
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помощи одного REST запроса. При возникнове-
нии ошибки в процессе миграции изначальная 
конфигурация кластера восстанавливается на 
исходном vCenter сервере, что минимизирует 
время нахождения кластера и системы в некор-
ректном состоянии. 

Заключение

Проведены исследование и анализ существу-
ющих подходов миграции ESXi-кластеров меж-
ду разными экземплярами vCenter серверов. 
Предложен алгоритм миграции ESXi-кластеров 
между разными экземплярами vCenter серверов 
с возможностью возврата к исходной конфигу-
рации. Предложенный алгоритм реализован 
в одной из промышленных систем хранения 
данных. 

Проведены эксперименты для оценки работо-
способности алгоритма возвращения к исходной 
конфигурации. Продемонстрированы резуль-
таты снижения трудоемкости миграции ESXi-
кластеров между разными vCenter серверами для 
автоматического подхода, который показал выиг-
рыш во времени в 15–18 раз по сравнению с тра-
диционным ручным подходом. На основе прове-
денных экспериментов можно также судить об 
уменьшении времени нахождения кластера в не-
консистентном состоянии за счет предложенного 
механизма отката.
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Introduction: Hypervisor managers may become deprecated or outdated or may fail. In addition, customers may want to rebalance 
hypervisor load. All these can cause problems related to the incompatibility of software with different manager versions or to the level 
of application integration. An effective solution to such problems is to automatically migrate the configuration and resources between 
hypervisor manager instances. Purpose: To develop an algorithm of the automatic migration of configurations and resources of an ESXi 
cluster between different vCenter Server instances with the ability to rollback in the event of a failure. Results: An automatic migration 
algorithm has been proposed. On its basis a program module for enterprise storage has been developed, which allows migrating an ESXi 
cluster on which a storage system is deployed from one vCenter Server to another. The module handles errors, and in case an exception 
or error occurs the module initiates a rollback operation in order to revert to the original vCenter Server. The study presents an 
experimental evaluation based on the comparison of the manual migration and the execution of the developed module. The time needed 
for the migration procedure has been reduced from 55 minutes to about 3 minutes, i.e., by 15–18 times. The amount of information to be 
known or taken into consideration by a user has also been reduced. Practical relevance: The study results have been used for enterprise 
storage. The developed module makes migrations to a new vCenter Server easier and faster. 
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Введение: в настоящее время актуальной задачей является разработка новых методов анализа сложных инфор-
мационных систем, к которым предъявляются повышенные требования по сохранению целостности данных. Важной 
характеристикой качества работы таких систем считается среднее время выполнения транзакции. К сожалению, на се-
годня практически отсутствуют математические модели и оценки для быстродействия подобных систем. Цель: разра-
ботка и анализ модели распределенной информационной системы на базе сетей массового обслуживания. Результаты: 
описан тип информационных систем с  повышенными требованиями к  сохранению целостности данных. Приведены 
допущения для подобных систем. Предложен удобный способ их представления в виде графа зависимости маршрутов 
транзакций. Каждый маршрут в такой системе представлен в виде одной тандемной системы массового обслужива-
ния, для которой приведено вычисление характеристик ее функционирования. Данный способ представления позво-
лил упростить анализ сложных систем, в результате чего были получены замкнутые выражения для оценки временных 
характеристик рассматриваемого типа систем. Также приведены два механизма декомпозиции предложенного графа 
с последующим вычислением нижней границы для среднего времени выполнения транзакции. Методами имитационно-
го моделирования проанализирована точность обоих подходов. Практическая значимость: предложенные модели по-
зволяют оценить предельные скоростные характеристики информационной системы еще на этапе ее проектирования.
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 Введение

В настоящее время актуальной задачей яв-
ляется анализ характеристик быстродействия 
больших информационных систем (ИС), состоя-
щих из баз данных (БД), систем управления БД, 
каналов связи, пользовательских и приклад-
ных интерфейсов и пр. [1, 2]. Информационный 
обмен между абонентами и ИС осуществляется 
посредством транзакций. В данном случае под 
транзакцией понимается последовательность 
операций над данными ИС. Помимо быстродей-
ствия, особое внимание в таких системах уделя-
ется также сохранению целостности данных [3, 
4]. Целостность может нарушаться, например, 
вследствие неправильно установленных политик 
доступа различных абонентов к одним и тем же 
записям БД для чтения и изменения. Например, 
во время процесса изменения данных в опреде-
ленных записях одним пользователем к тем же 
данным для чтения может обращаться другой 
пользователь. Пока изменение записей первым 
пользователем не завершено, данные не могут 
считаться окончательными. Следовательно, дан-
ные, прочитанные вторым пользователем, будут 
неактуальными. Для избегания подобных ситуа-
ций зачастую применяются механизмы резерви-

рования (блокировки) записей или целых таблиц 
(ресурсов БД) [5, 6]. Основной смысл данных ме-
ханизмов заключается в обеспечении порядка, 
при котором с одними и теми же данными одно-
временно может работать только одна транзак-
ция [7].

Выделяют несколько уровней резервирования 
ресурсов.

1. Мгновенное резервирование: резервируется 
только тот ресурс, над которым выполняется опе-
рация в данный момент. При таком механизме 
транзакции блокируют относительно небольшое 
количество ресурсов, что способствует быстроте 
их выполнения. Минусом данного резервирова-
ния является возможное нарушение целостности 
данных.

2. Ретроспективное резервирование: резер-
вируются те ресурсы, над которыми уже были 
выполнены операции в рамках транзакции, и 
тот ресурс, над которым выполняется операция 
в данный момент. Резервирование с ресурсов бу-
дет снято только тогда, когда выполнение тран-
закции полностью завершится. В данном случае 
целостность данных не нарушается, но такой тип 
резервирования может привести к возникнове-
нию взаимных блокировок. Взаимная блокиров-
ка — это ситуация, когда две или более транзак-
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ции препятствуют выполнению друг друга [8]. 
Данный конфликт не разрешим без операции от-
ката транзакций [9, 10], что негативно влияет на 
скорость работы ИС. 

3. Проспективное резервирование: перед на-
чалом транзакции резервируются все ресурсы, 
над которыми планируется проведение опера-
ций. Снятие блокировки произойдет только тог-
да, когда выполнение данной транзакции полно-
стью завершится. Благо даря подобному меха-
низму резервирования в системе не возникают 
взаимные блокировки, так как невозможно на-
чать выполнение ни одной транзакции, пока за-
блокирован хотя бы один необходимый ресурс. 
Такой механизм резервирования ресурсов также 
способствует полному сохранению целостности 
данных в ИС.

В настоящей работе рассматриваются ИС, 
к которым предъявляются повышенные требо-
вания к сохранению целостности данных без воз-
можного возникновения взаимных блокировок, 
что делает необходимым применение третьего 
механизма резервирования.

 Формальная модель сети

 Представление системы в виде сети 
массового обслуживания

Введем модель рассматриваемой системы на 
основе сетей массового обслуживания (СеМО). 
При таком представлении ресурсам ИС соответ-
ствуют обслуживающие устройства (ОУ) сети, 
транзакциям — заявки, а процессу выполнения 
транзакции — прохождение заявки по маршруту 
внутри СеМО. В дальнейшем будут использованы 
следующие допущения:

— маршруты представляют собой простые це-
пи (внутри каждого маршрута все ОУ различны);

— множество разрешенных маршрутов в сети 
(типов транзакций) заранее определено и конеч-
но;

— на множестве маршрутов задано вероят-
ностное распределение.

Для каждого из типов транзакций на входе си-
стемы находится отдельный буфер. Контроллер 
СеМО, отвечающий за сохранение целостности 
данных, разрешает очередной заявке отпра-
виться из буфера по маршруту, только если все 
ОУ на маршруте свободны. Одновременно произ-
водится блокировка данных ОУ для прочих зая-
вок до тех пор, пока данная не покинет систему. 
Благодаря такому механизму резервирования 
на каждом маршруте может находиться не более 
одной заявки. Алгоритм, в соответствии с кото-
рым принимается решение о следующей взятой 
на обслуживание заявке, называется дисципли-
ной управления буфером [11, 12]. Такое реше-

ние, например, может основываться на прин-
ципе первый пришел — первый вышел или на 
принципе приоритезации наименее сложных 
заявок [13, 14]. 

Рассмотрим представление ИС в виде СеМО на 
примере системы, обрабатывающей четыре типа 
транзакций. Каждая из транзакций состоит из 
последовательности команд, представление кото-
рых на языке SQL приведено в Приложении.

1. Выполнение операции через банкомат:
— добавление в таблицу «Операции через бан-

комат» (Tab1) записи о проведении пользователем 
операции по снятию наличных через банкомат;

— добавление в таблицу «Операции клиен-
тов» (Tab4) записи о проведенной пользователем 
операции с указанием даты.

2. Запрос на предоставление выписки по опе-
рациям:

— добавление в таблицу «Запросы клиентов» 
(Tab2) записи о запросе клиента выписки по сче-
ту на определенный день;

— выборка из таблицы «Операции клиентов» 
(Tab4) записей о совершенных пользователем 
операциях за указанный день.

3. Выполнение платежа по кредиту:
— добавление в таблицу «Платежи по креди-

ту» (Tab3) записи о внесении клиентом платежа 
по кредиту;

— добавление в таблицу «Операции клиен-
тов» (Tab4) записи о проведенной пользователем 
операции с указанием даты.

4. Обновление кредитной истории:
— выборка из таблицы «Платежи по кредиту» 

(Tab3) суммы платежей по кредиту, внесенных 
клиентом за указанный месяц;

— обновление в таблице «Кредитная история» 
(Tab5) суммы оставшегося платежа по кредиту 
для клиента за указанный месяц.

Для данного примера ресурсами, над которы-
ми выполняются операции транзакций, являют-
ся таблицы Tab1, Tab2, Tab3, Tab4 и Tab5. В СеМО 
им соответствуют ОУ1, ОУ2, ОУ3, ОУ4 и ОУ5. На 
рис. 1, представляющем составленную таким об-

ОУ4

ОУ2

1

2

3

ОУ1

ОУ3 ОУ5

4

  Рис. 1. Пример СеМО

  Fig. 1. Queuing network example
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разом результирующую сеть, j обозначает ин-
тенсивность поступления в систему потока тран-
закций j-го типа (j pjL, где pj — вероятность 
появления транзакции j-го типа, L — общая ин-
тенсивность входного потока транзакций).

Опишем работу механизма резервирования 
для приведенного примера. Если в данный мо-
мент в сети исполняется заявка третьего типа, 
т. е. заявка, последовательно обслуживающаяся 
в ОУ3 и ОУ4, то эти обслуживающие устройства 
на ее маршруте будут заблокированы для осталь-
ных заявок. Тогда, поскольку ОУ3 является ча-
стью 4-го маршрута, а ОУ4 является частью 1-го 
и 2-го маршрутов, данные маршруты будут на это 
время заблокированы, и соответствующие им за-
явки будут пребывать в буферах.

Из логики приведенного механизма резерви-
рования следует, что на каждом маршруте может 
находиться не более одной заявки. Следовательно, 
каждый маршрут можно представить в виде тан-
демной системы массового обслуживания (СМО). 
Тогда в случае, если входной поток заявок являет-
ся пуассоновским, такая тандемная СМО сводится 
к системе массового обслуживания типа M/G/1 
[15]. Полученная таким образом тандемная СМО 
будет обладать следующими характеристиками 
обслуживания:

— интенсивность обслуживания 

 

1
1

= ,j
n

n Rj









  (1)

где Rj — маршрут (j1..S), S — количество воз-
можных маршрутов в сети; μn — интенсивность 
обслуживания n-го обслуживающего устройства 
исходной СеМО;

— плотность вероятности времени обслужи-
вания 
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где символ  обозначает последовательную сверт-
ку плотностей вероятности времени обслужива-
ния gn(t) для каждого обслуживающего устрой-
ства, входящего в состав м аршрута Rj.

Представление системы в виде графа 
зависимости маршрутов

Для упрощения проведения анализа мож-
но предложить альтернативное представление 
системы. Введем граф зависимости маршрутов 
(ГЗМ) G(R, E), вершины которого соответству-
ют множеству возможных маршрутов R{R1, 
R2, …, Rs}. Ребра в данном графе будут ставить-
ся согласно следующему правилу: ea,b E, если 
(Ra Ç Rb) , т. е. ребра отражают наличие об-

щих ОУ на паре маршрутов. На рис. 2 изображен 
граф зависимости маршрутов для СеМО, приве-
денной на рис. 1.

Тогда каждый узел в данном графе будет соот-
ветствовать тандемной СМО, параметры которой 
были описаны в предыдущем подразделе. Такое 
представление системы в виде ГЗМ содержит 
в себе всю необходимую информацию для про-
ведения дальнейшего анализа ее характеристик 
быстродействия и производительности.

Заметим, что средняя задержка в СеМО с ре-
зервированием ресурсов напрямую зависит от об-
щей интенсивности входного потока заявок L, на-
бора маршрутов, вида ГЗМ (набора узлов и ребер 
R и E) и от дисциплины управления буфером A. 
Далее будем предполагать, что A принадлежит 
множеству всех физически реализуемых дис-
циплин управления буфером . Следовательно, 
можно представить среднюю задержку в такой 
сети как некую функцию от перечисленных па-
раметров:

 
 = , , , .T F L AR E   (3)

Уменьшение среднего времени пребывания 
заявки в сети при заданной интенсивности вход-
ного потока L возможно за счет оптимальной дис-
циплины управления буфером. Следовательно, 
можно записать следующее выражение для ми-
нимально возможно средней задержки в сети:

 
 opt = , , , .inf

A
T F L A


R E


  (4)

Функцию, представленную в выражении (3), 
не всегда можно записать в замкнутом виде. 
Однако можно провести модификацию исходного 
ГЗМ путем удаления или добавления ребер. Тем 
самым могут быть найдены замкнутые выраже-
ния для вычисления граничных значений для 
средней задержки заявки в сети.

Исходя из всего вышеописанного, можно 
сформулировать следующую лемму.

Лемма. Для E и E таких, что EE E, 
справедливо следующее неравенство: 

   opt, , , , , , .inf inf
A A

F L A T F L A
 

  R E R E
 

1 2

3 4

  Рис. 2. Пример графа зависимости маршрутов

  Fig. 2. Route dependency graph example
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Здесь E — неполное множество ребер исход-
ного ГЗМ (крайний случай: E — нуль-граф); 
E — исходное множество ребер с некоторым ко-
личеством добавленных ребер (крайний случай: 
ER ´ R — полносвязный граф).

Доказательство: Доказательство основыва-
ется на том факте, что последовательность обслу-
живаемых заявок, совместимая с ограничения-
ми ГЗМ G(R, E), будет также применима и для 
исходной сети с ГЗМ G(R, E), и, соответственно, 
для сети с Г ЗМ G(R, E).

Анализ нижней границы

Основываясь на лемме, выведем общую фор-
мулу нижнего граничного значения для средней 
задержки в СеМО с резервированием ресурсов.

Согласно лемме, если удалить из исходного 
ГЗМ некоторые ребра и тем самым распаралле-
лить работу некоторых тандемных СМО, то зна-
чение средней задержки в полученной сети будет 
не больше значения средней задержки в исход-
ной СеМО. Таким образом, для получения зам-
кнутого выражения для средней задержки в по-
лученной сети удалим ребра так, чтобы исходный 
ГЗМ оказался разбит на отдельные полносвязные 
подграфы (рис. 3).

В каждом из полученных полносвязных под-
графов на обслуживании одновременно может 
находиться только одна заявка (в силу взаим-
ного пересечения всех маршрутов подграфа). 
Таким образом, можно также упростить каждый 
отдельный полносвязный подграф до составно-
го ОУ (СОУ), характеристики обслуживания 
в котором вычисляются по следующим форму-
лам:

— вероятность попадания заявки в СОУ

 

= ,k i
i Vk

P p

   (5)

где Vk — множество маршрутов, входящих в k-й 
полносвязный подграф (k1..K, K — количество 
полносвязных подграфов); pi — вероятность по-
ступления заявки на i-й маршрут;

— интенсивность обслуживания в СОУ

 

1= ,
( )
k

k
i i

i Vk

P
M

p  




 

 (6)

где μi
 — интенсивность обслуживания заявки на 

i-м маршруте, вычисляется по формуле (1);
— интенсивность поступления заявок в СОУ 

 

= ,k i
i Vk

    (7)

где i — интенсивность поступления заявок на i-й 
маршрут;

— плотность вероятности времени обслужи-
вания в СОУ 

 

1
( ) = ( ),k i i

k i Vk

t p f t
P 

    (8)

где fi(t) — плотность вероятности времен обслужи-
вания в i-м маршруте, вычисляется по формуле (2).

Поскольку очевидно, что R K
k1Vk и 

E K
k1Ek (здесь Ek — ребра, входящие в состав 

k-го полносвязного подграфа), то можно предста-
вить выражение (4) в следующем виде:

   
1

, , , , , , .inf inf
K

k k k k
A A k

F L A P F V E A
  

    R E
 

Очевидно, что

 

 

=1

=1

, , , 

, , , .

inf

inf

K

k k k k
A k
K

k k k k
Ak

P F V E A

P F V E A





 

 









Каждый полносвязный подграф, полученный 
в результате разбиения исходного графа, явля-
ется системой типа M/G/1. Для систем подобно-
го типа известно, что дисциплиной управления 
буфером, обеспечивающей минимальное среднее 
время нахождения заявки в сети, является дис-
циплина SJF (Shortest Job First — короткие за-
явки вперед) [11, 16]. Тогда справедливо следую-
щее равенство:

 

 

=1

=1

, , , 

, , , .

inf
K

k k k k
Ak

K

k k k k
k

P F V E A

P F V E SJF


 

 







2

1

4

СОУ1 СОУ2

3

V1 V2

  Рис. 3. Пример разбиения исходного ГЗМ на от-
дельные полносвязные подграфы

  Fig. 3. An example of splitting initial the RDG into 
separate complete subgraphs 
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Таким образом, для нахождения нижней гра-
ницы среднего времени пребывания заявки в се-
ти можно записать часть леммы в следующем 
виде:

 

   
=1

, , , , , , .inf
K

k k k k
A k

F L A P F V E SJF


 R E


  (9)

Каждый элемент суммы в правой части не-
равенства (9) может быть рассчитан по формуле 
Фиппса [17]:

 

2
2

0 0

0

, , , 

( )d 1
( )d .

1 ( )d

k k k

k k
k

tk k

k k

F V E SJF

t t
t t t

M M
x x x

 

 

 
  

 
   
 
 

 


Таким образом, результирующее выражение 
для вычисления нижней границы среднего вре-
мени пребывания заявки в СеМО выглядит сле-
дующим обр азом:

2
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=1 0 0
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

Способы уточнения нижней границы

Для упрощения процесса расчета нижнего 
граничного значения предлагается разбивать 
ГЗМ на отдельные полносвязные подграфы. 
Стоит отметить, что таких способов разбиения 
существует много, и от того, какой именно по-
лучился результат, будет зависеть точность по-
лученного нижнего граничного значения для 
средней задержки в СеМО. Так, принимая во 
внимание лемму, частным случаем нахождения 
тривиальной нижней границы для средней за-
держки в сети является полное удаление ребер 
из ГЗМ (E).

В данной работе предлагается два способа раз-
биения (декомпозиции) ГЗМ на отдельные полно-
связные подграфы с целью повысить точность 
предложенной нижней границы.

Первый способ разбиения ГЗМ будет назы-
ваться VBS (Volume-Based Strategy). Данный спо-
соб основан на размере отдельных полносвязных 
подграфов. 

Алгоритм 1 (VBS).
1. k1.
2. while R  do.
3. kK + 1.

4. Поиск максимального по размеру полно-
связного подграфа Vk.

5. RR\Vk.
6. end.
При таком разбиении ГЗМ на каждой итера-

ции выбирается подграф с максимальным коли-
чеством вершин из всех найденных подграфов. 
Данная процедура выполняется до тех пор, пока 
весь граф не будет разбит на отдельные полно-
связные подграфы.

Второй способ разбиения графа будет назы-
ваться LBS (Load-Based Strategy). Данный способ 
основан на загруженности отдельных полносвяз-
ных подграфов. 

Алгоритм 2 (LBS).
1. k1.
2. while R  do.
3. kK + 1.
4. Поиск полносвязного подграфа Vk с макси-

мальной загрузкой.
5. RR\Vk.
6. end.
В предложенном алгоритме разбиения ГЗМ на 

каждой итерации выбирается полносвязный под-
граф, в котором средняя задержка, рассчитанная 
по формуле Поллачека — Хинчина, будет макси-
мальна [18].

Стоит отметить, что в случае, когда в сети име-
ются перегруженные узлы, описанные способы 
для получения граничных значений будут пока-
зывать результат по крайней мере не хуже, чем 
когда в сети нагрузка распределена равномерно. 
Данный эффект связан с тем, что при разбиении 
ГЗМ на отдельные полносвязные подграфы наи-
более нагруженные узлы могут быть изолирова-
ны от остальной части сети, тем самым освобож-
дая прохождение заявок по менее загруженным 
узлам. При этом разбиение ГЗМ с помощью алго-
ритма LBS даст наилучший эффект, потому что 
в данном случае разбиение основывается именно 
на загруженно сти узлов.

Численные примеры

Для СеМО, представленной на рис. 1, проведем 
сравнение нижних границ, полученных с помо-
щью описанных способов разбиения ГЗМ.

Поскольку при использовании LBS-алгоритма 
одними из параметров, которые могут влиять 
на разбиение ГЗМ, являются вероятности выбо-
ра маршрутов в сети, то проведем вычисления 
при нескольких наборах данных вероятностей. 
В табл. 1 представлены вероятности выбора 
маршрутов, используемые для проведения серии 
тестов.

Первым этапом для поиска полносвязных под-
графов будет являться нахождение всех клик 
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(полносвязных подграфов, не являющихся ча-
стью более крупных полносвязных подграфов) 
в ГЗМ [19]. На рис. 4 приведены все клики, вхо-
дящие в состав графа, изображенного на рис. 2.

С другой стороны, так как алгоритм VBS не 
принимает во внимание вероятности выбора 
маршрутов, то результаты разбиения ГЗМ при 
использовании данного алгоритма для всех пред-
ложенных тестовых сценариев будут одинаковы. 
Клика № 1 будет являться первым найденным 
полносвязным подграфом, так как в ее состав 
входит наибольшее количество вершин среди 
представленных клик. Второй подграф будет со-
стоять только из одной оставшейся вершины. 
Результат подобного разбиения был приведен ра-
нее как пример на рис. 3.

Вероятности выбора маршрутов влияют на 
загруженность узлов графа, поэтому для того, 
чтобы определить, каким образом будет проведе-
но разбиение ГЗМ при использовании алгоритма 
LBS, для каждого тестового сценария необходи-
мо провести расчет загрузки для каждой найден-
ной клики. В табл. 2 приведены расчеты среднего 
времени пребывания заявки в подсетях, образо-
ванных найденными кликами.

Параметры для расчета: μn1; L0,5; 
s0,5ps; gn(t)e–t.

В соответствии с выражениями (1) и (2) вычис-
ляем: μ

s0,5; fs(t)te–t.
По результатам расчетов, приведенных в таб-

лице, можно определить, что в первом тесто-
вом сценарии среднее время пребывания за-
явок в подсети, образованной кликой № 1, боль-
ше, чем в подсети, образованной кликой № 2. 
Соответственно, клика № 1 выбирается в каче-
стве первого полносвязного подграфа, а вторым 

подграфом будет оставшаяся последняя верши-
на. Таким образом, разбиение ГЗМ на отдельные 
полносвязные подграфы в первом тестовом сце-
нарии при алгоритме LBS не будет отличаться от 
разбиения по алгоритму VBS (см. рис. 3).

Расчеты по второму тестовому сценарию по-
казали, что среднее время пребывания заявок 
в подсети, образованной кликой № 2, больше, чем 
в подсети, образованной кликой № 1. Поэтому 
в качестве первого полносвязного подграфа вы-
бирается клика № 2, после чего остается послед-
ний полносвязный подграф, состоящий из двух 
вершин. На рис. 5 представлены результаты раз-
биения ГЗМ для второго тестового сценария при 
использовании алгоритма LBS.

Проведено сравнение моделирования работы 
сети с нижними границами среднего времени 
пребывания заявки в сети, построенными при 
использовании VBS- и LBS-алгоритмов для двух 
тестовых сценариев (рис. 6).

На графике видно, что для первого тестового 
сценария граничные значения, полученные при 
помощи алгоритмов VBS и LBS, сливаются. Для 
второго тестового сценария разбиение ГЗМ при 
использовании двух описанных алгоритмов ока-
залось различным, что повлекло за собой разни-

  Таблица 1. Параметры тестовых сценариев

  Table 1. Test case options

№ 

теста

Вероятности различных транзакций

p1 p2 p3 p4

1 0,25 0,25 0,25 0,25

2 0,06 0,06 0,06 0,82

3 (1 – q)/3 (1 – q)/3 (1 – q)/3 q

1

23

3

4

а) б)

  Рис. 4. Клика № 1 (а) и клика № 2 (б), входящие 
в состав исходного ГЗМ

  Fig. 4. Clique No. 1 (а) and clique No. 2 (б) which are 
part of the initial route dependency graph

  Таблица 2. Расчеты для алгоритма LBS

  Table 2. Calculations for the LBS algorithm

№ 

те-

ста

Клика № 1 Клика № 2

1 Используя формулы (5)–(8), вычислим:

P10,75; M10,5; 

L10,375;

1(t)te–t11/ 2

P20,5; M20,5; 

L20,25;

2(t)te–t21/ 2

Вычислим среднее время пребывания заявки 

в подсети, образованной кликой, используя 

формулу Поллачека — Хинчина:

T1(L1(1 + 2
1)/

/(2M1(M1L1)) +

+ 1/M16,5

T2(L2(1 + 2
2)/

/(2M2(M2L2)) +

+ 1/M23,5

2 Используя формулы (5)–(8), вычислим:

P10,18; M10,5; 

L10,09;

1(t)te–t11/ 2

P20,88; M20,5; 

L20,44;

2(t)te–t21/ 2

Вычислим среднее время пребывания заявки 

в подсети, образованной кликой, используя 

формулу Поллачека — Хинчина:

T1(L1(1 + n2
1)/

/(2M1(M1L1)) +

+ 1/M1»2,3293

T2(L2(1 + n2
2)/

/(2M2(M2L2)) +

+ 1/M213
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цу в полученных границах для среднего времени 
пребывания заявки в СеМО. Наиболее выгодной 
для второго тестового сценария является грани-
ца, построенная с помощью LBS-алгоритма для 
разбиения ГЗМ (см. рис. 6), так как она полностью 
совпадает с результатом моделирования работы 
СеМО. В то же время вторая граница показала се-
бя еще хуже, чем та же оценка для первого тесто-
вого сценария. Тем самым подтвержается вывод, 
что данные методы оценки работают лучше, когда 
в сети присутствуют перегруженные узлы.

Рассмотрим, как ведут себя полученные гра-
ницы для среднего времени пребывания заявки 
в сети при фиксированной интенсивности вход-
ного потока и различных вероятностях выбора 
4-го маршрута. Результаты моделирования ра-
боты СеМО при интенсивности входного потока 
L0,5 показаны на рис. 7.

Полученный график демонстрирует, что до-
статочно низкий перекос вероятностей в сторону 

одного из маршрутов (при q  0,4) не приводит 
к значительной выгоде использования стратегии 
LBS для разбиения ГЗМ на отдельные полносвяз-
ные подграфы. И напротив, на участке, где пере-
кос вероятности значителен (при q > 0,4), стра-
тегия VBS заметно проигрывает стратегии LBS 
в оценке среднего времени пребывания заявки 
в СеМО с резервированием ресурсов. На графике 
также видно, что при крайних значениях долей 
суммарного входного потока (q < 0,05 и q > 0,95) 
граничные значения практически полностью со-
впадают с результатами моделирования. Такой 
эффект возникает из-за того, что в этих случаях 
в системе образуются сильно перегруженные уз-
лы. Тем самым задержка во всей сети практиче-
ски полностью определяется задержкой только 
в этих перегруженных узлах, для которых воз-
можно вывести замкнутое выражение для расче-
та средней задержки.

Заключение

На основе предложенной формальной модели 
СеМО с резервированием ресурсов предложен 
способ нахождения граничных значений для 
средней задержки в сети. В работе приведены 
несколько способов, благодаря которым может 
быть повышена точность полученных граничных 
значений. Данные способы основаны на приме-
нении разных подходов к разбиению исходного 
ГЗМ на отдельные полносвязные подграфы. Для 
проведения анализа полученных границ были 
рассмотрены численные примеры, которые по-
зволяют сделать вывод о том, что наибольшей 
точности оценки среднего времени пребывания 
заявки в СеМО можно достичь применением 
стратегии разбиения LBS. 
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  Рис. 5. Разбиение ГЗМ для второго тестового сцена-
рия при использовании LBS-алгоритма

  Fig. 5. RDG partitioning for the second test case us-
ing the LBS algorithm
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  Рис. 6. Зависимость среднего времени пребывания 
заявки в системе от интенсивности общего входного 
потока

  Fig. 6. Plot of the application average delay time in 
the system on the total input flow intensity
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  Рис. 7. Зависимость среднего времени пребывания 
заявки в системе от доли заявок, поступающих на 4-й 
маршрут

  Fig. 7. Plot of application average delay time in the 
system on the share of applications arriving to the 4th 
route
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Полученные результаты могут быть использо-
ваны для анализа и оценки производительности 
таких систем управления БД, как MySQL, MS 
SQL и др., в которых используются механизмы 
блокировки транзакций, схожие с рассматривае-
мыми в данной работе [20, 21].

Приложение 

Представление команд на языке SQL
1. Выполнение операции через банкомат:
— добавление в таблицу «Операции через бан-

комат» (Tab1) записи о проведении пользователем 
операции по снятию наличных через банкомат:

INSERT INTO Tab1 (Id_ATM_operation, Code_
ATM, Type_operation, User, Amount) VALUES 
(7039, 0034156, ‘Cash withdrawal’, 0374, 3600);

— добавление в таблицу «Операции клиен-
тов» (Tab4) записи о проведенной пользователем 
операции с указанием даты:

INSERT INTO Tab4 (User, Type_operation, 
Date, Code_operation) VALUES (0374, ‘ATM 
operation’, #18.11.2018#, 7039).

2. Запрос на предоставление выписки по опе-
рациям:

— добавление в таблицу «Запросы клиентов» 
(Tab2) записи о запросе клиента выписки по сче-
ту на определенный день:

INSERT INTO Tab2 (Id_query, Type_query, 
Code_operator, User, Condition) VALUES (3156, 
‘Statement of account for a day’, 0047, 1501, 
#20.11.2018#);

— выборка из таблицы «Операции клиентов» 
(Tab4) записей о совершенных пользователем 
операциях за указанный день:

SELECT Date, Type_operation FROM Tab4 
WHERE User 1501 AND Date #20.11.2018#.

3. Выполнение платежа по кредиту:
— добавление в таблицу «Платежи по креди-

ту» (Tab3) записи о внесении клиентом платежа 
по кредиту:

INSERT INTO Tab3 (Id_loan_payment, Code_
credit, User, Amount_paid, Payment_date) VALUES 
(7153, 31568109, 0356, 4700, #10.11.2018#);

— добавление в таблицу «Операции клиен-
тов» (Tab4) записи о проведенной пользователем 
операции с указанием даты:

INSERT INTO Tab4 (User, Type_operation, 
Date, Code_operation) VALUES (0356, ‘Making a 
loan payment’, #10.11.2018#, 7153).

4. Обновление кредитной истории:
— выборка из таблицы «Платежи по кредиту» 

(Tab3) суммы платежей по кредиту, внесенных 
клиентом за указанный месяц:

SELECT Sum(Amount_payment) as Sum1 FROM 
Tab3 WHERE User 1092 AND Month(Payment_
date) 11;

— обновление в таблице «Кредитная история» 
(Tab5) суммы оставшегося платежа по кредиту 
для клиента за указанный месяц:

UPDATE Tab5 SET Month_payment Month_
payment – Sum1 WHERE User 1092 AND 
Month 11.
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Introduction: An urgent task of today is to develop new analysis methods for complex information systems that now demand higher 
standards for maintaining data integrity. One of the important quality characteristics of such systems is average transaction time. 
However, currently there are almost no mathematical models and speed estimation tools for such systems. Purpose: To develop and 
analyze a distributed information system model based on queueing networks. Results: A type of information systems that demand 
higher standards for maintaining data integrity has been described, the corresponding assumptions for such systems are given. 
A convenient way to represent such systems as transaction paths dependency graphs has been proposed, with each path being represented 
as one tandem queueing system. The calculation of their functional characteristics have been provided. This method of representation 
has made it possible to simplify the analysis of complex systems, which resulted in obtaining closed-form expressions for temporal 
estimation of the system type in question. In addition, two mechanisms of decomposition of the proposed graph are considered with the 
subsequent calculation of the lower bound for average transaction time. The accuracy of both approaches is analyzed with simulation 
modeling methods. Practical relevance: The proposed models allow estimating speed limits of an information system during the design 
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Выбор эффективных стратегий действий участников 
процесса госпитализации с использованием нечеткой 
кооперативной игры и генетического алгоритма
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Введение: использование методов линейного программирования при принятии решений о госпитализации в усло-
виях сложной эпидемиологической ситуации является затруднительным из-за необходимости учитывать большое ко-
личество параметров и ограничений участников при постановке и решении задачи. Цель: разработать подход к выбору 
эффективных стратегий действий участников процесса госпитализации с учетом социально ориентированных факто-
ров, основанный на теории кооперативных игр, решение которых осуществляется с помощью генетического алгоритма. 
Результаты: разработана стоимостная функция оценки эффективности процесса госпитализации на основе выбран-
ных стратегий с учетом социально ориентированных факторов. Построен генетический алгоритм, в котором в качестве 
функции приспособленности популяции используется предложенная функция оценки эффективности, а хромосомы 
особей определяются множеством выбранных стратегий участников процесса госпитализации. Подход был апроби-
рован на данных о госпитализациях больных с подозрением на COVID-19, предоставленных несколькими станциями 
скорой медицинской помощи Санкт-Петербурга. Показано превосходство предложенного подхода над разработанным 
ранее с точки зрения скорости решения кооперативной игры при сохранении качества полученного решения. Практиче-
ская значимость: программное обеспечение на основе предложенного подхода может быть интегрировано в автомати-
зированное рабочее место «Диспетчер станции скорой помощи» для поддержки принятия решений в процессе госпита-
лизации в условиях сложной эпидемиологической обстановки.

Ключевые слова — генетический алгоритм, стратегия, выбор стратегии, госпитализация, функция приспособлен-
ности.
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Введение

В решении вызовов, поставленных пандеми-
ей COVID-19, значимая роль отводилась системам 
на основе методов искусственного интеллекта [1]. 
Помимо разработки вакцин и создания прогно-
стических моделей распространения заболевания, 
часто применялись методы управления кризисны-
ми ситуациями для задач госпитализации, распре-
деления ресурсов и планирования работы систем 
здравоохранения. К преимуществам использова-
ния методов управления кризисными ситуациями 
на основе искусственного интеллекта можно отне-
сти оперативность, возможность учета большего 
количества факторов, чем доступно человеку, объ-
ективность. Однако есть и ряд недостатков, связан-
ных с ограниченностью типов ситуаций, в которых 
может применяться интеллектуальное управле-
ние, излишней объективностью, что в условиях тя-
желой эпидемиологической ситуации может при-
носить дополнительный вред пациентам.

В исследованиях, проводимых в контексте 
пандемии COVID-19, отмечается, что негативное 
влияние на людей вызывается недостаточностью 
информации о текущей ситуации, а также фик-
сируется кумулятивный характер стрессового 
воздействия [2]. Неблагоприятными факторами 
для всех участников процесса принятия реше-
ний являются тревожность, страх заражения, 
вынужденная изоляция от членов семьи [3], на-
растание тревожности и депрессивных состоя-
ний [4], что во многом обусловлено распростране-
нием угрожающей, эмоциональной информации 
о невидимой угрозе. Это приводит к постоянному 
обращению людей к источникам подобной ин-
формации, вызывает сомнения в том, что в дан-
ных условиях можно рассчитывать на полноцен-
ное и качественное медицинское обслуживание. 
Отсутствие средств защиты, проблемы с аде-
кватным лечением, а также чисто человеческие 
факторы: переутомление, напряжение, тревога 
и профессиональное выгорание медицинского 
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персонала [4–6] — вызывают негативные эмоцио-
нальные состояния.

В работе предлагается учесть влияние пси-
хологических факторов на принятие решения 
о госпитализации путем формализации задачи 
принятия решений о госпитализации с исполь-
зованием нечетких кооперативных игр. Учет 
психологических факторов осуществляется как 
формализацией динамики состояния пациентов 
и персонала скорой помощи, так и формировани-
ем пула стратегий, которыми может руководство-
ваться каждый из типов участников (пациенты, 
кареты скорой медицинской помощи, госпитали, 
лабораторно-диагностические центры) при при-
нятии решения о госпитализации. Решением за-
дачи является набор составов коалиций в зависи-
мости от стратегий их действий.

С учетом того, что полученная формализация 
задачи является NP-полной (поскольку необхо-
димо проверить все комбинации участников со 
всеми возможными стратегиями), решение ко-
оперативной игры путем полного перебора при 
большом количестве участников в реальных ус-
ловиях не представляется возможным. Для удо-
влетворения требованиям оперативности в насто-
ящей работе предлагается эвристический метод 
решения, основанный на использовании генети-
ческого алгоритма (ГА), что допустимо в данном 
виде задач, поскольку в них отсутствует требо-
вание поиска глобального максимума, — доста-
точно, чтобы решение было квазиоптимальным 
в локальной области решений. 

Постановка задачи и существующие 
методы решения

Процесс госпитализации включает несколь-
ко этапов, на каждом из которых требуется при-
нять решение, оказывающее влияние на дей-
ствия на следующих этапах. Этапы включают 
направление бригады скорой помощи к паци-
енту, осмотр пациента и принятие решения о 
необходимости дополнительного обследования, 
выбор места дополнительного обследования и 
выбор места госпитализации. Главными актив-
ными участниками процесса являются пациент, 
карета скорой помощи, госпиталь, лабораторно-
диагностический центр ЛДЦ (рис. 1). Диспетчер 
станции скорой помощи определяется как неза-
висимое лицо, принимающее решение на осно-
ве требований участников процесса и текущего 
состояния системы, состоящей из всех четырех 
участников. 

Рассматриваемая в статье задача направле-
на на поддержку диспетчера при принятии им 
решений на каждом из этапов. Предлагается 
рассматривать систему «пациент — бригада 
скорой помощи — госпиталь — ЛДЦ» в виде ко-
оперативной игры с ненулевой суммой, где все 
участники руководствуются общим интересом 
и должны взаимодействовать между собой для 
снижения риска ухудшения состояния пациен-
та. Оценка затрат коалиции сводится к оценке 
суммарных затрат каждого участника, рассчи-
танных с учетом социальной ориентированно-

  Рис. 1. Схема формирования коалиции с использованием кооперативной игры

  Fig. 1. Scheme of forming a coalition using a cooperative game
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сти принимаемых решений при осуществлении 
выбранных стратегий [7]. В состав коалиции мо-
жет входить только по одному участнику каждо-
го типа, при этом участники всех типов, кроме 
пациентов, могут входить в состав нескольких 
коалиций с дополнительными ограничениями, 
например с учетом доступного временного окна 
и пространственного распределения участни-
ков.

Решение похожих задач в существующих ис-
следованиях опирается на использование двух 
групп методов: теории кооперативных игр и ге-
нетических алгоритмов. Обе группы методов 
преследуют цель поиска оптимального состава 
коалиции с учетом ограничений, являющихся 
частью постановки задачи.

1. Использование кооперативных игр для ре-
шения задачи оптимизации. 

Использование нечеткой логики и коопера-
тивных игр для описания взаимодействия участ-
ников коалиции — относительно новый подход, 
который показал свою эффективность в задачах 
конфигурации цепочки поставок [8] и формиро-
вания коалиции роботов [9]. Математический 
аппарат нечеткой логики и кооперативных игр 
может быть использован также для оценки эф-
фективности госпиталей [10] по большому коли-
честву параметров, в том числе по количеству и 
качеству персонала (врачей, медсестер, вспомо-
гательного персонала), количеству коек, количе-
ству операций, затратам на лечение и обслужива-
ние.

2. Формирование групп с использованием ГА.
Формирование групп участников на основе 

оценки эффективности их взаимодействия при 
решении сложной задачи является актуальным 
вопросом для многих проблемных областей. 
Применение эволюционных алгоритмов для их 
решения видится многими исследователями как 
один из перспективных вариантов. В частности, 
разработаны подходы на основе эволюционных 
алгоритмов решения задачи формирования групп 
учащихся для обеспечения большего разнообра-
зия студенческих профилей в группе [11]; выбора 
поставщиков продукции в виде задачи назначе-
ния на основе стоимости [12–15]; формирования 
группы на основе географической удаленности 
с максимальной упаковкой при минимальном 
заданном расстоянии между членами группы 
[16]; формирования коалиции в мультиагентной 
системе [17]. В последнем случае в зависимости 
от специфики задачи распределение членов коа-
лиции и задачи может быть следующим: одна за-
дача — одна коалиция, много задач — одна коа-
лиция, много задач — много коалиций. В любом 
из случаев для формирования состава коалиций 
и распределения задач разработаны подходы, ис-
пользующие ГА [18–20].

Использование нечеткой кооперативной 
игры при госпитализации

В этом разделе рассматривается формализа-
ция задачи в терминах кооперативной игры для 
формирования коалиции с выбором эффектив-
ной стратегии действий при госпитализации в ус-
ловиях пандемии. Формализация основана на 
ранней работе [21] и расширена случаем наличия 
более двух стратегий у одного из участников. Для 
описания игры формируется набор параметров, 
которые становятся исходными данными для вы-
числения значений характеристической функ-
ции коалиций. Решение кооперативной игры 
будет содержать коалиции участников игры, 
обеспечивающие минимальные затраты с точки 
зрения времени и стоимости госпитализации, а 
также стратегии действий участников коалиции. 
Также будет определен госпиталь, в который не-
обходимо доставить пациента, и ЛДЦ, где при не-
обходимости можно будет пройти дополнитель-
ное обследование.

Кооперативная игра представляется в виде 
множества (N, v), где N — множество игроков, 
v — характеристическая функция игры. В рас-
сматриваемой задаче значение характеристи-
ческой функции конкретной коалиции соот-
ветствует суммарным затратам входящих в нее 
игроков.

Множество N всех игроков кооперативной 
игры разделим на четыре подмножества: паци-
енты, нуждающиеся в госпитализации NP; пер-
сонал машин скорой помощи NA; госпитали NH; 
ЛДЦ NCT — N NP  NA  NH  NCT. Для упро-
щения рассмотрим ситуацию принятия, когда 
бригада скорой помощи уже прибыла к пациенту, 
и необходимо принять решение о целесообразно-
сти компьютерной томографии и выбрать наибо-
лее подходящие ЛДЦ и госпиталь. Для каждого 
игрока в каждой из групп задан набор стратегий, 
которые он может выбрать в зависимости от те-
кущей ситуации и собственных поведенческих 
паттернов, что может рассматриваться как нечет-
кая функция принадлежности коалиции. Выбор 
каждой из стратегий может как увеличивать, 
так и уменьшать затраты коалиции в зависимо-
сти от контекста текущей ситуации.

Пациенту соответствуют стратегии P, опре-
деляющие согласие или отказ в госпитализации. 
Значение затрат игрока-пациента при выборе 
стратегии зависит от комбинации физического 
и психологического состояния пациента. Для го-
спиталя заданы стратегии H, определяющие со-
гласие или отказ в приеме пациента. Для брига-
ды скорой помощи заданы три стратегии A: оста-
вить пациента дома, транспортировать в ЛДЦ и 
транспортировать в госпиталь. ЛДЦ имеет две 
стратегии CT: принять или отказать в приеме па-
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циента. Перечисленные стратегии игроков iP, 
jH, kA, lCT, входящих в коалицию, фор-
мируют вектор стратегий коалиции i,j,k,l

 {i, j, 
k, l}.

Функция принадлежности игрока к коали-
ции для варианта, в котором у игрока имеется 
две стратегии, определяет вероятность того, бу-
дет ли входить участник в состав коалиции в за-
висимости от вероятности x выбора стратегии:

 

0  0 5
1  0 5
, ,

( ) .
, ,
x

x
x


   

  (1)

В случае, когда участник принадлежит типу 
«бригада скорой помощи», у него имеется три 
стратегии действий, а значения в формуле (1) бу-
дут выражаться через зависимость от стратегий 
других участников следующим образом:
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Далее определим составляющие, необходимые 
для вычисления суммарных затрат коалиции и 
расчета значения характеристической функции.

Для расчета общих затрат коалиции необхо-
димо первым делом определить затраты каждого 
отдельного участника. Чтобы учесть динамику 
развития ситуации, введем время обработки па-
циента ti,j,k,lf(CP, CH, CA, CCT), учитывающее 
выбранную стратегию i,j,k,l. Данная функция 
включает контексты всех типов участников ко-
оперативной игры, относительно которых рас-
сматриваются возможные стратегии действий 
для каждого участника.

fP(CP, ti,j,k,l, CP) — это функция затрат пациен-
та i, значение которой рассчитывается на основе 
его текущего состояния CP (физиологического и 
психологического) и прогнозируемого финально-
го состояния CP по истечении времени ti,j,k,l:

 1 2 3  , , ,( , , ) ,P P P
i j k lf C t C t PHI PSY         (3)

где t — прогнозируемое время транспортировки 
пациента до госпиталя, которое вычисляется как 
сумма нескольких составляющих: 

CT CT CT H H Htrans p w proc trans p w proct t t t t t t      , 

где 
CTtrans pt   — время транспортировки в ЛДЦ; 

CTwt  — время ожидания в очереди ЛДЦ; 

CTproct  — время обслуживания одного пациен-
та специалистом ЛДЦ, включая время обсле-
дования, расшифровки диагноза и подготов-
ки к следующему пациенту; 

Htrans pt — вре-
мя транспортировки в госпиталь; 

Hwt  — время 
ожидания в очереди госпиталя; 

Hproct  — вре-

мя, затраченное на прием пациента в госпита-
ле; 1, 2, 3 — весовые коэффициенты. PHI
fPHI(f–1

PHI(PHI) – t) — прогнозируемое физио-
логическое состояние. Предлагаемая эвристи-
ка оценивает физиологическое состояние паци-
ента PHI, где PHI — начальное физиологиче-
ское состояние; f(PHI) — функция, определя-
ющая физиологическое состояние пациента че-
рез время t на основе параметров здоровья, ха-
рактеризующих течение заболевания (частоты 
сердечных сокращений, частоты дыхания, са-
турации крови кислородом, давления, темпера-
туры тела, возраста), объединяя их в интеграль-
ный показатель PHI, определяемый в диапазоне 
[0, 1]. PSYfPSY(f–1

PSY(PSY, PHI) – t, PHI) опи-
сывает прогнозируемое психологическое состоя-
ние, где PSY обозначает психологическое состо-
яние; f(PSY) — эвристическая функция, опреде-
ляющая психологическое состояние пациента по 
прошествии времени t. Предлагаемая эвристика 
оценивает психологическое состояние в диапазо-
не [0, 1]. 

Использование эвристик в расчете функции за-
трат пациента обеспечивает учет социоориентиро-
ванных факторов, влияющих на выбор стратегии 
действия пациентом при принятии решения о гос-
питализации. Это обусловлено тем, что итоговая 
стоимость следования выбранной стратегии для 
пациента всегда обеспечивается не только его пря-
мыми затратами, но и потенциальным риском, 
связанным с его физическим и психологическим 
состоянием, вызванным дополнительным стрес-
сом при выборе нежелательной стратегии. 

Функция fH(CH, ti,j,k,l, CH) затрат для госпи-
таля j учитывает затраты на л ечение пациента. 
Значение функции вычисляется на основе теку-
щего состояния CH (физиологической и психоло-
гической усталости персонала, запаса расходных 
средств и медикаментов), свободного коечно-
го фонда BH, стоимости содержания и лечения 
одного пациента сostH (в среднем по России за 
2020 г. 115 566 руб.) [22], среднего времени ожи-
дания в очереди на прием 

Hwt  и прогнозируемого 
конечного состояния CH:

 
  1, , ,( , , ) cos / ( ).

H

H H H H H
i j k l wf C t C t B t     (4)

Также в функции (4) может быть исполь-
зован тип госпиталя, в зависимости от кото-
рого принимается решение о госпитализации 
или необходимости дополнительного осмотра. 
Специализированный госпиталь может дообсле-
довать пациента в собственном ЛДЦ. В неспеци-
ализированный стационар можно принять паци-
ента только при наличии результата компьютер-
ной томографии, сделанной в ЛДЦ.

Для определения значения функции затрат 
бригады k скорой помощи fA(CA, ti,j,k,l, CA) ис-
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пользуется текущее состояние CA бригады (пси-
хологическая усталость персонала, стоимость 
часа работы с учетом времени доставки пациента 
в ЛДЦ и в госпиталь ti,j,k,l), а также прогнозируе-
мое состояние CA:

 1 2 3

 , , ,

, , , , , ,

( , , )
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A A A
i j k l

A
i j k l i j k l
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где сostA — стоимость часа работы бригады ско-
рой помощи; время работы с пациентом , , ,i j k lt 

CT CT CT H Htrans p w proc trans p wt t t t t     ; прогнози-
руемое психологическое состояние бригады ско-
рой помощи PSYf–1(f(PSY), ti,j,k,l).

Функция fCT(CCT, ti,j,k,l, CCT) затрат для ЛДЦ l 
вычисляется через его текущее состояние CCT, за-
траты с учетом времени ожидания и времени об-
следования пациента , , , CT CTi j k l w proct t t   и про-
гнозируемое состояние:
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где сostCT — стоимость часа работы ЛДЦ.
Общие затраты коалиции вычисляются как 

сумма произведений нормализованных затрат 
отдельных участников и их стратегий:
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(7)

В целом для кооперативной игры в форме за-
трат характеристическая функция v для коали-
ции {i, j, k, l} может быть определена следующим 
образом:

 
, , , , , ,

, , ,
min .i j k l i j k l
i j k l

v      (8)

Использование ГА для решения 
кооперативной игры

Использование ГА предполагает определение 
следующих главных параметров: хромосомы и 
функции приспособленности. 

Для представленной выше формализации за-
дачи в качестве функции приспособленности мо-
жет быть использована функция затрат коали-
ции (7). Однако, поскольку в ГА основным кри-
терием отбора особей является их наилучшая 
приспособленность, т. е. максимизация функции 
приспособленности, а решаемая задача сформу-
лирована в терминах минимизации затрат, в ка-
честве функции приспособленности следует рас-

сматривать функцию, обратную функции затрат 
коалиции: 

 
1
, , , .i j k lF     (9)

Условием остановки ГА в данном случае будет 
являться достижение в нескольких поколениях 
порога отклонения значения затрат коалиции от 
минимального за все время выполнения алгорит-
ма (рис. 2). 

Для описания состава и стратегий коали-
ции используется хромосома, определяющаяся 
вектором, в котором каждый элемент (ген хро-
мосомы) соответствует стратегии участников. 
Хромосома разделяется на четыре участка, 
размеры которых определяются количеством 
участников каждого типа. Для формирования 
хромосомы определено также дополнительное 
условие, ограничивающее единицей количе-
ство активированных генов на каждом участке. 
Смысл этого ограничения заключается в том, 
что из каждого множества участников в одну 
коалицию может входить только один из участ-
ников каждого типа. В данном случае необходи-
мо осуществлять несколько запусков процедуры 
поиска решения, последовательно исключая па-
циентов, для которых была сформирована ко-
алиция. В такой постановке проще учитывать 
временные ограничения, возникающие при фор-
мировании коалиции, но усложняется форми-
рование новых особей, в ходе которого необхо-
димо проверять условие формирования хромо-
сомы, из-за чего большое количество особей бу-
дет отсеиваться как не подходящие под условие. 
Значительный отсев особей также замедляет 
эволюцию при использовании алгоритмов слу-
чайного формирования потомков и случайных 
мутациях, что приводит к увеличению длитель-
ности поиска решения.

Первый набор особей формируется случайным 
образом по количеству пациентов. После расчета 
значений функции приспособленности проводят 
отбор особей по максимальному значению функ-
ции приспособленности. Применительно к опи-
сываемой задаче предлагается использовать ме-
тод steady-state selection [23], в котором осущест-
вляется выбор особей с наибольшими значения-
ми функции приспособленности и замещение их 
потомками особей с наименьшими значениями 
функции приспособленности.

Затем выполняется процедура скрещивания, 
в ходе которой из оставшихся особей путем слу-
чайного выбора определяется точка, в которой 
будет разорвана хромосома и путем перемешива-
ния образованы новые особи. Каждая новая особь 
проверяется на условие, согласно которому в ко-
алицию должен входить только один участник 
каждого типа. Все особи, не соответствующие 
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данному условию, отсеиваются как неподходя-
щие.

Дополнительно к скрещиванию может при-
меняться метод мутации для вывода решения 
из локального минимума. Применение данного 
метода происходит в ситуации, когда на про-
тяжении двух итераций состав потомков не из-
меняется. Мутация проводится адаптивным 
методом, в ходе которого популяция разделяет-
ся на два подмножества по среднему значению 
функции приспособленности. В подмножестве, 
имеющем значения функции меньше медиан-
ного, проводится большее количество мутаций, 
а в подмножестве, имеющем значение функции 
больше медианного, — меньшее количество [24]. 
Если после мутации ситуация не изменилась, то 
считается, что решение найдено, и особь из по-
следней популяции, имеющая самое низкое зна-
чение затрат, возвращается в качестве итогового 
решения.

Реализация ГА для поиска решения 
кооперативной игры и результаты 
моделирования

Для реализации ГА был выбран язык про-
граммирования Python и библиотека PyGAD 
[25], включающая большое количество функций, 
реализующих существующие методы выбора 
предков, выполнения скрещивания, мутации, 
формирования новой популяции. 

В качестве тестового стенда использовался 
персональный компьютер со следующими пара-
метрами: центральный процессор Intel Core i9 
10900X 3,7 ГГц, 64Gb DDR4 RAM, интерпретатор 
запускался в виртуальной среде Docker, взаимо-
действие с которой осуществлялось посредством 
программного пакета Jupyter. 

Реализация алгоритма включает в себя про-
граммное описание классов, соответствующих 
описанию каждого из типов участников коопера-

  Рис. 2. Принцип работы ГА

  Fig. 2. Genetic algorithm work principle
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тивной игры. Программные классы содержат ос-
новные параметры участника, дополнительные 
функции обработки параметров и функции вы-
числения стоимости кооперативной игры.

Для поиска решения кооперативной игры бы-
ло проведено два эксперимента в целях оценки 
скорости работы ГА и сравнения его с полным пе-
ребором в задаче выбора стратегии. Реализация 
полного перебора описана в статье [21]. Для каж-
дого типа участников было сгенерировано 10 объ-
ектов в первом эксперименте и 100 во втором. По 
количеству участников в экспериментах была 
сформирована начальная популяция для поиска 
решения кооперативной игры. Функция приспо-
собленности игры в обоих случаях определялась 
отдельно как скалярное произведение вектора 
стратегий и вектора затрат участников коали-
ций. Дополнительно в функции приспособленно-
сти реализована проверка корректности состава 
коалиции. Корректность проверяется на вхожде-
ние только одного участника каждого типа в коа-
лицию. Особям популяции, не удовлетворяющим 
условию корректности, присваивается значение 
функции приспособленности, равное нулю, что 
исключает их из рассмотрения в качестве воз-
можных родителей на этапе скрещивания и за-
тем исключает из состава популяции на этапе от-
бора.

Для запуска ГА были также определены базо-
вые параметры (таблица), выбор значений кото-
рых обусловлен достижением сходимости функ-
ции приспособленности ГА менее чем за 3000 по-
колений как в первом эксперименте (рис. 3, а), 
так и во втором (рис. 3, б). 

Следует отметить различную скорость схо-
димости в зависимости от начальных условий и 
начальной популяции (см. рис. 3, а). На рисун-
ке слева заметна высокая скорость изменений 
и достижение локального минимума функции 

приспособленности (по оси ординат) за 1500 по-
колений (по оси абсцисс), что можно интерпрети-
ровать как старт близко к максимуму, который 
при этом ярко выражен. На правом же рисунке 
отмечается минимум изменений (порядок изме-
нений 10–5), что означает попадание в локальный 
максимум первоначальной популяцией и малую 
корректировку значения функции приспособлен-
ности между поколениями.

Для второго эксперимента, когда число участ-
ников значительно больше (400 участников и 
108 возможных составов коалиций), наблюдается 
меньшая скорость сходимости функции приспо-
собленности и большее количество изменений 
(см. рис. 3, б), однако параметры, определенные 
в таблице, также обеспечивают сходимость менее 
чем за 3000 поколений. 

Полученное лучшее решение представляет 
собой вектор стратегий, которые должны быть 
применены выбранными участниками коали-
ции в кооперативной игре. При следовании вы-
бранным стратегиям значение затрат коалиции 
будет минимальным. Поиск решения для перво-
го случая при выбранных параметрах занял 
22 с, что медленнее, чем в случае полного пере-
бора, а для второго случая — 2328 с, что значи-
тельно быстрее полного перебора. Сравнение ско-
рости работы с вариантом полного перебора из 
работы [21] представлено на рис. 4. 

При этом значение затрат, к которому стре-
мится функция приспособленности, отличает-
ся от значения, полученного в работе [21], пол-
ным перебором, поскольку постановка задачи 
отличается (0,57 для 40 участников и 0,114 для 
100 участников в среднем при работе ГА и 2,86 
при полном переборе). При переводе значения 
функции приспособленности в денежный экви-
валент необходимо посчитать обратное значение 
от функции приспособленности и использовать 

  Параметры запуска генетического алгоритма

  Launch parameters of the genetic algorithm

Параметр Значение

Верхняя планка количества поколений 3000

Количество родителей для скрещивания 10

Количество потомков в популяции 100

Метод выбора родителей Steady-state selection [23]

Количество сохраняемых родителей 3

Метод скрещивания Одна точка

Метод мутации Адаптивный

Количество генов мутации для значений функции приспособленности ниже 

медианного

20

Количество генов мутации для значений функции приспособленности выше 

медианного

2
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 Рис. 3. Примеры изменения значения функции приспособленности: а — для 40 участников (104 возможных со-
ставов коалиций); б — для 400 участников (108 возможных составов коалиций)

 Fig. 3. Examples of changing the value of the fitness function: а — for 40 participants (104 possible compositions of 
coalitions); б — for 400 participants (108 possible compositions of coalitions)

 Рис. 4. Сравнение длительности работы алгоритма полного перебора и ГА в задаче выбора эффективной страте-
гии действий при госпитализации

 Fig. 4. Comparison of the duration of the exhaustive search algorithm and the genetic algorithm in the problem of 
choosing an effective strategy of actions during hospitalization
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коэффициент нормирования, рассчитанный от 
стоимости лечения в госпитале (4), как имеющий 
основной вклад в функцию затрат. В среднем в за-
висимости от выбранной стратегии и времени ле-
чения он составляет 90 000 руб. Таким образом, 
средние «затраты» коалиции при выбранных 
стратегиях с использованием ГА можно оценить 
в 51 300 руб. Эти затраты включают в себя как 
прямые затраты на стоимость лечения в госпита-
ле, затраты на госпитализацию бригадой скорой 
помощи и затраты на дополнительные исследо-
вания в ЛДЦ, которые будут им возмещены, так 
и оценку средств, которые «потратит» пациент, 
следуя предложенной стратегии.

Заключение

В работе проведена формализация выбора эф-
фективной стратегии действий участников про-
цесса госпитализации на основе нечетких коопе-
ративных игр.

Поскольку выбор стратегии для всех комби-
наций участников является NP-полной задачей, 
предложено решение с использованием ГА. Для 
этого сформированы дополнительные правила 
фильтрации потомков после этапов скрещивания 
и мутации в целях проверки их на соответствие 
базовым правилам формирования коалиции. 

Предложенное решение опробовано на дан-
ных, полученных в ходе анализа процесса госпи-
тализации и модели кооперативной игры, пред-
ставленной в работе [21]: сходимость решения до-
стигается в среднем за 3000 поколений, среднее 
время на поиск стратегий для игры из 40 участни-

ков составляет около 22 с, для 400 участников — 
2328 с. Результат, полученный с помощью ГА, 
близок к решению, полученному полным перебо-
ром, что позволяет использовать предложенный 
метод для решения задачи выбора эффективной 
стратегии действий участников процесса госпи-
тализации. При этом длительность поиска всех 
возможных составов коалиции с использованием 
ГА растет практически линейно, в то время как 
длительность поиска с использованием полного 
перебора растет полиномиально (O(nk), где k4).

В качестве направления дальнейших ис-
следований определена оптимизация функций 
мутации и скрещивания для большего соответ-
ствия поставленной задаче. В реализации, при-
веденной в статье, использовались стандартные 
функции библиотеки PyGAD, которые, несмотря 
на дополнительную фильтрацию особей по кри-
терию корректности, не полностью соответству-
ют требованиям поставленной задачи, что суще-
ственно замедляет процесс эволюции, поскольку 
необходимо производить большее количество 
потомков и их фильтрацию. Адаптация данных 
функций под задачу может существенно повы-
сить скорость достижения максимума функции 
приспособленности за счет генерации особей сра-
зу с корректными параметрами.
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Introduction: The use of linear programming methods in making decisions on hospitalization in a fragile epidemiological situation 
may be hampered by the necessity to take account of a large number of parameters and limitations of the participants. Purpose: 
Development of an approach to selecting effective action strategies for the participants in a hospitalization process, with social factors 
taken into consideration. The approach is based on the theory of cooperative games which are solved with the use of a genetic algorithm. 
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Results: A cost function has been developed for evaluating the effectiveness of the hospitalization process on the basis of the selected 
strategies and in consideration of social factors. A genetic algorithm has been designed in which the proposed effectiveness evaluation 
function is used as a fitness function for a population, while to determine chromosomes of individuals in the population the set of 
selected strategies of the hospitalization process participants is used. The approach has been tested using the data on hospitalizations 
of patients with suspected COVID-19, that were provided by several ambulance stations in Saint-Petersburg, Russia. The study shows 
the superiority of the proposed approach over the previously developed one in terms of the speed of solving a cooperative game, the 
quality of the solution being maintained. Practical relevance: Some software which is based on the proposed approach can be integrated 
into an ambulance dispatcher’s automated workstation to support decision-making during the process of hospitalization in a fragile 
epidemiological situation.
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Introduction: The analysis of interrelationships between the bioelectric activity of the brain and heart is one of the topical issues 
in modern neuroscience. Special attention of researchers in this area is attracted by the study of these interrelationships in cases 
of cerebral vascular pathology. Purpose: The use of synchrosqueezed wavelet transforms to measure the relationship between the 
rhythms of the brain and heart in cases of vascular pathology of varying severity before and during hyperventilation load. Results: 
The analysis of instantaneous frequencies has been carried out in the low-frequency components of an electroencephalogram and 
the RR interval time series extracted from the electrocardiogram of patients with vascular pathology of varying severity before and 
during hyperventilation. The research shows that the time when a correlation between instantaneous frequencies of the infra-slow 
oscillations of an electroencephalogram and the RR interval time series occurs is related to the degree of severity of cerebral vascular 
pathology. It has been found that the greater the severity of the vascular pathology of the brain, the faster a correlation occurs between 
instantaneous frequencies in the low-frequency components of an electroencephalogram and heart rate variability. Practical relevance: 
The discovered peculiarities of the frequency interrelationships between the rhythms of the brain and heart during hyperventilation may 
be useful for the search of neurophysiological correlates of the degree of severity of cerebral vascular pathology. 
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Introduction

When diagnosing violations of the functional 
state of the brain associated with vascular pathol-
ogy, the analysis of the bioelectrical activity of the 
brain in the form of an electroencephalogram (EEG) 
is usually used. Vascular pathology of the brain is 
associated with a slowly progressive lack of blood 
supply to the brain, leading to increasing diffuse 
structural changes and impaired cognitive func-
tions of the brain [1–6].

The importance of early diagnosis of such dis-
orders necessitates the search for neurophysiolog-
ical correlates of cerebral vascular pathology of 
varying severity [2, 6]. At the same time, the im-
portance of studying infra-slow EEG oscillations, 
is noted, since it is assumed that these oscillations, 
in contrast to the higher-frequency components of 
the EEG, are associated with the regulation of the 
rhythms of respiration and heart [7]. In this re-
gard, the simultaneous analysis of the bioelectri-
cal activity of the brain under conditions of forced 
breathing (functional load in the form of a hyper-
ventilation test) and an electrocardiogram (ECG) of 
the heart with subsequent analysis of the dynamics 
of frequencies can facilitate the search for markers 
of vascular pathology of the brain.

The difference in the frequency ranges of the 
EEG and ECG leads to the need to use the prelimi-
nary allocation of a single range in these signals. In 
this case, the nonstationarity of the EEG and ECG 
leads to the fact that it is not entirely correct to ap-
ply the spectral Fourier analysis. Instead, it is more 
correct to use the method of calculating instanta-
neous frequencies based on the wavelet transform 
of the signal [8, 9]. This method is widely used to 
detect synchronization between the rhythms of the 
cardiovascular and respiratory systems [10–15]. 
The works [16–18] show the importance of assess-
ing the degree of synchronization for studying the 
functional state of autonomic regulation of blood 
circulation for persons with cardiovascular diseas-
es, assessing personal cardiovascular risk and opti-
mizing drug therapy.

In contrast to the rhythms of the cardiovascu-
lar and respiratory systems, the bioelectric activ-
ity of the brain, recorded from the surface of the 
head in the form of an EEG, is usually very noisy. 
To improve the efficiency of extracting the instan-
taneous frequency and phase from experimental 
data with a high level of noise, it is better to use the 
synchrosqueezed wavelet transform method [19]. 
In works [20, 21], this method was applied to iden-
tify instantaneous phases and frequencies for sub-
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sequent analysis of phase synchronization between 
rhythmic brain photostimulation and the response 
to it in the form of an EEG, and data were obtained 
that make it possible to distinguish the synchro-
nization parameters in two groups of people with 
chronically high blood pressure. with and without 
mild cognitive impairment. It has been shown that 
these disorders correlate with a longer duration of 
phase synchronization and a shift in brain respons-
es to a lower frequency range as compared to the ex-
citation frequency [20, 21].

The purpose of this work is to use synchro-
squeezed wavelet transform to assess the ratio of 
instantaneous frequencies in the low-frequency 
components of the EEG (in the infra-slow oscilla-
tions range) and the time sequence of time intervals 
between two consecutive R peaks extracted from 
ECG patterns in patients with vascular pathology 
of varying severity before and during hyperventi-
lation load. 

Experimental data and methods 
of their analysis

We analyzed EEG and ECG records obtained 
from 9 healthy subjects (women aged 31 to 43 years) 
and 15 patients (women aged 56 to 65 years) with 
vascular pathology associated with vegetative-vas-
cular dystonia (group I, consisting of 8 people) 
and associated with vertebrobasilar insufficiency, 
which developed as a result of cervical osteochon-
drosis (group II, consisting of 7 people). Data pro-
vided by the St. Petersburg Neurological Clinic, 
study approved by the local ethics committee.

Vegetative-vascular dystonia is a syndrome pre-
sented in the form of various disorders of the auto-
nomic function associated with a disorder of neuro-
genic regulation and arising due to an imbalance in 
the tonic activity of the sympathetic and parasym-
pathetic divisions of the autonomic nervous system. 
This syndrome is manifested by violations of the 
functional state of the nervous system.

Vertebrobasilar insufficiency is a deterioration 
in the functioning of the brain due to a weakening 
of blood flow in the basilar and vertebral arteries. 
Vertebrobasilar insufficiency can develop in any 
age group, and late diagnosis combined with late 
treatment increases the likelihood of stroke. It is 
believed that the manifestations of vascular pathol-
ogy of the brain are more pronounced in patients 
with vertebrobasilar insufficiency caused by cer-
vical osteochondrosis than in patients with vegeta-
tive-vascular dystonia [22].

EEG and ECG signals were recorded simultane-
ously at rest and under the influence of function-
al load (hyperventilation) on a 21-channel electro-
encephalograph company “Mizar-EEG” (Russia, 

St. Petersburg). Hyperventilation load consisted of 
the use of spontaneous enhanced breathing during 
EEG recording for 3 min. The depth of inhalation 
and exhalation was to be maximum, and the fre-
quency was about 20 breaths per minute.

The duration of each recording was 6 min. Three 
measurements were taken with each subject on dif-
ferent days. The sampling rate is 512 Hz. Artifacts 
caused by eye blinking or motor movements 
were previously removed by a neurophysiologist. 
Mathematical transformation of signals using the 
method of independent components was not carried 
out. 

For EEG analysis, we used data in the occipi-
tal lobes of the brain (O1-, Oz- and O2-leads), where 
the bioelectric activity of the brain was most pro-
nounced in all records.

Figure 1, a–d shows short fragments of typical 
experimental EEG and ECG recordings for a healthy 
subject and a patient with vascular pathology.

To extract the sequence of RR intervals from 
the ECG signal, that is, the time intervals be-
tween two consecutive R peaks, we used a wavelet 
transform with a sym4 basic wavelet resembling a 
QRS complex in shape [22]. Then the non-equidis-
tant sequence of RR intervals was approximated 
by cubic splines and sampled at a frequency of 
256 Hz. The resulting equidistant sequence de-
termines the so-called heart rate variability 
(HRV). The EEG sequence was also resampled at 
a frequency of 256 Hz.

An example of a fragment of the initial ECG and 
the pattern obtained after the wavelet reconstruc-
tion of this fragment is shown in Fig. 2, a–c.

To analyze the frequencies of the infra-slow os-
cillations range, the original EEG records were fil-
tered with a bandwidth of 0.04–0.45 Hz. The choice 
of this bandwidth is due to the fact that it is in this 
range that it is possible to compare with heart rate 
variability.

To assess the ratio of instantaneous frequencies 
of EEG patterns in the infra-slow oscillations range 
and in the HRV sequence, we used the synchro-
squeezed wavelet transform method [19].

In this work, as a wavelet function, we used the 
Morlet wavelet, which is usually used for continu-
ous wavelet transform of a signal:

(t – b)/a) 

 (1/a) exp[i0((t – b)/a] exp(–0.5((t – b)/a)2),  (1)

which at the value of the wavelet parameter 
02f0, f01, provides a simple relationship 
between the scale a of the wavelet transform and 
the real frequency f of the analyzed signal [8]:

 
 2

0 02 4 1/ / .f a a       
 

  (2)



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 2, 2022 55

УПРАВЛЕНИЕ В МЕДИЦИНЕ И БИОЛОГИИ

The continuous wavelet-transform (CWT) of the 
signal s(t) for the wa velet function (t) is defined by 
the formula

 

1
 d( , ) ( ) ,s

t b
W a b s t t

a a





   
 

 

 (3)

where a and b are scale and time shift variables; 
((t – b)/a) is the wavelet function obtained from 

the mother wavelet (t) by scaling and time shift, 
the symbol means complex conjugation [8]. 

The synchrosqueezed wavelet-transform 
(SWT) of the signal s(t) is specified as follows 
[19]:

 

3 21
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
 

 (4)

  Fig. 2. Fragment of the initial ECG and pattern after wavelet reconstruction (a, b) and sequence of RR intervals (c)

  Fig. 1. Examples of EEG and ECG fragments for a healthy subject (a, b) and a patient with vascular pathology (c, d) 
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where l — lth discrete circular frequency; ak — kth 
discrete scale and akak – ak–1.

In the spectrum of synchrosqueezed wavelet 
transform, each signal component is represented by 
a time sequence of maxima of SWT coefficients, the 
so-called ridge curve [9]:

 
 

 

2  2

( ) argmax ( , ) ,

( ) / , ( ) / .
r s l

l r r

b T b

b b

  

      
 
 (5)

Extraction of the ridge from the SWT signal 
s(t) can be reduced to solving the problem of con-
ditional search optimization among all curves 
r(t0) of the one that maximizes the SWT modu-
lus along the ridge [23]. This is equivalent to min-
imizing the penalty function [23] of the following 
form: 
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(6)

Based on the obtained crests r(b) the instanta-
neous frequency fs(b) can be calculated by the for-
mula [9]

 fs(b)r(b/2).  (7)

By applying SWT to the EEG and HRV signals, 
we estimated their instantaneous frequencies and 
then calculated the instantaneous frequency ratio 
fs(b)/fp. 

The integral calculated below

 
22

1
 d( ) ( , )

t
SW st

E f T f b b    (8)

determines the time-averaged distribution of the 
synchrosqueezed wavelet spectrum energy over 
frequencies at a given time interval [t1, t2]. 

The time (tcor) of the appearance of the corre-
lation of the instantaneous frequencies of the in-
fra-slow oscillations range of the EEG and HRV was 
determined as the time interval during which, af-
ter the start of the hyperpolarization test, the ratio 
was established: 

 0.95  fEEG/ fHRV  1.05.  (9)

To compare the mean tcor values obtained for 
different groups of subjects, one-way ANOVA 
was used. Statistically significant differenc-
es between groups were determined on the ba-
sis of p < 0.017 values due to the fact that the 
number of groups is k3, nk(k – 1)/23, 
1 – 0.951/n0.017. 

Results 

Due to the fact that no significant differences 
were found for all subjects for the right and left 
leads O1 and O2, this work will present the results 
obtained only for the central lead Oz. 

Figure 3 demonstrates an example of the absence 
of relationships between the instantaneous frequen-
cies of the EEG infra-slow oscillations range and 
HRV. This example was obtained for patient A with 
vascular disease from group I before the hyperven-
tilation test. The projection of the wavelet surface 
(t, f, Ws(f, t)2) onto the plane (t, f), obtained by the 
CWT (Continuous Wavelet Transform) method for 
the EEG (Fig. 3, a), has frequency bands that do 
not coincide with the band on the projection of the 
wavelet surface for HRV (Fig. 3, b). Time-averaged 
energy distributions ESW(f) of synchrosqueezed 
wavelet spectra of EEG and HRV in frequencies 
have maxima at frequencies of 0.34   and 0.12 Hz 
for EEG and for HRV, respectively (Fig. 3, c, d). 
The ridges extracted from the SWT are shown in 
Fig. 3, e. The ratio of instantaneous frequencies 
fEEG/fHRV calculated on the basis of these ridges ex-
ceeds the value 2 (Fig. 3, f). 

Figure 4 shows that, in contrast to the absence 
of relationships between the instantaneous fre-
quencies of the infra-slow oscillations range in the 
background EEG and HRV for patient A, correla-
tions arise between the instantaneous frequen-
cies of the EEG and HRV during hyperventilation 
load. The projections of the wavelet surfaces (t, f, 
Ws(f, t)2) onto the plane (t, f) for EEG and HRV 
have bands that coincide near a frequency of 0.4 Hz 
(Fig. 4 a, b). Time-averaged energy distributions 
ESW(f) of synchrosqueezed wavelet spectra have 
well-defined maxima at frequencies of 0.39, 0.46, 
and 0.51 Hz for EEG and 0.39 Hz for HRV, respec-
tively (Fig. 4 c, d). The ridges isolated from the 
SWT spectra approach each other as much as possi-
ble at a frequency of 0.39 Hz 55 s after the onset of 
hyperventilation (Fig. 4, e). Thus, the time interval 
during which the ratio of instantaneous frequen-
cies fEEG/fHRV becomes equal to 1±0.05 (Fig. 4, f), is 
55 s. So, for patient A, the time of occurrence of the 
correlation between the instantaneous frequencies 
of the EEG infra-slow oscillations range and HRV 
during the hyperventilation load tcor55 s.

Patient B from group II is also characterized by 
the presence of relationships between the instan-
taneous frequencies of the infra-slow oscillations 
range in the EEG and HRV during hyperventilation 
(Fig. 5). The coincidence of the bands in the projec-
tions of the wavelet surfaces (t, f, Ws(f, t)2) onto the 
plane (t, f) for EEG and for HRV occurs near a fre-
quency of 0.28 Hz (Fig. 5 a, b). Time-averaged ener-
gy distributions ESW(f) of synchrosqueezed wavelet 
spectra for EEG and HRV have well-defined maxi-
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  Fig. 3. Projections of the wavelet surface (t, f, |Ws(f, t)|2) onto the plane (t, f), obtained by the CWT method for EEG 
and HRV before hyperventilation (a, c); time-averaged distribution of the synchrosqueezed wavelet spectrum energy 
over frequencies |Ts(f, b)|2 (b, d); extracted ridges (e) and instantaneous frequency ratio (f) for patient A from group I
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  Fig. 4. Projections of the wavelet surface (t, f, |Ws(f, t)|2) onto the plane (t, f), obtained by the CWT method for EEG 
and HRV during hyperventilation(a, b); time-averaged distribution of the synchrosqueezed wavelet spectrum energy 
over frequencies |Ts(f, b)|2 (c, d); extracted ridges (e) and instantaneous frequency ratio (f) for patient A from group I
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ma at a frequency of 0.28 Hz (Fig. 5 c, d). The ridges 
isolated from the SWT spectra approach each oth-
er as much as possible at this frequency of 0.28 Hz 
42 s after the onset of hyperventilation (Fig. 5, e). 
Thus, for patient B, the time for the appearance of a 
correlation between the instantaneous frequencies 
of the infra-slow oscillations EEG and HRV during 
hyperventilation is less than for patient A and is 
tcor 42 s (Fig. 5, f).

Based on the data obtained, it can be seen that 
the correlation between the instantaneous fre-
quencies of the infraslow EEG rhythm and heart 
rate variability after hyperventilation exercise in 
patients with vertebrobasilar insufficiency, which 
developed as a result of cervical osteochondrosis, 
occurs faster than in patients with vegetovascular 
dystonia. Since physiologically vertebrobasilar in-
sufficiency is a more dangerous pathology for the 
brain than vegetative-vascular dystonia (which can 
be both a somatic disease and a mental disorder), it 
can be argued that the more pronounced the vas-
cular pathology of the brain, the faster the corre-

lation between instantaneous frequencies of EEG 
infraslow rhythm and heart rate variability.

Average values of instantaneous frequencies of 
EEG and HRV patterns before and during hyper-
ventilation for analyzed groups are presented in 
Table. 

The data in Table indicate that there is no cor-
relation between the instantaneous frequencies of 
the low-frequency infra-slow oscillations range of 
background EEG and HRV patterns for both groups 
with vascular pathology and for the control group 
of healthy subjects. 

The mean fEEG values before hyperventilation 
are (0.35±0.05) Hz for patients from group II. The 
mean fHRV values before hyperventilation are less 
and equal to (0.12±0.03) Hz for patients from group I 
and (0.18 ± 0.04) Hz for patients from group II. 

During hyperventilation, the mean fEEG values 
increased and were equal to (0.43±0.07) Hz for pa-
tients from group I and (0.31±0.05) Hz for patients 
from group II, (0.35±0.05) Hz for the control group. 
The mean fHRV values also increased and were 
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  Fig. 5. Projections of the wavelet surface (t, f, |Ws(f, t)|2) onto the plane (t, f), obtained by the CWT method for EEG 
and HRV during hyperventilation (a, b); time-averaged distribution of the synchrosqueezed wavelet spectrum energy 
over frequencies |Ts(f, b)|2 (c, d). Extracted ridges (e) and instantaneous frequency ratio (f) for patient B from group II



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 2, 2022 59

УПРАВЛЕНИЕ В МЕДИЦИНЕ И БИОЛОГИИ

equal, respectively, to (0.38±0.06) Hz for patients 
from group I and (0.23±0.04) Hz for patients from 
group II. 

The results of one-way analysis of variance for 
comparing the mean values of tcor values for dif-
ferent groups of subjects are shown in Fig. 6. This 
figura demonstrates the difference in the mean 
times of occurrence of the correlation between the 
instantaneous frequencies of the infra-slow oscilla-
tions range EEG and HRV during hyperventilation. 

Large differences in the center lines (medians of 
the sample values tcor), indicate significant differ-
ences in the group means. The statistics obtained 
by Fisher’s F-criterion F48.5, exceeds the crit-
ical value F2.183.5. Values 2 and 18 correspond 
to the number of k 3 tested groups, the number 
of 7 averaged values in each group, and the total 
number of observations N 7  3 21, and there-
fore k – 12, N – k18. The significance level of 
the Fisher criterion, i.e. the maximum probabili-
ty of mistakenly rejecting the null hypothesis of 
equality of means, when it is true, is close to ze-

ro (p 0.0002). Therefore, the ANOVA test used 
showed significant differences between the mean 
tcor values for patients from the three test groups. 

Thus, the correlation observed for both analyz-
ed groups between instantaneous frequencies of 
the EEG infra-slow oscillations range and HRV pat-
terns under hyperventilation load is statistically 
significantly different in the time of occurrence of 
such a correlation. The mean tcor value is maximal 
(tcor 76.4 ± 8.3) for the control group, the mean 
tcor value is lower in patients with vascular pathol-
ogy associated with vertebrobasilar insufficiency 
(tcor34.3 ± 8.0, group II), compared with the 
mean value tcor56.4 ± 8.1, obtained for patients 
with less severity of vascular pathology associated 
with vegetative-vascular dystonia (group I).

Thus, for the first time, using nonlinear meth-
ods for analyzing non-stationary signals, statisti-
cally significant differences in the time of occur-
rence of the correlation of instantaneous frequen-
cies of the infra-slow oscillations range of electro-
encephalograms and heart rate variability after the 
start of the hyperpolarization test were revealed in 
patients with varying degrees of severity of vascu-
lar pathology. The results obtained support the hy-
pothesis that heart rate variability is in a complex 
dynamic interaction with the rhythms of the elec-
trical activity of the brain [7, 24]. 

Our results are to some extent consistent with 
the results of [25, 26], which assessed the presence 
of synchronization between infra-slow rhythms in 
the EEG and signals in photoplethysmograms in 
healthy men during functional tests with a linearly 
increasing (over 30 min) respiratory rate. In work 
[24], areas of phase and frequency synchronization 
were revealed between respiration, which increas-
es linearly in frequency, and infra-slow rhythms in 
the occipital EEG derivations, as well as respiration 
and low-frequency rhythms in photoplethysmo-
grams. It was shown in [26] that for different ar-
eas of the brain, infraslow oscillations can have a 
different order of synchronization with respiration.

It is quite probable that in our results the appear-
ance of relationships between the instantaneous 
frequencies of the infraslow EEG rhythm and heart 
rate variability after hyperventilation exercise may 
be associated with an increase in the amplitude of 
respiration and linear leakage of the respiration sig-
nal with characteristic frequencies of 0.15–0.50 Hz 
into the signal of RR intervals and EEG.

Significantly shorter analyzed records did not 
allow us to detect areas of phase synchronization 
between the EEG and HRV rhythms, and therefore 
the search for phase synchronization will be contin-
ued for longer records and studying the peculiari-
ties of the interaction of the circulatory regulation 
system, the respiration process, and neuronal ac-
tivity of the brain.

  Average values of instantaneous EEG and HRV fre-
quencies before and during hyperventilation for differ-
ent groups

Subjects fEEG, Hz fHRV, Hz

Before hyperventilation

Control group 

(N9/9)
0.19±0.04 0.10±0.03

Group I (N8/8) 0.29±0.05 0.12±0.03

Group II (N7/7) 0.35±0.05 0.18±0.04

During hyperventilation

Control group 

(N9/9)
0.35±0.05 0.30±0.06

Group I (N8/8) 0.43±0.07 0.38±0.06

Group II (N7/7) 0.31±0.05 0.23±0.04

  Fig. 6. One-way ANOVA results for comparing the 
mean tcor values for the analyzed groups

Сontrol Group I Group II

40

60

80

 
t c

or
, 

s



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 2, 202260

УПРАВЛЕНИЕ В МЕДИЦИНЕ И БИОЛОГИИ

Conclusion

Analysis of instantaneous frequencies in the 
low-frequency components of the EEG and the time 
sequence of RR intervals extracted from the ECG, 
carried out before and after hyperventilation for 
two groups of subjects with vascular pathology of 
varying severity, showed that a decrease in the time 
of occurrence of a correlation between instantane-
ous frequencies of the EEG infra-slow oscillations 
range and HRV is associated with the degree of cer-
ebrovascular disease. The greater the severity of 

the vascular pathology of the brain, the faster there 
is a correlation between the instantaneous frequen-
cies of the EEG infra-slow oscillations range and 
heart rate variability.
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Частотный анализ на основе синхросжатого вейвлет-преобразования ритмов мозга и сердца при сосудистой 
патологии мозга

В. Е. Титова, аспирант, orcid.org/0000-0002-2700-7152

O. Е. Дика,б, доктор биол. наук, доцент, orcid.org/0000-0001-5056-1779, dickviola@gmail.com
аСанкт-Петербургский государственный университет аэрокосмического приборостроения, Б. Морская ул., 67, 

Санкт-Петербург, 190000, РФ 
бИнститут физиологии им. И. П. Павлова РАН, наб. Макарова, 6, Санкт-Петербург, 199034, РФ

Введение: анализ взаимосвязей биоэлектрической активности мозга и сердца является одним из актуальных вопросов в совре-
менной нейронауке. Особое внимание исследователей в данной области привлекает изучение этих взаимосвязей при сосудистой па-
тологии мозга. Цель исследования: опыт применения синхросжатого вейвлет-преобразования для оценки связи между ритмами 
мозга и сердца при сосудистой патологии различной степени тяжести до и во время гипервентиляционной нагрузки. Результаты: 
проведен анализ мгновенных частот в низкочастотных составляющих электроэнцефаллограммы и временной последовательности 
RR-интервалов, извлеченных из электрокардиограммы у пациентов с сосудистой патологией различной степени тяжести до и во вре-
мя гипервентиляционной нагрузки. Показано, что время возникновения корреляции мгновенных частот сверхмедленных ритмов 
электроэнцефаллограммы и временной последовательности RR-интервалов связано со степенью сосудистой патологии головного 
мозга. Обнаружено, что чем больше выраженность сосудистой патологии мозга, тем быстрее возникает корреляция между мгновен-
ными частотами в низкочастотных составляющих электроэнцефалограммы и вариабельности сердечного ритма. Практическая зна-
чимость: выявленные особенности частотных взаимосвязей ритмов мозга и сердца во время гипервентиляционной нагрузки могут 
быть полезны при поиске нейрофизиологических коррелят степени тяжести сосудистой патологии головного мозга.

Ключевые слова — электроэнцефалограмма, вариабельность сердечного ритма, синхросжатое вейвлет-преобразование.
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ставьте только после запятых при перечислении с помощью Ctrl+Shift+Space (пробел); не отделяйте пробелами знаки: 
+ = – , а также пространство внутри скобок; для выделения греческих символов в Mathtype полужирным начертанием 
используйте Style Other bold. 

Для набора формул в Word никогда не используйте вкладки: «Уравнение», «Конструктор», «Формула» (на верхней 
панели: «Вставка» — «Уравнение»), так как этот ресурс предназначен только для внутреннего использования в Word и не 
поддерживается программами, предназначенными для изготовления оригинал-макета журнала.

При наборе символов в тексте помните, что символы, обозначаемые латинскими буквами, набираются светлым курси-
вом, русскими и греческими — светлым прямым, векторы и матрицы — прямым полужирным шрифтом.

Подробнее см. pdf-файл «Правила подготовки рукописей» (стр. 11) на сайте  https://guap.ru/ric
Иллюстрации:
— рисунки, графики, диаграммы, блок-схемы предоставляйте в виде отдельных исходных файлов, поддающихся ре-

дактированию, используя векторные программы: Visio (*.vsd, *.vsdx); Adobe Illustrator (*.ai); Coreldraw (*.cdr, версия не 
выше 15); Excel (*.xls); Word (*.docx); AutoCad, Matlab (экспорт в PDF, EPS, SVG, WMF, EMF); Компас (экспорт в PDF), 
веб-портал DRAW.IO (экспорт в PDF);

— фото и растровые — в формате *.tif, *.png с максимальным разрешением (не менее 300 pixels/inch).
Наличие подрисуночных подписей и названий таблиц на русском и английском языках обязательно (желательно не 

повторяющих дословно комментарии к рисункам в тексте статьи). 
В редакцию предоставляются:
— сведения об авторе (фамилия, имя, отчество, место работы, должность, ученое звание, учебное заведение и год его 

окончания, ученая степень и год защиты диссертации, область научных интересов, количество научных публикаций, до-
машний и служебный адреса и телефоны, e-mail), фото авторов: анфас, в темной одежде на белом фоне, должны быть 
видны плечи и грудь, высокая степень четкости изображения без теней и отблесков на лице, фото можно представить в 
электронном виде в формате *.tif, *.png, *.jpg с максимальным разрешением — не менее 300 pixels/inch при минимальном 
размере фото 4055 мм;

— экспертное заключение.
Список литературы составляется по порядку ссылок в тексте и оформляется следующим образом:
— для книг и сборников — фамилия и инициалы авторов, полное название книги (сборника), город, издательство, год, 

общее количество страниц, doi;
— для журнальных статей — фамилия и инициалы авторов, полное название статьи, название журнала, год издания, 

номер журнала, номера страниц, doi;
— ссылки на иностранную литературу следует давать на языке оригинала без сокращений;
— при использовании web-материалов указывайте адрес сайта и дату обращения.
Список литературы  оформляйте двумя отдельными блоками по образцам lit.dot на сайте журнала (http://i-us.ru/

paperrules): Литература и References.

Более подробно правила подготовки текста с образцами изложены на нашем сайте в разделе «Руководство для авто-
ров».
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