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Анализ устойчивости системы Лурье со скалярным 
запаздывающим управлением и переключениями
Н. Р. Андрияноваа, аспирант, orcid.org/0000-0002-6152-3572, st040174@student.spbu.ru
аСанкт-Петербургский государственный университет, Университетская наб., 7–9, Санкт-Петербург, 199034, РФ

Введение: для обеспечения устойчивости линейных систем сǡпереключениями М. С. Браницкий (Branicky M. S.) предложил 
метод нахождения условий на закон переключений. Известно также, что наличие запаздываний может устойчивость нарушить. 
Целесообразно распространить этот метод на систему автоматического регулирования сǡнелинейным управлением, которое бы 
позволило задавать произвольные запаздывания при управлении или переключении. Цель: при произвольном фиксированном 
запаздывании вǡуправлении получить ограничение на закон переключений, которое бы гарантировало устойчивость решения 
нелинейной системы, где подсистемы заданы уравнениями сǡлинейными по состоянию правыми частями, а управление входит 
вǡсистему вǡвиде скалярной нелинейности сǡрациональным показателем, бόльшим единицы. Результаты: исследованы случаи 
как синхронных (одновременных для всех параметров системы), так и асинхронных переключений вǡсвязи сǡвозникновением 
задержек при выработке управляющего воздействия, а также при поступлении информации о смене активной подсистемы. 
Для каждой из рассматриваемых систем построены составные функционалы Ляпуноваǡ— Красовского, позволившие найти 
условия на закон переключений, при которых решения являются локально асимптотически устойчивыми. Оказалось, что для 
этого достаточно выбирать моменты переключения так, чтобы длительность действия подсистемы неограниченно стремилась 
кǡбесконечности со временем. Показано, что вǡдискретном случае аналогичные условия также обеспечат устойчивость при 
достаточно малом шаге дискретизации. Проведено численное моделирование вǡслучаях как синхронных, так и асинхронных 
переключений между непрерывными и дискретными подсистемами. Графики, представленные вǡданной работе, согласуются 
сǡтеоретическими выводами.

Ключевые слова — системы Лурье, запаздывание, синхронные и асинхронные переключения, асимптотическая устойчи-
вость, составной функционал.
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For citation: Andriyanova N. R. Stability analysis of a Lurie system with scalar retarded control and switching. Informatsionno-
upravliaiushchie sistemy [Information and Control Systems], 2023, no. 6, pp. 2–11 (In Russian). doi:10.31799/1684-8853-2023-6-2-11, 
EDN: UNKUBX

Введение

Математические модели, которые объединя-
ют как дискретные, так и непрерывные свойства, 
являются гибридными системами. Они включа-
ют системы с переключением [1–8], которые опи-
сывают поведение конечного набора непрерыв-
ных подсистем дифференциальных уравнений и 
функции переключения между ними. 
Когда все подсистемы экспоненциально 

устойчивы, известно [3], что если временные 
промежутки переключений достаточно большие, 
то асимптотическая устойчивость сохранится. 
Условия, накладываемые на закон переключе-
ний, для обеспечения асимптотической устойчи-
вости решений систем с секторными нелинейно-
стями были получены в работе [9].
Зачастую существенное влияние на устой-

чивость системы оказывают запаздывания, ко-
торые могут возникать как в состоянии, так и 
в управлении. Поэтому важно изучать нелиней-
ные системы с запаздыванием [10–18]. Ввиду не-
редкой невозможности определить величину за-
держки ставится вопрос об устойчивости реше-

ний систем при любых запаздываниях. В таком 
случае об устойчивости позволяет судить второй 
метод Ляпунова, согласно которому требуется 
построить либо функции Ляпунова, удовлетво-
ряющие условию Разумихина, либо функциона-
лы Ляпунова — Красовского. 
Данная работа посвящена системе автомати-

ческого регулирования, где состояние системы 
входит и в уравнение для объекта, и в управле-
ние линейно. Скалярное управление с запазды-
ванием определяется динамическим законом и 
входит во все эти уравнения через степенную 
функцию с показателем, боáльшим 1, с нечетны-
ми числителем и знаменателем. 
Анализ устойчивости такого сорта нелиней-

ных систем без запаздываний может быть прове-
ден при помощи функции Ляпунова, состоящей 
из квадратичного слагаемого и интеграла от не-
линейности секторного типа, как это показано 
в монографии А. М. Летова [19] применительно 
к задаче стабилизации курса самолета.
В настоящей работе для обеспечения устойчи-

вости решения получены ограничения на закон 
переключений между непрерывными подсисте-
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мами. Для любой фиксированной величины за-
паздывания в управлении и в законе переклю-
чения найдены условия асимптотической устой-
чивости решения. Результаты перенесены на 
случай разностных подсистем, где похожие усло-
вия гарантируют устойчивость при достаточно 
малом шаге дискретизации. 

Синхронные переключения

Предположим, что заданы N подсистем, каж-
дая из которых представляет собой систему авто-
матического регулирования

 
T

1 2
( ) ( )

( ) ( ) ( ( ));
( ) ( ) ) ,( )( )) ( (

s s
s s

s

t t f z t

z t t f z t f z t

 


      

x A x b

C x




  (1)

где s{1, …, N}; переменные xRn, zR1 и за-
паздывание > 0. В параметры системы вхо-
дят матрица As размерности n, векторы bs и Cs 
размерности n 1, числа 1

( )s  и 2
( ).s  Функция 

f(z) = z имеет рациональный положительный 
показатель , у которого числитель и знамена-
тель нечетные. При этом автоматически выпол-
няется условие секторной нелинейности zf(z) > 0 
при z  0. Кроме того, система (1) имеет триви-
альное решение. 
Расширенный вектор решения обозначим 

yT(t) = (xT(t), z(t)). Чтобы построить решение 
системы (1), необходимо задать начальный мо-
мент времени t0 и начальную вектор-функцию 

0

T T
0  ( ( ), ),tt z x  где функция zt() = z(t + ) 

кусочно-непрерывна при [–; 0]. В данной ра-
боте используются евклидова норма для вектора, 
сингулярная — для матрицы, а для состояния — 
равномерная норма |||| = sup[–;0]||()||.
Законом переключений между подсистемами (1) 

называют кусочно-постоянную непрерывную 
справа функцию (t), заданную при t  0 со значе-
ниями в множестве номеров подсистем {1, …, N}. 
В данной работе не принимается в расчет случай 
Зено [1, 2], когда за конечный промежуток времени 
может произойти бесконечно много переключений. 
Считаем известными моменты переключений 

0 < 1 < … < m < … при m = 1, 2, …. Система 
с переключениями имеет вид

T
1 2

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ( ));

( ) ( ) ( )) .( ))( (
t t

t t
t

t t f z t

z t t f z t f z t
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 


 


     

x A x b

C x




  (2) 

Условия устойчивости в виде матричных не-
равенств, не зависящие от закона переключе-
ний, были получены в работе [17].
Решается задача получения условий на закон 

переключений (t) и параметры системы, при вы-

полнении которых можно гарантировать асим-
птотическую устойчивость нулевого решения си-
стемы (2) с фиксированным запаздыванием .
В статье М. С.  Браницкого (Branicky M. S.) 

[20] разработан подход (dwell time approach), 
позволяющий найти условия, накладываемые 
на функцию переключения, при которых ли-
нейная система дифференциальных уравне-
ний оставалась бы асимптотически устойчи-
вой. При этом для каждой подсистемы строит-
ся своя функция Ляпунова, относительно кото-
рой получаются линейные дифференциальные 
неравенства и выводятся оценки решений на 
промежутке действия подсистемы. Учитывая 
эффект скачка функции Ляпунова при пере-
ключениях, приходят к условиям на закон пе-
реключений. 
Поскольку система (2) дифференциально-раз-

ностная, вместо метода функций Ляпунова будет 
использован подход Ляпунова — Красовского, 
значит, нужно для каждой подсистемы предоста-
вить положительно определенный функционал, 
для которого производная в силу подсистемы от-
рицательно определена. Введем два предположе-
ния.
Предположение 1. У функции f(z) = z пока-

затель > 1. 
Предположение 2. Существуют положитель-

но определенные матрицы D(s) такие, что формы

 
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x A D D A x

x D b C

являются отрицательно определенными для 
s = 1, …, N.
С матрицами D(s) из предположения 2 для 

каждой подсистемы (1) построен функционал 
Ляпунова — Красовского
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 (3)

где параметры (s) > 0, (s) > 0.
Оценим функционал (3) снизу:
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где min1
( ) ( ) ,( )s s   D  т. е. минимальное собствен-

ное число матрицы D(s); 1
1 2

( )
( ) ( ) ,

s
s s l

d    1 0( ) .sl   
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Функционал (3) будет положительно опреде-
лен в области ||yt|| < H1, где

  

1
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   

Тем же образом находится верхняя оценка 
функционала (3) в той же самой области. Тогда 
в полученной области работает двусторонняя 
оценка функционала
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 (4)

где max2
( ) ( )( )s s   D  — максимальное собствен-

ное число матрицы D(s); 
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Неравенство для сравнения функционалов 
V(s)(x, zt) и V()(x, zt) имеет вид

      () )( , , ,s
t tV z cV zx x   (5)

где 2 4 2
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Проверим отрицательную определенность 
производной функционала (3) в силу s-й подси-
стемы (1):
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С учетом предположения 2 при выборе до-
статочно малых (s) и (s) найдется область 
||yt||  H2, где слагаемые высоких порядков не 
нарушат отрицательную определенность про-

изводных функционалов. Тогда верхняя оценка 
будет иметь вид
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 (6)

с положительными коэффициентами 1 2 ( ) ( ), ,s sb b  

3
( ).sb  
Далее будем работать в области ||yt|| < H = 

= min{H1, H2}. Перейдем в неравенствах (4) и (6) 
к новым переменным
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и продолжим оценки функционала и его произ-
водной сверху:
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Отсюда получается дифференциальное нера-
венство
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где положительная постоянная
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Пусть заданы моменты переключений 1, …, 
m, …, где m — первое переключение после t0. 
Интегрируем неравенство (7) сначала на проме-
жутке до первого переключения [t0; m):

           1 1
0 .m m

tV V b t t 
       x 

 

При t[m+k–1; m+k), k = 1, 2, … после инте-
грирования применяется неравенство сравне-
ния (5), за счет которого последовательно проис-
ходит переход к оценкам на предыдущих проме-
жутках:
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Параметр k отвечает за количество переклю-
чений на промежутке [t0; t].
Докажем следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть выполнены предположения 

1 и 2. Нулевое решение системы (2) будет асим-
птотически устойчивым, если для фиксирован-
ного запаздывания  > 0 функция (8) такова, что 
(1, k) при k.
Доказательство: По свойствам однородных 

функций (см., например, [21]) неравенства (4) мо-
гут быть переписаны в виде
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с помощью положительных 1, 2.
Для любого  такого, что 0 <  H, дифферен-

циальное неравенство (7) выполняется в области 
||yt|| < . При t[t0; m) оценка решения запи-
шется в виде
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При t[m+k–1; m+k)
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Из условия теоремы следует существование 
такого k0, что для k  k0 имеет место неравенство
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Если k  k0, то за счет указанного выше нера-
венства имеет место оценка ||y(t)|| <  для всех 
t  t0. Иначе при k < k0 
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а значит, найдется
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такая, что для начальных функций |||| <  
решение будет оставаться в области ||y(t)|| < , 
когда t  t0. Наконец, из оценок решения видно, 
что 0( ) .

t
t


y   

Конец доказательства.
Замечание 1. Нулевое решение системы (2) 

равномерно асимптотически устойчиво, ес-
ли (m, k) равномерно по m = 1, 2, … при 
k.

Асинхронные переключения

Если переключения каких-либо хотя бы двух 
параметров системы происходят не одновремен-
но, то такие переключения называют асинхрон-
ными. Так, например, часто возникают задерж-
ки в законе переключений во время формирова-
ния управляющего воздействия или при получе-
нии регулятором информации о смене активной 
подсистемы [16]. Рассмотрим аналог системы (2) 
с асинхронными переключениями:
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Воспользуемся модификацией функциона-
ла (3)

         

      
         

T
0

0
2

0 2

 d

d

d

( ), ( ) ( )

( )

.

z ts s

s

t

t

s

V t z t t f

f z t f z t

f z t

 




    

     

         







x x D x

 

(10)
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Нетрудно получить нижнюю оценку

          

 
   

02 2
1 1

12 1
2

1

 d

1
1

12

( )

,

max .

s
t

qs
q

ssV z d f z t

z
z

l






      
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 

x x 

Видно, что в области ||yt|| < H1, где
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 
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 

функционал (9) будет положительно определен 
и, более того, выполнятся неравенства, анало-
гичные (4).
Производная функционала (10) в силу систе-

мы (9) имеет вид
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







x
x A D D A x

x D b C

По тем же причинам, как и в синхронном случае, 
она будет отрицательно определена и иметь оценку 
вида (6). Дальше рассуждения из случая синхрон-
ных переключений нетрудно переложить на асин-
хронный и получить следующий результат.
Теорема 2. Пусть выполнены предположе-

ния 1 и 2. Нулевое решение системы (9) будет 
асимптотически устойчивым, если для фиксиро-
ванного запаздывания функция (8) такова, что 
(1, k) при k.
Замечание 2. Нулевое решение системы (9) 

равномерно асимптотически устойчиво, если 
(m, k) равномерно по m = 1, 2, … при k.

Дискретная система Лурье

Рассмотрим разностную систему с синхрон-
ными переключениями

 

  1
T
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1

1 ( ) ( )
( )

( )

( )

( )

)

( ) ( ) ( ( )) ;

( ) ( ( ))

( ( ) ,

k k

k
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k

k k f k

k f k

f

h

k

r

k

h

k

k

 






     
    


 

     

 


 

y A b

C y

y y

 (11)

где k = 0, 1, 2, …; yRn; R1; r > 0 целое; функ-
ция : ks, где s{1, …, N}; матрицы As раз-
мерности n; векторы bs и Cs размерности n 1; 

1
( )s  и 2

( )s  — числа. Шаг дискретизации h мо-
жет выбираться так, чтобы запаздывание  = rh, 
если разностная система (11) получена из непре-
рывной (2) с помощью явного метода Эйлера.
Введем обозначение y(k) = (yT(k), yT(k – 1), …, 

yT(k – r))T, где r — целое неотрицательное запаз-
дывание.
Считаем выполненными предположения 

1 и 2. Дискретные функционалы с матрицами 
D(s) имеют вид
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  (12)

где параметры 0( ) .j
s  Оценим снизу s-й функ-

ционал:
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где положительные величины lj достаточно малы, 
чтобы не нарушить положительную определен-
ность функционала в области ||y|| + ||(k)|| < H1 
при
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1
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1
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r s
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j
s N s
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 
 

  
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 
 



Теперь несложно получить верхнюю и ниж-
нюю оценки в найденной области с положитель-
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ными коэффициентами ( ) ,i
s  i = 1, …, 4 и ( ) ,j

sd  
j = 1, 2:
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 (13)

Пересчитав коэффициент c по той же форму-
ле, как он находился в (5), для s, q{1, …, N}, 
приходим к неравенству

 
       ( ) ( ) ( ) ( ), , .s k q kV k cV k  y y

 
 (14)

В дискретном варианте метода Ляпунова — 
Красовского вместо производной находится 
приращение V(s)(y(k), (k)) = V(s)(y(k + 1), (k+1)) –
– V(s)(y(k), (k)):
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После подстановки правых частей систе-
мы (11) при  = s и некоторых преобразований 
получим
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где (s)(k) — функция из предположения 2 в дис-
кретном времени; y(k) = h[A(k) y(k) + b(k)f((k))]; 
(k) = (k + 1) – (k); k(0; 1); k(0; 1). 
Первое слагаемое отрицательно определено 

по предположению 2. В четвертом слагаемом 

1
( )s  выбираем достаточно малой, чтобы в сум-

ме с первым получить отрицательную опреде-
ленность. Пусть 1

( ) ( )s s
j j    при j = 1, …, r – 2. 

Оценим выражение 
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 в свою 
очередь может быть представлена по форму-
ле конечных приращений Лагранжа как функ-
ция большего порядка относительно ||y||2 
и f2((k – j)), j = 0, 1, …, r, а положительная 

 1 12( ) ( ) ( )s s
j

s
je      при j = 1, …, r – 2. Третье сла-

гаемое более высокого порядка говорит о суще-
ствовании области ||y||+||(k)|| < H2, в которой 
не нарушится отрицательность приращения. 
Получится промежуточное неравенство в дан-
ной области вида
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с некоторыми положительными i(s), i = 0, 1, 2. Те-
перь выберем h достаточно малым, чтобы поло-
жительное слагаемое из промежуточной оценки 
не испортило отрицательную определенность. 
Тогда по свойствам однородных функций
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 (15)

где      
0 1 2  , ,s s sb b b  положительны в области 

||y||+||(k)|| < H2.
Подобно тому, как из оценок (4) и (6) выво-

дилось дифференциальное неравенство, оценки 
(13) и (15) приведут в дискретном случае к раз-
ностному неравенству

  1( ) ( )s sV b V


  
 

с положительными b и 
1
1

. 
 

 

Используем лемму из работы [22] о том, что 
если выполнены неравенства
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10 s k s k s kV V b V
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для k = k0, k0 + 1, …, причем
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то справедлива оценка
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Сформулируем и докажем следующую теорему.
Теорема 3. Пусть выполнены предположе-

ния 1 и 2. Нулевое решение системы (11) будет 
локально асимптотически устойчивым, если 
для фиксированного положительного запазды-
вания r и достаточно малого шага дискретиза-
ции h функция (m, i), пересчитанная согласно 
формуле (8) с коэффициентом c из (14), обладает 
свойством (1, i)  при i.
Доказательство: Зафиксируем начальный 

отсчет k0 и выберем область  0k  y   так, что-
бы выполнялось условие леммы [22]. Применим 
лемму при k{k0, k0 + 1, …, m – 1}:

         
 

1 1 0

0

( ) ( )m mk kV V

b k k

 
     

  

y y

 

и при k{m+i–1, …, m+i – 1}:
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Дальнейшее обоснование повторяет доказа-
тельство теоремы 1.
Конец доказательства.
Аналогичный результат можно сформулиро-

вать для дискретной системы с асинхронными 
переключениями 
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На основе (12) построим функционал
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Для него можно найти область ||y||+
+ ||(k)|| < H1, где выполняются оценки, подоб-
ные (13) и (14), с точностью до постоянных ко-
эффициентов. Приращение функционала (17) 
вдоль решения системы (16)
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будет отрицательно определенным в некоторой 
области ||y||+||(k)|| < H2 при выполненных 
предположениях 1 и 2. Рассуждая по аналогии 
с доказательством теоремы 3, приходим к следу-
ющему результату. 
Теорема 4. Пусть выполнены предположе-

ния 1 и 2. Нулевое решение системы (16) будет 
локально асимптотически устойчивым, если 
для фиксированного положительного запазды-
вания r и достаточно малого шага дискретиза-
ции h функция, пересчитанная по формуле (8) 
с коэффициентом c из неравенства сравнения 
для функционалов (17), обладает свойством 
(1, i) при i.

Численное моделирование

Возьмем в качестве примера следующие пара-
метры подсистем: 
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Начальный момент t0 = 0 и начальная функ-
ция

 0

0

T0 5 0 4 0 7 при 1  0, , , [ ; ].t

t
t

z

 
    
 
 

x


Согласно теории все параметры выбраны так, 
чтобы матрица 
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была отрицательно определенной для положи-
тельно определенных матриц D(s), в качестве ко-
торых были выбраны матрицы
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; 3
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Закон переключений (t) = 1, когда
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Результаты моделирования представлены 
на рис. 1, а, б и 2, а, б. Графики рис. 1, а и 2, а
с оответствуют случаю синхронных, а рис. 1, б 
и 2, б — асинхронных переключений.

Заключение 

В предложенной работе рассмотрена нели-
нейная регулируемая система с одним испол-
нительным органом с переключениями и за-
паздыванием. Получены условия на закон пере-
ключений, обеспечивающие асимптотическую 
устойчивость решений таких систем в случаях 
непрерывного и дискретного времени. В каж-
дом случае исследовались как синхронные, так 
и асинхронные переключения. Численные реше-
ния, представленные графически, подтвержда-
ют справедливость сформулированных теорем. 
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Stability analysis of a Lurie system with scalar retarded control and switching
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Introduction: To ensure the stability of switched linear systems, M. S. Branicky proposed a method for finding conditions on the 
switching law. It is also known that the presence of delays can disrupt stability. It is advisable to extend this method to a nonlinear control 
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system, which makes it possible to set arbitrary concentrated delays during control or switching. Purpose: To investigate a nonlinear 
system with subsystems composed of linear parts and control assumed to be a scalar nonlinearity with a greater than one rational degree. 
Also, for an arbitrary delay in control, to obtain conditions for the switching law that would guarantee the stability of the solution. Results: 
Cases of both synchronous (simultaneous for all parameters of the system) and asynchronous switchings have been studied in connection 
with the occurrence of delays when developing a controlling action, as well as receiving information about active subsystem changing. 
Multiple Lyapunov – Krasovsky functionals were constructed for each system under discussion, which made it possible to find conditions 
on the switching law under which the solutions will be locally asymptotically stable. As we have found out it is sufficient for this to choose 
the switching moments so that the duration of the subsystem should unboundedly tend to infinity over time. We also demonstrate that in 
the discrete case, similar conditions also ensure stability at a sufficiently small discretization step. We have carried out numerical modeling 
for both synchronous and asynchronous switching between continuous and discrete subsystems. The graphs presented in the paper are 
consistent with the theoretical conclusions.

Keywords — Lurie systems, delay, synchronous and asynchronous switching, asymptotic stability, dwell-time approach.
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Метод минимизации объема вычислений при имитации 
отражений радиоволн от земной поверхности
М. В. Орешкинаа, канд. техн. наук, доцент, orcid.org/0000-0002-0965-2932, oreskina.m@yandex.ru
аНовосибирский государственный технический университет, К. Маркса пр., 20, Новосибирск, 630073, РФ

Введение: имитация отражений от поверхности Земли является важным этапом вǡпроцессе тестирования и оценки работо-
способности радиолокационных станций. Для создания имитационной модели поверхности область, на которой планируется 
использовать радиолокационную станцию, разбивается на множество небольших участков. Каждый из этих участков рассма-
тривается как точечный отражатель. Эхосигнал от области поверхности формируется как совокупность сигналов от точечных 
отражателей, входящих вǡнее, что требует значительных вычислительных ресурсов. Цель: обосновать методы минимизации 
объема вычислений при расчете отраженных от земной поверхности сигналов для имитационного моделирования работы 
радиолокационных станций. Результаты: моделирование отраженного от Земли сигнала сводится кǡвычислению свертки по-
следовательности, описывающей структуру земной поверхности, и последовательности, описывающей зондирующий сигнал. 
Вычисление свертки эффективно по методу перекрытия сǡнакоплением, где всю последовательность разделяют на несколь-
ко секций. Показано, что при вычислении частичных сверток сǡиспользованием преобразования Фурье гармоники, имеющие 
низкую энергетику, могут быть проигнорированы без значительного влияния на точность вычислений. Для каждой из секций 
можно использовать различные методы минимизации вǡзависимости от свойств сигналов, отраженных от земной поверхности. 
Эти свойства зависят от удаленности рассматриваемого участка от радиолокационной станции. Вǡзоне, расположенной близ-
ко кǡрадиолокационной станции, вклад отражений от участков сильно зависит от их местоположения. Фактически отражения 
формируют только близлежащие участки. Получены выражения для оценки ошибок, которые возникают из-за пренебрежения 
отражениями от удаленных участков. Показано, что вǡзоне, находящейся на значительном расстоянии от радиолокационной 
станции, отражающие участки принимают точечный характер, что позволяет непосредственно вычислять свертку без примене-
ния быстрых алгоритмов. Практическая значимость: представленные методы минимизации вычислений могут быть использо-
ваны для разработки имитаторов эхосигналов.

Ключевые словаǡ— отражения от поверхности Земли, эхосигнал, радиолокационная станция, математическое моделирова-
ние, имитация сигналов, полунатурное моделирование, минимизации объема вычислений, эффективность алгоритма.
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Введение

Радиолокационная станция (РЛС) излучает 
электромагнитную энергию и принимает воз-
вращающиеся сигналы для обнаружения объек-
тов в этой среде [1, 2]. Помимо сигналов от це-
левых объектов, на вход приходят и мешающие 
отражения — эхосигналы от различных объек-
тов окружающей среды, которые затрудняют об-
наружение [1–4]. Идентификация и классифика-
ция объектов осуществляется с помощью специ-
альных алгоритмов обнаружения.
Тестирование алгоритмов обнаружения РЛС 

занимает много времени, поскольку характери-
стики окружающей среды постоянно меняются. 
Распространенным методом тестирования явля-
ется имитационное моделирование [3–7], при ко-
тором реальные элементы РЛС или систему в це-
лом испытывают с использованием сигналов, ге-
нерируемых специальным устройством — ими-
татором. Точность результатов моделирования 

зависит от точности применяемых математиче-
ских моделей, включая модели помех, большая 
часть которых приходит от земной поверхности 
[3–10].
Помехи от земной поверхности могут при-

сутствовать по всей зоне обзора РЛС. Их моде-
лирование создает значительную нагрузку на 
вычислительные ресурсы имитатора, поскольку 
одна линия дальности может содержать тысячи 
независимых выборок помех [3, 4, 8]. Сложность 
моделирования отражений от Земли настолько 
высока, что возможно только их статистическое 
представление. Модель отражений от земной по-
верхности — это коррелированный случайный 
процесс. Он характеризуется функцией плот-
ности распределения вероятности в сочетании 
с функцией спектральной плотности мощности. 
При моделировании более сложных корреляци-
онных функций и функций плотности распреде-
ления вероятности необходима большая вычис-
лительная мощность [3–12].
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Ранее малая вычислительная мощность имита-
ционных систем накладывала значительные огра-
ничения на модели помех [3, 4]. Использовались 
модели отражений от однородной поверхности ли-
бо модели, имеющие грубые характеристики, под-
ходящие только для РЛС с низким разрешением. 
Развитие радиолокационной техники приводит 
к тому, что требования к имитационным моделям 
растут, а модели, разработанные для РЛС с низким 
разрешением, становятся менее востребованны-
ми и их место занимают более детальные модели 
[12–20], поэтому становится актуальной разработ-
ка методов их имитации [3–5, 21]. Цель данной ра-
боты — обосновать методы минимизации объема 
вычислений при расчете отраженных от земной 
поверхности сигналов для имитационного модели-
рования работы РЛС. 

Имитация эхосигнала 
от земной поверхности

При имитации эхосигналов от земной по-
верхности исходное распределение отражающих 
свойств Земли задается в виде цифровой карты. 
Ее формируют путем разбиения поверхности на 
множество мелких участков с помощью специ-
альной сетки (рис. 1). После разбиения поверх-
ности на участки для каждого из них находят ко-
ординаты точки в центре, которые соответству-
ют положению отсчета (точечного отражателя). 
Тип покрова и высота в этой точке определяют 
значение удельной эффективной поверхности 
рассеяния (УЭПР), а также спектр доплеровских 
флуктуаций эхосигнала. Отражение от каждой 
из точек можно задать как
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фазового центра антенного массива до точки 
с mn и обратно; Dmn — расстояние от фазового 
центра антенного массива до точки с mn; fр — 
рабочая частота; с — скорость света; х1(q), х2(q) — 
независимые нормальные случайные процессы 
с нулевым математическим ожиданием и еди-
ничной дисперсией (коэффициент корреляции 
между отсчетами x(qn) и x(qn+1) зависит от типа 
покрова и силы ветра); j — мнимая единица;  — 
массив эффективной поверхности рассеяния то-
чек, имитирующих земную поверхность (mn — 
элемент массива); m, n — порядковые номера то-
чек по азимуту и углу места соответственно; q — 
номер итерации.
Используя выражение (1), комплексную оги-

бающую сигнала, отраженного от земной по-
верхности, можно представить как
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F, F — диаграммы направленности в азиму-
тальной и угломестной плоскости; 00, 00 — по-
ложение оси передающей антенны в азимуталь-
ной и угломестной плоскости;  zondS t n   — 
комплексная огибающая зондирующего импуль-
са; N, M — количество элементов по азимуту и 
дальности.

Минимизация вычисления свертки 
при моделировании отражений 
от поверхности Земли

Количество необходимых для моделирования 
поверхности Земли точек (M и N) зависит от струк-
туры поверхности и разрешающей способности 
РЛС. Требования к шагу дискретизации подробно 
рассмотрены в работах [14, 15]. Зачастую необхо-
димо моделировать несколько точек на ширину 
диаграммы направленности, поэтому расчет S

  
занимает относительно мало вычислительных ре-
сурсов, в то время как количество отсчетов, при-
ходящихся на длину зондирующего импульса, 
может достигать нескольких тысяч. При этом ти-
пичной является ситуация, когда размер масси-
ва, описывающего земную поверхность, во много 
раз превышает размеры последовательностей 

  Рис. 1. Сетка для формирования цифровой модели 
поверхности

  Fig. 1. Grid for forming digital surface model
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значений :zondS 1N N , где N1 — количество 
отсчетов .zondS
В этом случае секционирование свертки по 

методу перекрытия с накоплением может зна-
чительно повысить эффективность вычислений 
[22]. Этот метод заключается в разделении одной 
последовательности на несколько частей и вы-
полнении свертки для каждой части отдельно.
Рассмотрим вычисление свертки (2) по мето-

ду перекрытия с накоплением. Для этого исход-
ную последовательность S  разбивают на сек-
ции длиной L + N1 – 1, у которых есть участки 
перекрытия длиной N1 – 1. Затем для каждой 
секции вычисляют циклическую свертку длиной 
L + N1 – 1 и отбрасывают последние N1 – 1 отсче-
тов. Полученные результаты объединяют в ито-
говую последовательность.
Число L удобно выбирать так, чтобы число 

L + N1 — 1 было степенью двойки. Тогда каждую 
из частичных сверток можно эффективно вы-
полнять с помощью быстрых алгоритмов, значи-
тельно снижая вычислительную сложность [23].
Одним из наиболее эффективных методов 

для вычисления длинных сверток является ал-
горитм, основанный на использовании теоремы 
о свертке и быстром преобразовании Фурье [23]:

   00 00   IFT, , , ,SS t q G      (3)

где SG  — последовательность, каждый элемент 
которой: ( ) ( ) ( );S S SZG k G k G k   k — веществен-
ная переменная, имеющая смысл простран-
ственной частоты; ( ), ( )S SZG k G k

   — спектры 
функций , ;zondS S

   IFT — обратное преобразо-
вание Фурье.
Спектр сигнала zondS  обладает частотно-из-

бирательными свойствами (рис. 2), поэтому про-
изведение ( ) ( )S SZG k G k

   можно осуществлять не 
по всем частотам, а только для тех, что дают зна-
чительный вклад в спектр:
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где  — порог, ниже которого значениями 

 ( ) max ( )SZ SZG k G k  допустимо пренебречь.
Порог  определяет уровень ошибок, который 

признается допустимым и может задаваться, на-
пример, исходя из суммарной мощности состав-
ляющих, попадающих в отсекаемую часть спек-
тров. При этом количество требуемых элементов 
зависит только от типа зондирующего импульса, 
поэтому заранее известно, для каких значений k
нужно рассчитывать произведение, а для каких 
значение можно принять равным нулю. Такая 
минимизация позволяет сократить количество 
необходимых операций.

Для подтверждения полученных соотноше-
ний был проведен численный эксперимент. При 
анализе эхосигналов обычно рассматриваются 
их характеристики после прохождения через со-
гласованный фильтр [1]:
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где      1 .zond zondS t S t n S t n       
Графики зависимости среднего значения 

погрешности, возникающие при ограниче-
нии в спектре, представлены на рис. 3, а и б. 
Представлен пример для однородной (поверх-
ность содержит один покров, затенения отсут-
ствуют) и неоднородной (присутствуют несколь-
ко покровов, часть участков затенена) поверхно-
сти.
Другие возможности оптимизации связаны 

с распределением отражающих участков земной 
поверхности. Рассмотрим их более подробно.

Отражения от области поверхности, 
расположенной вблизи РЛС
В прилегающей к РЛС области на отраже-

ния от земной поверхности значительно влияет 
множитель дальности 1/D2. Вклад отражающей 
точки в общую сумму (2) резко уменьшается с ро-
стом дальности до нее, что позволяет пренебречь 
отражениями от более дальних точек. Поскольку 
участки области находятся возле РЛС, отраже-

 Рис. 2. Нормированный модуль спектра последова-
тельности zondS , которую формируют 2048 отсчетов 
сигнала с линейно-частотной модуляцией, длительно-
стью 20 мкс и девиацией 5 МГц
 Fig. 2. Normalized modulus of the spectrum of a se-
quence .zondS  The sequence zondS  includes 2048 sam-
ples of a signal with linear frequency modulation, with 
parameters: duration is 20 s, deviation is 5 MHz
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ния от нее должны быть рассчитаны первыми за 
относительно небольшой промежуток времени. 
Усечение последовательности точек, для каждой 
из которых необходимо сформировать комплекс-
ную случайную величину и рассчитать значение 
отражения по формуле (1), позволит сократить 
количество вычислений для расчета отраженно-
го сигнала.
Рассмотрим, в каких случаях отражениями от 

более дальних точек можно пренебречь. Оценим 
параметры сигнала на выходе согласованного 
фильтра (5).
Поскольку х1 и х2 — гауссовы случайные про-

цессы с нулевым математическим ожиданием, 
сигнал (5) тоже представляет собой центриро-
ванную гауссову случайную величину. Его дис-
персия 
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Для оценки этой величины используем вы-
ражение, показывающее относительную оцен-
ку:
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Рассмотрим значение выражения (6) для од-
нородной (рис. 4, а) и неоднородной (рис. 4, б) 
поверхности. В качестве сигнала был исполь-
зован сигнал с линейно-частотной модуляцией 
с частотой 10 ГГц, длительностью 20 мкс, де-
виацией 20 МГц. Количество отсчетов сигна-
ла 2000. Первые сигналы РЛС начинает при-
нимать от участков поверхности, находящихся 
в 10 м от станции. Значение K равно количе-
ству отсчетов сигнала. Как видно из рис. 4, 
ошибка резко убывает с увеличением точек 
поверхности как для однородной, так и для не-
однородной поверхности. И для расчета сигна-
ла с погрешностью менее 1 % достаточно всего 
50 точек. 
Однако следует отметить, что такая зависи-

мость характерна только для случая, когда РЛС 
принимает сигналы от близко расположенных 
участков. На рис. 5 представлена длина усечен-
ной последовательности N2, начиная с которой 
ошибка (6) не превышает 1 % в зависимости от 
расстояния до первого отражающего участка 
поверхности, от которого РЛС начинает прини-
мать сигнал. Как видно из рисунка, значитель-
ный эффект можно достигнуть в случае, если 
РЛС принимает сигнал от участков, удаленных 
до 200 м.

 Рис. 3. Зависимость среднего значения погрешности при моделировании от уровня ограничения спектра для одно-
родной (а) и неоднородной (б) поверхности
 Fig. 3. Dependence of the average value of the modeling error on the spectrum limiting level for a homogeneous surface 
(a) and a heterogeneous surface (б)
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Отражения от области поверхности, 
удаленной от РЛС
Для отражений под малыми углами обзора 

типично, что основная часть отражений сосре-
доточена вблизи РЛС [3, 4]. С ростом дальности 
количество затененных участков возрастает, и 
отражающие участки имеют точечный характер 
(рис. 6). Причем с уменьшением высоты антенны 
количество затененных участков увеличивается 
[3].
Массив отражений (1) на больших дально-

стях представляет собой сильно разреженную 

матрицу. Поэтому более эффективно задавать 
ее как набор точечных участков. Такое задание, 
во-первых, значительно уменьшает размер мас-
сива ,S  а во-вторых, позволяет осуществлять не-
посредственное вычисление выражения (2), так 
как алгоритм быстрой свертки на основе преоб-
разования Фурье для этого случая не является 
эффективным [23]. 

 Рис. 4. Зависимость ошибки (6) от количества задействованных отсчетов для моделирования однородной (а) и не-
однородной (б) поверхности
 Fig. 4. Dependence of the error (6) on the number of samples involved for modeling a homogeneous surface (a) and a 
heterogeneous surface (б)

 Рис. 5. Длина усеченной последовательности N2, 
начиная с которой ошибка (6) не превышает 1 %
 Fig. 5. The length of the truncated sequence N2, start-
ing from which the error (6) does not exceed 1%  Рис. 6. Распределение отражающей способности по 

поверхности; максимальная дальность 30 км; уровень 
УЭПР показан цветом
 Fig. 6. Distribution of surface reflectivity; the maxi-
mum range is 30 km; the color shows NRCS level
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Методика моделирования отраженных 
сигналов с использованием методов 
минимизации вычислений

Рассмотрим основные этапы, которые необхо-
димо предпринять для подготовки к моделиро-
ванию отражений от земной поверхности.
Этап 1. Определение рабочей области РЛС.
Выбрать оптимальный диапазон для модели-

рования. Обычно этот диапазон ограничивается 
радиогоризонтом, однако при моделировании 
может быть выбран и меньший диапазон, в за-
висимости от распределения видимых областей 
поверхности.
Этап 2. Задание распределения УЭПР по по-

верхности.
Определить видимые и затененные участки 

поверхности, а также значения УЭПР. Эти дан-
ные, как правило, определяются с помощью то-
пографической карты местности, данных о вы-
сотах поверхности и выбранной математической 
модели отражений.
Этап 3. Подготовка данных для моделирова-

ния.
Перед началом моделирования необходимо 

разделить поверхность на зоны в зависимости от 
характера отражения радиосигналов.
Зона 1 — область поверхности, расположен-

ная в пределах 200 метров от РЛС. Для модели-
рования отражений от поверхности в этой зоне 
необходимо выбрать параметр N2. Это можно 
сделать, руководствуясь формулой (6).
Зона 2 — область поверхности между зоной 1 

и зоной 3. Для синтеза отражений в данной обла-
сти нужно рассчитать спектр (4) в соответствии 
с выбранным порогом .
Зона 3 — область поверхности, которую мож-

но представить отдельными отражателями. 
Определить ее можно по соотношению площади 
видимых участков поверхности к общей площа-
ди выбранного кольца равной дальности.
После окончания предварительных расчетов 

можно переходить к вычислению комплексной 

огибающей отраженного сигнала. Для каждой 
из зон применяют различные алгоритмы расче-
та. Так, для зоны 1 вычисление происходит по 
формуле (2), при этом вместо N точек используют 
ограниченное их количество — N2. В зоне 2 эф-
фективен расчет свертки (2) по методу перекры-
тия с накоплением. Зона 3 предполагает отраже-
ние сигнала, как если бы он взаимодействовал 
с точечными отражателями. 

Заключение

В работе рассмотрены возможности опти-
мизации алгоритмов синтеза отражений от по-
верхности Земли. Описанные методы позволяют 
уменьшить вычислительную сложность моде-
лирования, тем самым уменьшив требования 
к мощности устройств для имитации отражений.
Развитие радиолокационных систем и тех-

нологий обнаружения ставит перед разработ-
чиками имитационного оборудования задачу 
создания точных моделей отражений от объек-
тов окружающей среды. Одним из сложных объ-
ектов для моделирования является земная по-
верхность. Ее имитация требует значительных 
вычислительных ресурсов, так как необходимо 
учитывать множество факторов и отражений. 
В связи с этим точность моделирования отра-
женного сигнала ограничена возможностями 
расчетов.
Таким образом, разработка и усовершенство-

вание методов оптимизации моделирования ста-
новится одной из ключевых задач для достиже-
ния максимальной эффективности при имита-
ции сигнала. 
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Minimization technique for the amount of computation for land clutter simulation

M. V. Oreshkinaа, PhD, Tech., Associate Professor, orcid.org/0000-0002-0965-2932, oreskina.m@yandex.ru
аNovosibirsk State Technical University, 20, K. Marksa Pr., 630073, Novosibirsk,  Russian Federation 

Introduction: Land clutter simulation is an important step in testing and evaluating the performance of radar stations. A surface 
simulation model is an area within the radar field of view divided into many small sites. Each of these sites is a point reflector. The echo 
signal from the surface area is a set of signals from the point reflectors this area contains, which requires significant computing resources. 
Purpose: To substantiate the techniques of minimizing the amount of computation when calculating reflected signals for the simulation 
of radar station operation. Results: The land clutter modeling requires the calculation of the convolution of the sequence describing the 
structure of the earth’s surface and the sequence describing the probing signal. The calculation of the convolution is efficient according 
to the overlap-save method, where the entire sequence is divided into several sections. The study shows that when computing partial 
convolutions with the use of the Fourier transform, some harmonics have low energy and can be ignored without significantly affecting the 
accuracy of the calculations. The land clutter properties change depending on the distance of the particular area from the radar station. 
In an area which close to the radar station, the contribution of reflections from areas is highly dependent on their location. Reflections 
actually are formed only by nearby areas. We obtain the expressions for estimating the errors that arise due to the neglect of reflections 
from remote areas. At a considerable distance from the radar, the reflective areas take on a point character, which makes it possible to 
calculate the convolution without using fast algorithms. Practical relevance: The presented computational minimization techniques can 
be used to develop echo signal simulators.

Keywords — land clutter, echo signal, radar, mathematical modeling, signal simulation, hardware-in-the-loop simulation, minimization 
of the amount of computation, algorithm efficiency.
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Математическая модель и алгоритмы управления 
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Введение: использование нескольких гомогенных или гетерогенных роботов для решения целевых задач дает преимуще-
ства вǡвиде снижения затрат времени или расширения функциональных возможностей по сравнению сǡодиночным роботом. 
При этом также возрастает количество ресурсов, необходимое для обеспечения работы группы роботов. Цель: повышение эф-
фективности группы роботов, функционирующей на открытой местности сǡрельефной поверхностью, посредством перераспре-
деления энергетических ресурсов внутри группы. Результаты: представлены математическая модель и алгоритмы функцио-
нирования группы роботов, часть которых определена рабочими, а другая частьǡ— заряжающими. Роботы-рабочие направлены 
исключительно на выполнение поставленных целевых задач, а роботы-заряжающие пополняют их энергетические ресурсы. 
Предлагаемый подход учитывает ограниченный энергетический ресурс заряжающих роботов и потери при передаче энергии 
между роботами, что позволяет применять разработанные решения для роботов, оборудованных бесконтактными система-
ми передачи энергии. Выбор точек, вǡкоторых осуществляется передача энергии, происходит сǡучетом рельефа поверхности 
рабочего пространства, что упрощает процесс позиционирования роботов и повышает эффективность передачи энергии бес-
контактным способом. Посредством имитационного моделирования вǡсреде Gazebo проведено сравнение общего времени вы-
полнения задач группами, функционирующими сǡтрадиционными принципами и на основе представленного подхода. Вǡгруппе 
без перераспределения ресурсов все роботы были рабочими и выполняли целевые задачи. Вторая группа была разделена по-
ровну на роботов-рабочих и роботов-заряжающих. Полученные при моделировании результаты показывают общую тенденцию 
более быстрого выполнения задач группой, функционирующей сǡперераспределением ресурсов при увеличении расстояния до 
задач и их количества. Практическая значимость: предлагаемый подход сǡперераспределением ресурсов позволяет расширить 
область функционирования группы роботов и использовать ее для потенциально более энергоемких задач.

Ключевые слова — групповое управление роботами, роевые системы, перераспределение ресурсов вǡгруппе.
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Введение

Исследования способов перераспределения 
ресурсов в группах робототехнических средств 
сосредоточены на биологически инспирирован-
ных подходах к управлению группами роботов 
[1, 2], оптимизации распределения целевых за-
даний [3, 4] и перемещения роботов [5], а так-
же на вспомогательных сервисных задачах [6]. 
Научные проблемы энергетического обеспече-
ния и планирования при групповом управлении 
рассматриваются со стороны поддержания энер-
гетических параметров роботов и распределения 
задач соответствующим образом.
Группа наземных роботов на открытом про-

странстве может выполнять различные задачи: 
составление карты, мониторинг местности, поиск 
объектов интереса, доставка оборудования и обе-
спечение его функционирования. Выполнение 
задач и движение по маршруту расходует ресурс 

аккумуляторной батареи робота, которого может 
быть недостаточно для выполнения всей миссии 
в целом. Для экономии времени и расширения 
области функционирования в случаях ограни-
ченного энергетического запаса агентов имеет 
смысл разделять роботов на группы по специ-
ализации и использовать заряжающих роботов, 
которые будут восполнять ресурсы роботов-ра-
бочих. 
В ходе анализа существующих решений про-

блемы определения точек местоположения за-
ряжающих станций или роботов были найдены 
методы, разработанные преимущественно для 
разведывательных операций или доставки то-
варов в городских условиях беспилотными лета-
тельными аппаратами (БПЛА) и управляемыми 
транспортными средствами с ограниченным за-
пасом энергии. 
Задача планирования маршрута для электро-

мобиля с временными интервалами и ожидани-
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ем заряда на станции рассмотрена в работе [7]. 
Транспортное средство может находиться в ожи-
дании из-за большого числа клиентов и малого 
количества зарядных устройств. Для решения не-
больших подобных задач авторы предлагают рас-
сматривать ее как задачу смешанного целочис-
ленного линейного программирования и решать 
с помощью программного пакета CPLEX. Для 
более сложных задач авторами была разработана 
математическая модель, состоящая из адаптивно-
го поиска больших окрестностей и решения сме-
шанной целочисленной программы [8].
В работе [9] представлено решение задачи 

планирования маршрута электрокара с учетом 
запаса его энергии и временных окон доставки 
товара. Авторы разработали оптимизированный 
муравьиный алгоритм, совмещенный с методом 
вставки точки заряда в построенный маршрут 
(выбор ближайшей статичной зарядной станции) 
и расширенным локальным поиском. Также раз-
работана новая модель вероятностного выбора 
в предложенном алгоритме, которая учитывает 
влияние расстояния между точками и времен-
ными интервалами. Кроме того, разработанный 
алгоритм позволяет сравнить три способа заря-
да (полный, частичный, замена аккумулятора) 
и выбрать оптимальный относительно времени 
посещения всех точек и стоимости электроэнер-
гии. 
Применение муравьиного алгоритма для по-

иска стратегии поведения группы мобильных 
роботов на рабочем поле с препятствиями рас-
смотрено в работах [10, 11]. Авторы предложили 
вариант решения проблемы распределения за-
дач в группе мобильных роботов при наличии 
препятствий в рабочем пространстве. Базовым 
алгоритмом решения поставленных задач яв-
лялся один из видов муравьиного алгоритма — 
метод мультиколониальной муравьиной систе-
мы в сочетании с алгоритмом планирования 
траектории, реализованный с использованием 
принципа динамического программирования. 
Результаты вычислительных экспериментов по-
казали, что траектории роботов строятся на под-
множестве свободных ячеек рабочего простран-
ства и не пересекают ячейки с препятствиями. 
При этом конфигурация рабочего поля влияет 
не только на фактические маршруты роботов, но 
и на перераспределение заданий между ними и 
число задействованных роботов.
Автоматизация сервисного обслуживания 

БПЛА является актуальной научной задачей [12, 
13]. Авторами [14] исследуется задача разведки 
территории группой, состоящей из наземных и 
летательных беспилотных аппаратов. Наземный 
сервисный робот выполняет роль мобильной ба-
зы, на которой БПЛА может восполнить запас 
энергии во время разведки территории. В цели 

работы входила минимизация пройденного рас-
стояния каждым из БПЛА. Аналогичные задачи 
рассмотрены в работах [15–17].
В [18] представлено решение задачи для не-

скольких БПЛА и одного наземного робота с не-
ограниченным запасом топлива, предназначен-
ного для их дозаправки. Предложенный подход 
предполагает оптимизацию траектории назем-
ного робота путем поиска центроидов кластеров, 
найденных с помощью метода k-средних среди 
всех целевых точек, и оптимизацию траекторий 
БПЛА с учетом распределенных между ними 
задач и точек дозаправки, найденных в первом 
этапе. Подход учитывает ограниченное количе-
ство топлива у БПЛА и время остановки назем-
ного робота в точках дозаправки.
В рассмотренных решениях зарядные стан-

ции либо статичны, либо считается, что у них не 
ограничены энергетические ресурсы. Также ра-
бочими аппаратами в основном являются лета-
тельные аппараты, что не подходит для решения 
поставленной задачи в рамках наземной группы 
роботов. Предлагаемый в данной работе подход 
учитывает ограниченный энергетический ре-
сурс заряжающих роботов и потери при передаче 
энергии между роботами. Для снижения потерь 
при передаче энергии между роботами с исполь-
зованием бесконтактных методов и упрощения 
процесса позиционирования точки пополнения 
заряда роботов-рабочих выбираются с учетом 
рельефа поверхности рабочего пространства. 

Математическая модель управления 
энергоснабжением группы 
наземных роботов

В данной работе рассматривается задача 
управления группой гомогенных роботов, функ-
ционально разделенных на рабочих и заряжаю-
щих, которым необходимо выполнить ряд пред-
метных целевых задач с определенными коорди-
натами, расположенных в области рабочего про-
странства, описанного картой высот. Рабочие и 
заряжающие роботы не имеют отличий в основ-
ной аппаратной части и дополнительном оснаще-
нии, а также имеют одинаковую энергоемкость 
аккумуляторных батарей. В начальный момент 
времени роботы находятся в определенных точ-
ках рабочего пространства. Энергоснабжение 
группы обеспечивает стационарная зарядная 
станция c неограниченным запасом энергии, 
установленная в рабочем пространстве по из-
вестным координатам. Группа имеет централи-
зованную систему управления. Энергетические 
ресурсы батарей роботов-рабочих расходуются 
на преодоление пути до места расположения за-
дания и на его выполнение. Энергетические ре-
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сурсы роботов-заряжающих расходуются на по-
полнение заряда роботов-рабочих и преодоление 
пути до места, в котором осуществляется переда-
ча энергии. Необходимо обеспечить выполнение 
всех целевых задач роботами-рабочими за мини-
мально возможное время.
Для решения поставленной задачи разра-

ботана математическая модель динамического 
управления группой наземных роботов, учиты-
вающая параметры наземных роботов и группы 
в целом, необходимые для распределения задач 
и энергетических ресурсов. Пусть даны точки 
карты высот рабочего пространства bu = [xu, 
yu, zu]| bu  B, u = 1, …, um, а также множество 
роботов R, состоящее из множества роботов-ра-
бочих W и заряжающих роботов С: R = {W, С}. 
Множество роботов-рабочих представляется 
в виде W = {w1, …, wi, …, wm}, где i — номер ро-
бота, i  [1, m]. Каждый робот-рабочий описан 
кортежем параметров wi = <cri, eri, sri>, где 
cri = [xi, yi, zi] — координаты робота-рабоче-
го в пространстве, eri — значение его текущего 
запаса энергии в относительных единицах и 
параметр его статуса sri, принимающий значе-
ние 0, если робот не занят выполнением миссии, 
и 1, если занят. Множество заряжающих роботов 
С = {c1, …, сk, …, cz}, где z — число заряжающих 
роботов. При этом робот-заряжающий аналогич-
но описан кортежем параметров ci = <crk, erk, 
srk>.
Группе роботов-рабочих назначаются це-

левые задания (задачи) taj, представленные во 

множестве Ta = {ta1, …, taj, …, tan}, где номер за-
дачи j  [1, n]. Каждая задача описана кортежем 
параметров taj = <ctj, etj>, где ctj = [xj, yj, zj] — ко-
ординаты точки выполнения задачи, etj — значе-
ние энергии в относительных единицах, которое 
необходимо для выполнения роботом-рабочим 
задачи taj. 
В процессе функционирования системы 

управления группы формируется множество 
задач пополнения энергетических ресурсов Tc. 
Данное множество аналогично по структуре 
множеству Ta: Tc = {tc1, …, tcg, …, tcq}, где номер 
задачи g  [1, q]. Каждая задача описана корте-
жем параметров tcg = <ctg, etg>, где ctg — коор-
динаты задачи, а etg — количество энергии в от-
носительных единицах, которое необходимо пе-
редать роботу-рабочему от робота-заряжающего. 
Взаимосвязи описанных выше множеств и 

параметров можно представить в графическом 
виде (рис. 1).
Для всех роботов определено значение Emax — 

максимально возможный запас энергии робота 
[Вт∙ч], обусловленный физическими характе-
ристиками источника питания и соответствую-
щий уровню полного заряда. В процессе движе-
ния робот расходует энергетические ресурсы на 
перемещение, величина Em определяет затраты 
энергетических ресурсов на преодоление робо-
том единичного расстояния du. Расход энергети-
ческих ресурсов на преодоление единичного рас-
стояния в относительных единицах определяет-
ся как em = Em/Emax∙100%. Значение em позволяет 

  Рис. 1. Взаимосвязи множеств и параметров в графическом виде
  Fig. 1. Relationships between sets and parameters in graphical form
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оценивать расход энергии на преодоление еди-
ничного расстояния du в процентах от макси-
мально возможного запаса энергии робота Emax. 
Расход энергии робота Ej на выполнение задачи 
переводится в относительные единицы анало-
гичным образом: etj = Ej/Emax∙100%. Параметр 
etj определяет, сколько энергии в процентах от 
максимально возможного запаса энергии робо-
та Emax будет израсходовано на выполнение за-
дачи. Текущий уровень запаса энергетических 
ресурсов в относительных единицах eri опреде-
ляется как процентное соотношение текущего 
значения запаса энергии к максимальному Emax. 
Аналогично определяется заданный минималь-
ный уровень запаса энергетических ресурсов 
в относительных единицах для роботов-рабо-
чих — emin w и роботов-заряжающих — emin c. При 
eri  emin w роботу требуется пополнение энерге-
тических ресурсов.
В предлагаемой модели принято, что попол-

нение энергетических ресурсов роботов всегда 
осуществляется до заданного максимального 
значения emax, при этом должно выполняться 
неравенство emin w < emax  100%. Также примем, 
что emin c < emin w, так как роботу-заряжающему 
необходимо преодолеть путь от начальной точки 
до точки заряда и от точки заряда до зарядной 
станции. По значениям emin w, emin c и emax опре-
деляются диапазоны уровней энергетических 
ресурсов, доступных роботам-рабочим и робо-
там-заряжающим для перемещения по траекто-
рии и выполнения задач.
Роботы-рабочие имеют три режима функцио-

нирования: следование по маршруту, выполне-
ние задачи и режим заряда аккумуляторной ба-
тареи. В режиме следования по маршруту робот 
последовательно движется к каждой точке тра-
ектории, пока не достигнет конечной точки или 
точки заряда (при ее наличии). По достижении 
точки заряда робот-рабочий останавливается до 
тех пор, пока не прибудет заряжающий робот и 
не восполнит заряд его батареи. Достигнув коор-
динат точки задачи, робот приступает к ее вы-
полнению. Процесс непосредственно выполне-
ния роботом предметной задачи в рамках данной 
работы не рассматривается, так как не оказыва-
ет прямого влияния на процессы функциониро-
вания группы и перераспределения ресурсов. 
Заряжающие роботы имеют четыре режима 

функционирования: следование по маршруту, 
позиционирование для передачи энергии, пере-
дача энергии роботу-рабочему, восполнение за-
ряда собственной батареи. Режим следования 
по маршруту заряжающих роботов аналогичен 
режиму роботов-рабочих за исключением отсут-
ствия остановок в ожидании собственного заря-
да. При достижении точки заряда робота-рабоче-
го заряжающий робот находится на месте до тех 

пор, пока робот-рабочий не прибудет в данную 
точку для заряда аккумуляторной батареи, по-
сле чего заряжающий робот переходит в режим 
позиционирования. В режиме позиционирова-
ния заряжающий робот движется по локальной 
траектории до конечной точки, в которой начи-
нается передача энергии роботу-рабочему. После 
удачного позиционирования робот-заряжающий 
переходит в режим передачи энергии и расходу-
ет свой запас энергии на восполнение заряда ба-
тареи робота-рабочего. По завершении передачи 
энергии заряжающий робот остается на месте и 
ожидает, пока робот-рабочий окажется на без-
опасном расстоянии. После этого заряжающий 
робот перемещается к зарядной станции для вос-
полнения заряда собственной батареи.
Каждый робот имеет относительно низкие 

вычислительные мощности, поэтому управле-
ние группой осуществляется внешней центра-
лизованной системой управления. Между цен-
трализованной системой управления и роботами 
группы R осуществляется информационный об-
мен (рис. 2).
Рабочие и заряжающие роботы передают си-

стеме управления свои координаты (cri, crk), те-
кущий уровень заряда (eri, erk) и статус (sri, srk). 
На основе информации, полученной от роботов, 
система управления в соответствии с алгоритма-
ми работы формирует миссии для каждого робо-
та. Миссия Mi роботов-рабочих включает в себя 
траекторию движения робота pij, координаты 
точек пополнения запаса энергетических ресур-
сов, содержащиеся в кортеже сpi, и координаты 
задачи ctj. Для робота-заряжающего задачей бу-
дет являться передача энергии роботу-рабочему 
в определенной точке рабочей области, а коор-
динатами точки пополнения запаса энергетиче-
ских ресурсов будут являться координаты заряд-
ной станции cz = [xu, yu, zu].

 Рис. 2. Информационный обмен между роботами и 
системой управления группой
 Fig. 2. Information exchange between robots and 
group control system
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Постановку задачи исследования можно 
представить в виде математической модели за-
дачи о назначениях с дополнительными огра-
ничениями: 
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Поскольку задач может быть больше, чем ро-
ботов, модель задачи о назначениях является от-
крытой:
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где F — значение целевой функции; ij — элемент 
матрицы затрат времени P; xij — элемент матри-
цы назначений Z.
В соответствии с поставленной задачей ма-

трица затрат времени P имеет размерность m  n 
и состоит из элементов ij. Матрица назначений 
Z имеет аналогичную размерность и состоит из 
элементов xij:
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где m — число роботов; n — число задач; факт 
назначения i-робота на j-задачу соответствует 
xij = 1. 
С учетом предложенных режимов ф ункцио-

нирования роботов-рабочих общее время выпол-
нения j-задачи i-роботом складывается из следу-
ющих составляющих:

,ij s r tx exp j            

где ij — общее время выполнения j-задачи 
i-роботом; s — время принятия решений си-
стемой управления; r — время перемещения 
i-робота к j-задаче; tx — общее время передачи 
энергии от робота-заряжающего к роботу-рабо-
чему; exp — время ожидания робота-заряжающе-
го; j — время выполнения j-задачи.
Примем, что время принятия решений систе-

мой управления малоá и им можно пренебречь 
в общем времени выполнения задачи, а также, 
что s = const. Процесс непосредственно вы-
полнения роботом предметной задачи в рамках 
данной работы не рассматривается, ввиду чего 
примем j = const. При этом задачи ставятся 
извне (Ta), и для стабильного функционирова-
ния группы необходимо проверить их выполни-
мость:
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Значение r зависит от скорости движения 
робота, рельефа рабочего пространства и длины 
траектории. Скорость движения по траектории 
и ее максимальное значение являются параме-
трами, зависящими от конструктивных реше-
ний конкретного робота. Примем, что роботы 
перемещаются в рабочем пространстве с макси-
мально возможной скоростью, ограниченной их 
конструктивными параметрами. Тогда время пе-
ремещения i-робота-рабочего к j-задаче зависит 
от длины определенной траектории и рельефа 
рабочего пространства. Длина траектории зави-
сит от того, каким образом целевые задачи будут 
распределены между роботами, и взаимного рас-
положения робота и назначенной ему задачи:

     2      1  , ,   ,  , ,  , ;w j if j c d i m  L B ct cr
 

 3  , , ,w w wf  P D T W
 

где Lw — множество длин траекторий роботов-
рабочих; Pw — множество траекторий роботов-
рабочих до точек выполнения задач; Dw = {(i, j)}, 
i = 1, …, m, j = c, …, d — множество с элементами 
номеров роботов и назначенных им задач. 
Общее время передачи энергии от робота-

заряжающего к роботу-рабочему tx зависит от 
числа точек заряда pm, эффективности пере-
дачи энергии между роботами n и количества 
энергии, которое необходимо передать между 
роботами, etg. Параметры pm и etg вычисляются 
при формировании множества задач пополнения 
энергетических ресурсов роботов-рабочих Tc и 
кортежа точек заряда i-робота cpi: 
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 5 max    ,  ,  , ,n rel rel relf L H P    

где max — максимальная возможная эффектив-
ность передачи энергии; Lrel, Hrel, Prel — расстоя-
ние, смещение, передаваемая мощность системы 
передачи энергии в относительных единицах.
Время ожидания робота-заряжающего ро-

ботом-рабочим exp зависит от количества за-
дач пополнения энергетических ресурсов |Tc|, 
длины траектории робота-заряжающего lkg и 
их количества в составе группы |C|. Длина тра-
ектории зависит от того, каким образом задачи 
пополнения энергетических ресурсов будут рас-
пределены между роботами-заряжающими, и 
взаимного расположения робота и назначенной 
ему задачи:
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где Lс — множество длин траекторий роботов-
заряжающих; Pс — множество траекторий робо-
тов-заряжающих до задач пополнения энергети-
ческих ресурсов; Dc = {(k, g)}, k = 1, …, z; g = 
= 1, …, q — множество с элементами номеров ро-
ботов-заряжающих и назначенных им задач.
Примем, что на момент начала работы груп-

пы количество рабочих и заряжающих роботов 
известно и постоянно: |W| = const, |C| = const.
Функционирование рабочих и заряжающих 

роботов соответствующим образом обеспечива-
ется системой управления группой посредством 
формирования миссий на основе заданных па-
раметров задач, роботов и области рабочего 
пространства. С учетом указанных выше функ-
циональных зависимостей время выполнения 
j-задачи i-роботом ij будет зависеть от того, как 
сформированы миссии каждого робота группы:

     7      1  , , ,  , , , ;i w с wf j c d i m  M P T T  
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Алгоритмы функционирования 
группы роботов

Взаимосвязи между разработанными алго-
ритмами функционирования системы управ-
ления группой наземных роботов показаны на 
рис. 3.
Далее рассмотрим разработанные алгоритмы 

более подробно. Алгоритм функционирования 
системы управления группой наземных роботов 
представлен на рис. 4.
На первом этапе посредством вложенного ал-

горитма отбираются выполнимые задачи taj, ко-
торые помещаются во множество Tw. Затем осу-
ществляется обмен данными с роботами группы 
для получения информации о их собственных 
координатах и запасе энергетических ресурсов. 
Далее осуществляется проверка количества эле-
ментов множества Tw, а в случае если оно пустое, 
то множества Tc, которое содержит в себе задачи 
пополнения энергетических ресурсов. Если мно-
жество задач Tw пустое, а множество Tc имеет 
элементы, то система управления группой про-
веряет наличие свободного робота-заряжающе-
го. Посредством алгоритма распределения задач 
пополнения энергетических ресурсов между ро-

  Рис. 3. Комплекс алгоритмов управления группой наземных роботов
  Fig. 3. Complex of control algorithms for a group of ground robots
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ботами-заряжающими освободившемуся роботу 
назначается точка, в которой он должен попол-
нить заряд робота-рабочего. Далее формируются 
миссии и снова осуществляется обмен данными 
с роботами. Если множество задач Tw не пустое, 
то система управления группой проверяет нали-
чие свободного робота-рабочего. Далее в соответ-
ствии с алгоритмом распределения задач между 
роботами-рабочими осуществляется выбор зада-
чи для данного робота, поиск точек пополнения 
энергетических ресурсов, а затем формируется 
миссия. Алгоритм работы системы управления 
группой наземных роботов завершает свою рабо-
ту в случае, когда множество задач Tw и множе-
ство задач пополнения энергетических ресурсов 
Tc становятся пустыми, что в свою очередь озна-
чает, что все выполнимые задачи, поставленные 
группе роботов, выполнены.
Каждый робот группы функционирует по ал-

горитму, изображенному на рис. 5.
На первом шаге алгоритма робот вычисля-

ет собственные координаты относительно си-
стемы отсчета, связанной с картой высот, что 
необходимо для локализации робота в рабочей 
области. Второй шаг подразумевает измерение 
роботом параметров собственного источника 
питания и вычисление текущего запаса энер-
гии в относительных единицах. Далее происхо-
дит обмен данными между роботом и централи-
зованной системой управления. Робот отправ-
ляет системе свои координаты, текущий запас 
энергии и статус. Статус робота sri дает системе 
информацию о том, занят ли робот в текущий 
момент выполнением миссии или нет. Если 
sri = 1, то робот занят выполнением миссии и 

участвовать в распределении задач или точек 
заряда не может. 
Роботы группы, а соответственно, и группа 

в целом имеют функциональные ограничения, 
связанные с физическими параметрами. Ввиду 
того, что задачи группе роботов ставятся из-
вне, энергетические ресурсы, необходимые для 
их выполнения, могут превышать допустимые 
значения. Для стабильного функционирования 
группы необходимо исключить постановку робо-
там невыполнимых миссий. 
Для отбора выполнимых задач разработан 

алгоритм (рис. 6), основанный на счетном цикле, 
внутри которого каждая задача из множества Ta 
проверяется по двум условиям. Первое проверяе-
мое условие, представленное неравенством 

  max min–j wet e e e   ,  (1)

соблюдается в случае, если значение энергии, 
необходимой для выполнения задачи, не превы-
шает значение энергетических ресурсов, доступ-
ных роботу-рабочему для использования.
Роботы-заряжающие имеют возможность 

неограниченно пополнять собственные энер-
гетические ресурсы на зарядной станции, рас-
положенной в рабочем пространстве группы. 
Предполагается, что робот-заряжающий по-
полняет свой запас энергетических ресурсов 
до значения emax, после чего может получить 
миссию на пополнение заряда робота-рабочего. 
Так как расход энергии на перемещение рабо-
чих и заряжающих роботов принят в модели 
одинаковым, возможно использовать расстоя-
ние непосредственно от зарядной станции до 

  Рис. 4. Алгоритм функционирования системы управления группой наземных роботов
  Fig. 4. Algorithm for the operation of a control system for a group of ground robots
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задачи для проверки ее достижимости робо-
том-рабочим. Количество энергии, доступное 
роботу-рабочему, с учетом той, которую ему 
передаст робот-заряжающий, должно быть до-

статочным для преодоления пути от зарядной 
станции до задачи и для ее выполнения. Для 
проверки данного требования выведено нера-
венство 

  Рис. 5. Алгоритм функционирования робота группы
  Fig. 5. Аlgorithm for the functioning of a robot from a group

  Рис. 6. Алгоритм проверки выполнимости предметных задач
  Fig. 6. Аlgorithm for possibility checking of performing subject tasks
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где dcj — длина пути от зарядной станции до точ-
ки выполнения задачи.
Параметр потенциальной эффективности пе-

редачи энергии между роботами p показывает 
отношение между энергией, которую робот-ра-
бочий получил, и энергией, которую робот-за-
ряжающий при этом передал. Данный параметр 
позволяет учесть потери энергии при передаче 
энергии между роботами группы, что является 
особенностью использования бесконтактных 
систем передачи энергии. Также p возможно 
использовать для учета расхода энергии робота-
рабочего во время получения энергии от робота-
заряжающего. Для устойчивой работы реальной 
системы параметр p следует задавать как пред-
полагаемое минимальное значение эффектив-
ности передачи энергии между роботами. Если 
неравенство (2) выполняется, то в соответствии 
с представленным алгоритмом задача добавля-
ется во множество Tw = {twc, …, twj, …, twd}, где 
номер задачи j  [c, d]. 
Для оптимального распределения выполни-

мых задач между роботами-рабочими использу-
ется венгерский алгоритм. Венгерский алгоритм 
позволяет находить оптимальное соответствие 
между роботом-рабочим и выполняемой задачей 
исходя из длины траектории lij между i-роботом 
и j-задачей. Для построения траектории каж-
дого робота была выбрана модификация алго-
ритма LRLHD-A* (Local Roughness Local Height 
Difference A*) [19, 20].
Алгоритм определения точек заряда на-

правлен на поиск участков на траекториях 
движения роботов-рабочих, на которых будет 
осуществляться позиционирование между ро-
ботами-рабочими и роботами-заряжающими 
для передачи энергетических ресурсов. Выбор 
данных участков осуществляется по принци-
пу поиска наименьшего отклонения между 
координатами z соседних точек траектории. 
Диапазон поиска точек заряда соответствует 
следующему диапазону уровня заряда аккуму-
лятора робота-рабочего: (emin w; emin w + e), где 
e — заданный параметр, позволяющий опре-
делить верхнюю границу диапазона заряда ак-
кумуляторной батареи, при котором разрешено 
пополнение энергетического запаса робота-ра-
бочего. Количество точек nb на траектории, не-
обходимое для позиционирования роботов при 
передаче энергии, определяется исходя из их 
размера, связанного с местом установки систе-
мы передачи энергии. Определенные точки за-
ряда формируют множество задач пополнения 
энергетических ресурсов Tc и подлежат опти-

мальному распределению между роботами-за-
ряжающими.

Экспериментальные результаты

Для получения статистически значимых ре-
зультатов апробация предложенного подхода 
к функционированию группы роботов с перерас-
пределением ресурсов проведена посредством 
имитационного моделирования в среде Gazebo. 
Рабочее пространство, в области которого на-
ходятся группа наземных роботов, задачи и за-
рядная станция, представляет собой рельефную 
поверхность (рис. 7). 
Зарядная станция имеет количество постов 

передачи энергии для роботов, превышающее их 
количество, что убирает ограничение на число 
одновременно заряжающихся роботов в модели.
В качестве исходной модели для робо-

тов использована модификация Pioneer 3-AT. 
Мобильные четырехколесные роботы (рис. 8) ос-
нащены двунаправленной беспроводной систе-
мой передачи энергии [21, 22], ArUco-маркерами 
и камерами технического зрения. Все располо-
жено в передней части робота.

  Рис. 7. Рельефная поверхность рабочего простран-
ства группы

  Fig. 7. Embossed surface of the group workspace
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В соответствии с поставленными задачами 
моделирования разработаны следующие сцена-
рии функционирования группы роботов.
Сценарий 1. Группа роботов выполняет за-

дачи без перераспределения ресурсов. Число ро-
ботов равно шести. На начальный момент вре-
мени роботы находятся в определенных местах 
рабочего пространства и имеют максимальный 
уровень заряда. Число задач варьируется от ше-
сти до 15, соответственно, проводится 10 экспе-
риментов для определенного среднего значения 
расстояния от зарядной станции до задач. Все 
задачи являются выполнимыми и находятся 
в определенных местах рабочего пространства. 
Необходимо зафиксировать время, за которое 
роботы выполнят все поставленные задачи. По 
предварительному планированию с применени-
ем венгерского алгоритма задачи распределя-
ются между роботами. Выполнив задачу, робот 
следует на зарядную станцию и пополняет запас 
энергетических ресурсов, после чего вновь может 
участвовать в распределении задач. 
Сценарий 2. Группа роботов выполняет за-

дачи с перераспределением ресурсов. Число 
роботов-рабочих равно трем, роботов-заряжаю-
щих — тоже трем. На начальный момент време-
ни роботы находятся в соответствующих местах 
рабочего пространства, определенных в первом 
сценарии, и имеют максимальный уровень заря-
да. Число задач, их расположение и количество 
экспериментов аналогично первому сценарию. 
Необходимо зафиксировать время, за которое 
роботы выполнят все поставленные задачи. По 
предварительному планированию с применени-
ем венгерского алгоритма задачи распределяют-
ся между роботами-рабочими. Далее на траекто-
риях роботов-рабочих определяются точки заря-
да. Задачи пополнения энергетических ресурсов 

также посредством венгерского алгоритма рас-
пределяются между роботами-заряжающими. 
После выполнения задачи робот-рабочий вновь 
участвует в распределении невыполненных за-
дач. Робот-заряжающий после передачи энергии 
роботу-рабочему следует на зарядную станцию 
для пополнения собственных ресурсов, после 
чего может вновь участвовать в распределении 
задач пополнения энергетических ресурсов ро-
ботов-рабочих.
Моделирование проводится в целях опреде-

ления и последующего сравнения времени вы-
полнения задач группой, ввиду чего необходимо 
связать рабочие параметры роботов со временем. 
Для создания модели, имеющей высокий уровень 
соответствия реальному процессу, были прове-
дены замеры потребляемой мощности реального 
робота [23] в различных режимах работы. Ввиду 
того, что потребляемую мощность необходимо 
связать со временем, рассчитанные величины 
приведены к энергопотреблению и переведены 
в относительные единицы (таблица).
Энергоемкость аккумуляторной батареи ро-

бота соответствует 37 Втч и принята за 100%-й 
уровень заряда. Таким образом, значения, при-
веденные в таблице, представляют величину 
расхода заряда аккумуляторной батареи робота 
за время. 
Во всех экспериментах применялись следую-

щие параметры: максимальный уровень заряда 
роботов emax — 100 %; минимальный уровень 
заряда роботов-рабочих emin w — 15 %; мини-
мальный уровень заряда роботов-заряжающих 
emin c — 5 %; радиус работы группы rw, не более — 
230 м; максимальная скорость робота — 0,1 м/с; 
время выполнения задачи — 2000 с. Расстояние 

  Рис. 8. Модель мобильного четырехколесного робота
  Fig. 8. Mobile robot model with four wheels 

  Энергопотребление мобильной автономной робото-
технической платформы 

  Energy consumption of a mobile autonomous robotic 
platform

Режим работы Потребители Pt, %ч Pt, %с

Простой Вычислители 
в простое 6,8 0,0019

Перемещение
Колесные приводы

26,2 0,0073
Вычислители

Выполнение 
задачи 
(рабочий)

Дополнительное 
оборудование 56,2 0,0156
Вычислители

Выполнение 
задачи 
(заряжающий)

Передача энергии
131,8 0,0366Вычислители 

в простое

Процесс 
заряда

Робот-рабочий 100,0 0,0278

Робот-заряжающий 100,0 0,0278
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от зарядной станции до каждой задачи определе-
но для каждого эксперимента. При этом среднее 
значение расстояния от зарядной станции до за-
дач существенно отличается в экспериментах: 
для набора экспериментов № 1 — 225 м, для на-
бора экспериментов № 2 — 197 м, для набора экс-
периментов № 3 — 130 м.
В соответствии с рассмотренными сценари-

ями проведено моделирование, по результатам 
которого построены графики. Результаты набо-
ра экспериментов № 1 представлены на рис. 9, а.
Из графика следует, что тенденция более бы-

строго выполнения задач группой, функциони-
рующей по второму сценарию, сохраняется при 
числе задач, превышающем общее количество 
роботов. Это можно объяснить тем, что роботы-
рабочие, функционирующие по сценарию 2, рас-
ходуют значительно меньше времени на пере-
мещение. Также сокращается время заряда каж-
дого робота, так как роботам-рабочим требуется 
передать меньше энергии ввиду сокращения ее 
расходов на перемещение. Максимальная раз-
ница во времени выполнения задач группами 
достигается при их количестве от 13 до 15 и со-
ставляет более 25 %.
Результаты набора экспериментов № 2 пред-

ставлены на рис. 9, б. Тенденция более быстро-
го выполнения задач группой с перераспреде-
лением ресурсов сохраняется для набора экс-

периментов № 2. При количестве задач от 10 
до 12 разница во времени выполнения задач 
при различных сценариях функционирования 
группы становится несущественной. Данный 
факт обусловлен количеством роботов в группе. 
Для группы, функционирующей без перерас-
пределения ресурсов, общее время выполнения 
задач при их количестве от семи до 12 изменя-
ется незначительно ввиду того, что на момент 
выполнения данных задач заряд всех роботов 
находится в завершающей стадии после вы-
полнения первых шести задач. Максимальная 
разница в общем времени выполнения задач до-
стигается при их количестве, равном 14, и со-
ставляет 20 %.
График, отражающий результаты набора экс-

периментов № 3, представлен на рис. 9, в. При 
среднем расстоянии до задачи 130 м группа 
без перераспределения ресурсов выполняет за-
дачи быстрее в случае их количества от шести 
до 12. Так же, как и в предыдущих двух наборах 
экспериментов, время выполнения шести задач 
больше у группы, функционирующей по второму 
сценарию.
Исходя из результатов моделирования, мож-

но сделать вывод, что при уменьшении среднего 
расстояния до задач преимущество во времени 
их выполнения постепенно переходит к группе 
роботов, функционирующей без перераспределе-

  Рис. 9. Зависимость времени выполнения целевых задач от их количества при среднем расстоянии до задачи 
225 м (а); 197 м (б); 130 м (в)

  Fig. 9. Dependence of task execution time on their number at an average distance to the task of 225 m (а); 197 m (б); 
130 m (в)
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ния ресурсов. Это обусловлено снижением обще-
го времени перемещения роботов. Важную роль 
для группы, функционирующей без перерас-
пределения ресурсов, играет зарядная станция 
с неограниченным количеством постов передачи 
энергии. Все роботы группы могут одновремен-
но пополнять свой заряд. Можно предположить, 
что сокращение постов заряда оказало бы значи-
тельное влияние на общее время выполнения за-
дач в данном сценарии функционирования.
Эксперименты проводились с гомогенными 

группами наземных роботов, ввиду чего возмож-
ности группы, функционирующей с перерас-
пределением ресурсов, раскрыты не полностью. 
Если роботов-заряжающих, в соответствии с их 
функциональным назначением, оснастить до-
полнительной аккумуляторной батареей или ба-
тареей с большей емкостью, что будет аналогич-
но оснащению дополнительным оборудованием 
роботов-рабочих, затраты времени на выполне-
ние задач будут меньше, чем в представленных 
результатах экспериментов.

Заключение

В работе представлено описание разрабо-
танных математической модели и алгоритмов 
функционирования группы наземных роботов 
с перераспределением энергетических ресур-
сов. Разработанная математическая модель от-
личается введением новых параметров, описы-
вающих энергетические характеристики робо-
тов, задач и среды функционирования, а также 
учитывает возможность энергетического обме-

на между роботами посредством бесконтактных 
систем передачи энергии. Модель описывает 
принципы функционирования роботов-рабочих 
и роботов-заряжающих и их взаимодействия. 
Разработанные алгоритмы функционирования 
группы роботов отличаются реализацией про-
цессов перераспределения энергетических ре-
сурсов на основе результатов предварительного 
планирования внешней централизованной си-
стемой управления. Экспериментально прове-
дено сравнение между группами, функциониру-
ющими с традиционными принципами и на ос-
нове представленного подхода. Имитационное 
моделирование проведено в среде Gazebo по 
двум сценариям. В первом сценарии все шесть 
роботов были рабочими и выполняли задачи, 
а во втором группа была разделена поровну 
на роботов-рабочих и роботов-заряжающих. 
Проведено три набора экспериментов, в кото-
рых изменялось количество задач от шести до 
15. Каждый набор экспериментов отличался 
расположением задач в области рабочего про-
странства и средним расстоянием от зарядной 
станции до задачи. Максимальная разница во 
времени выполнения задач группами достига-
ется при среднем расстоянии от зарядной стан-
ции до задачи 225 м, количестве задач от 13 
до 15 и составляет более 25 %.
Результаты проведенного моделирования под-

тверждают работоспособность и эффективность 
разработанного подхода. Перераспределение 
энергетических ресурсов позволяет значительно 
расширить область функционирования группы 
роботов и использовать ее для потенциально бо-
лее энергоемких задач.
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Introduction: Applying several homogeneous or heterogeneous robots for solving target problems provides advantages in terms 
of time reduction or increased functionality compared to a single robot. At the same time, the amount of resources required to ensure 
the operation of a group of robots also increases. Purpose: To increase the efficiency of a group of robots operating in rough terrain by 
redistributing energy resources within the group. Results: We present mathematical model and control algorithms for a group of robots, 
with some of the robots defined as workers, and the other part as chargers. Worker robots are aimed solely at completing assigned tasks, 
and charging robots replenish their energy resources. The proposed approach takes into account the limited energy resource of charging 
robots and losses during energy transfer between robots, which makes it possible to apply the developed solutions for robots equipped 
with contactless energy transfer systems. The selection of points at which energy is transferred takes into account the topography of 
the surface of the working space, which simplifies the process of robots positioning and increases the efficiency of contactless energy 
transfer. Using simulation modeling in the Gazebo environment, we have compared the total time for performing tasks by groups 
operating with traditional principles and that for groups based on the presented approach. In the group without redistribution of 
resources, all robots were workers and performed target tasks. The second group was divided equally into worker robots and charger 
robots. The results obtained in the simulation show a general trend towards faster completion of tasks by a group operating with a 
redistribution of resources when the distance to tasks and their number increases. Practical relevance: The proposed approach of 
the resource redistribution expands the operation area of a group robots and makes it possible to apply it for potentially more energy-
intensive tasks.
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Введение: решение многих фундаментальных задач асимптотической комбинаторики зачастую оказывается невозможным 
без проведения массивных компьютерных экспериментов, требующих, как правило, существенных вычислительных затрат. 
Вǡэтой связи актуальна задача разработки эффективного программного инструментария. Цель: создать программный пакет 
для работы сǡдиаграммами и таблицами Юнга. Результаты: реализован программный пакет на языке C++, позволяющий рабо-
тать сǡдвумерными и трехмерными диаграммами и таблицами Юнга, а также моделировать различные марковские процессы 
на градуированных графах. Реализованы различные операции над таблицами Юнга, вǡчастности алгоритм Робинсонаǡ— Шенсте-
даǡ— Кнута и преобразование Шютценберже. Программный инструментарий вǡтом числе включает вǡсебя богатый функционал 
для визуализации различных комбинаторных объектов. Практическая значимость: то, что программный пакет написан на язы-
ке C++, дает преимущество вǡэффективности над традиционными подходами сǡиспользованием систем компьютерной алгебры, 
учитывая специфику многих задач асимптотической комбинаторики. Разработанный программный пакет использовался для 
проведения многочисленных компьютерных экспериментов вǡпроцессе моделирования динамики поведения разнообразных 
объектов асимптотической комбинаторики. Результаты моделирования легли вǡоснову ряда научных публикаций.

Ключевые словаǡ— диаграммы Юнга, таблицы Юнга, алгоритм Робинсонаǡ— Шенстедаǡ— Кнута, соответствие RSK, преоб-
разование Шютценберже, асимптотическая комбинаторика.
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Введение

Асимптотическая комбинаторика — совре-
менный, динамично развивающийся раздел 
математики, в котором изучаются предельные 
свойства комбинаторных объектов. Решение 
многих задач асимптотической комбинаторики 
зачастую оказывается невозможным без прове-
дения массивных компьютерных экспериментов. 
При этом проведение таких экспериментов, как 
правило, сопряжено с существенными вычисли-
тельными затратами. В этой связи разработка 
эффективного программного инструментария 
становится актуальной задачей. Настоящая ра-
бота посвящена описанию программного пакета, 
включающего в себя многочисленные функции 
для работы с диаграммами и таблицами Юнга.
Диаграммы Юнга и таблицы Юнга [1] явля-

ются популярными комбинаторными объекта-
ми, имеющими приложения в том числе в асим-
птотической теории представлений [2, 3], теории 
базисов Гребнера [4], построении точных реше-
ний интегрируемых гамильтоновых систем [5], 
в статистической физике [6] и квантовой меха-
нике [7, 8].

Одной из открытых задач асимптотической 
комбинаторики является поиск диаграмм Юнга 
с наибольшими размерностями среди всех диа-
грамм некоторого фиксированного размера [9]. 
Известно [10], что в пределе форма этих диаграмм 
описывается кривой Вершика — Керова, однако 
до сих пор неизвестен непереборный алгоритм 
для построения таких диаграмм. Аналогичная 
задача на графе плоских разбиений (трехмерном 
графе Юнга) оказывается еще более сложной, 
поскольку в этом случае неизвестен даже аналог 
формулы крюков: не существует эффективного 
алгоритма вычисления размерности трехмерной 
диаграммы Юнга. Поэтому поиск трехмерных 
диаграмм Юнга с максимальными размерностя-
ми подразумевает перебор как форм диаграмм, 
так и таблиц, которые могут быть вписаны в эти 
формы. Соответственно, становится актуальной 
задача разработки эвристических алгоритмов по-
иска двумерных и трехмерных диаграмм Юнга 
с большими и максимальными размерностями.
На градуированных графах, в том числе на 

графе Юнга, графе Шура, а также их обобщени-
ях, можно построить марковские процессы, если 
назначить каждому ребру положительные веса 



ИНФОРМАЦИОННО-УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 6, 202336

ПРОГРАММНЫЕ И АППАРАТНЫЕ СРЕДСТВА

(вероятности) таким образом, чтобы для каж-
дой фиксированной вершины сумма исходящих 
вероятностей была равна единице. Изучение 
предельных свойств таких процессов является 
актуальной задачей асимптотической комбина-
торики, которую можно исследовать с помощью 
компьютерного моделирования. Здесь можно вы-
делить такие задачи, как исследование асимпто-
тического поведения функции нормализованной 
размерности в различных последовательностях 
диаграмм Юнга, исследование свойств последо-
вательностей диаграмм Юнга, полученных с по-
мощью жадного ветвления, изучение геометри-
ческих свойств трехмерных диаграмм Юнга при 
построении их различными случайными про-
цессами и др.
Описание центральных мер на градуирован-

ных графах — открытая задача асимптотиче-
ской комбинаторики [11]. На двумерном графе 
Юнга особое место занимает центральная мера 
Планшереля [10], соответствующая марковскому 
процессу с медленным ростом диаграмм Юнга 
вдоль координатных осей. На трехмерном графе 
Юнга аналог центральной меры Планшереля не-
известен. Тем не менее был предложен [12] так 
называемый псевдопланшерелевский марков-
ский процесс на трехмерном графе Юнга. Для 
исследования его свойств необходимо проведе-
ние массивных вычислительных экспериментов. 
Также интерес представляет разработка эф-

фективного алгоритма, генерирующего случай-
ные трехмерные таблицы Юнга заданной формы 
с равной вероятностью. Поскольку количество 
таблиц с ростом их размера увеличивается экс-
поненциально, их перечисление оказывается не-
возможным, и требуется разработка эффектив-
ного алгоритмического решения. В двумерном 
случае существует алгоритм hook walk [13], но 
его трехмерное обобщение не дает равномерной 
меры на таблицах.
В работе [14] были получены точные форму-

лы, описывающие форму путей выталкиваний 
в записывающих таблицах Юнга в алгоритме 
Робинсона — Шенстеда — Кнута (RSK). Однако 
открытой проблемой остается характер стрем-
ления путей выталкиваний к данным кривым. 
К другим задачам, связанным с алгоритмом RSK, 
можно отнести исследование динамики значений, 
перемещаемых в записывающей таблице, изуче-
ние свойств деревьев выталкиваний, исследова-
ние распределения концов путей выталкиваний 
на фронте записывающей таблицы и др.
Другая важная задача, связанная с алго-

ритмом RSK, состоит в исследовании классов 
перестановок, эквивалентных (двойственно 
эквивалентных) по Кнуту, т. е. таких, которым 
соответствует одинаковая записывающая (нуме-
рующая) таблица Юнга [1]. Это включает в себя 

в том числе изучение распределения значений 
первого элемента перестановки от угла наклона 
пути Шютценберже нумерующей таблицы.

Алгоритмы, реализованные 
в программном пакете

В разработанном программном пакете были 
реализованы как базовые функции для работы 
с диаграммами и таблицами Юнга, так и боль-
шое количество различных программ для прове-
дения вычислительных экспериментов. 
Каждая диаграмма Юнга представлена в ви-

де массивов длин строк (rows), длин столбцов 
(cols), а также координат внутренних (icorners) и 
внешних (ocorners) угловых клеток (рисунок, а).
В классе трехмерных диаграмм Юнга допол-

нительно также хранятся высоты столбцов, ори-
ентированных вдоль оси z (bars). Пример трех-
мерной диаграммы Юнга приведен на рисунке, б. 
Заметим, что любого из вышеперечисленных спо-
собов хватило бы, чтобы однозначно определить 
диаграмму Юнга, однако такая избыточность 
позволяет эффективно выполнять различные 
операции над диаграммами. Двумерные (трех-

а)

б)

  Пример диаграммы Юнга: а — двумерной; б — трех-
мерной. Синие клетки — внешние угловые; зеленые 
клетки — внутренние угловые

  An example of a Young diagram: a — two-dimension-
al; б — three-dimensional. Outer corner boxes are marked 
in blue; inner corner boxes are marked in green
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мерные) таблицы Юнга хранятся в памяти в виде 
двумерного (трехмерного) массива целых чисел, а 
также в виде одномерного списка координат кле-
ток в порядке возрастания их значений.
В качестве примера приведем описание не-

скольких функций, реализованных в программ-
ном пакете.

Вычисление переходной вероятности 
в процессе Планшереля 
Процесс Планшереля [15] — единственный 

центральный марковский процесс на графе 
Юнга с медленным ростом размеров диаграмм 
вдоль координатных осей. Свойство централь-
ности состоит в том, что вероятности путей, со-
единяющих произвольную фиксированную пару 
диаграмм, одинаковы.
Для вычисления планшерелевских переход-

ных вероятностей необходимо эффективно вы-
числять длины крюков клеток, т. е. подсчиты-
вать количество клеток, расположенных выше 
в той же строке и правее в том же столбце. Эта 
операция имеет константную сложность благо-
даря хранению избыточной информации о диа-
грамме (листинг 1).

Листинг 1. Вычисление длины крюка 
клетки двумерной диаграммы Юнга

Listing 1. Calculating the hook length 
of a 2D Young diagram box

hook2D(x, y) {
 return rows[y] + cols[x] — x — y — 1;
}

Переходная вероятность или, другими слова-
ми, вероятность добавления клетки (x, y) в про-
цессе Планшереля вычисляется как произведе-
ние длин крюков всех клеток, лежащих на об-
ратном крюке клетки (x, y), деленное на произ-
ведение этих же длин крюков, увеличенных на 
единицу (листинг 2).

Листинг 2. Вычисление планшерелевской 
переходной вероятности

Listing 2. Calculating the Plancherel 
transition probability

pprob(x, y) {
  prob = 1;
  for (i = 1; i < x; ++i) {
    hook = hook2D(i, y);
    prob *= hook / (hook + 1);
  }
  for (i = 1; i < y; ++i) {
    hook = hook2D(x, i);
    prob *= hook / (hook + 1);
  }
  return prob;
}

Вычисление переходной вероятности 
в псевдопланшерелевском процессе 
Псевдопланшерелевский процесс случайного 

блуждания на трехмерном графе Юнга, предло-
женный в работе [12], является обобщением про-
цесса Планшереля на двумерном графе Юнга. 
Псевдопланшерелевский процесс не обладает 
свойством центральности, однако, по всей види-
мости, является асимптотически центральным 
[12]. 
При вычислении переходных вероятностей 

вычисляются длины крюков клеток в трех-
мерной диаграмме Юнга, являющиеся есте-
ственным обобщением двумерных крюков (лис-
тинг 3).

Листинг 3. Вычисление длины крюка 
клетки трехмерной диаграммы Юнга

Listing 3. Calculating the hook length 
of a 3D Young diagram box

  hook3D(x, y, z) {
    return rows[z][y] + 
           cols[z][x] + 
           bars[x][y] — x — y — z — 2;
  }

Перед вычислением переходной вероятности 
добавления новой клетки в псевдопланшерелев-
ском процессе необходимо вычислить сумму зна-
чений функции весов во всех внешних угловых 
клетках диаграммы. В листинге 4 приведен код 
функции вычисления веса в одной конкретной 
клетке. Вес клетки равен произведению длин 
трехмерных крюков, лежащих на трех лучах об-
ратного трехмерного крюка с вершиной в данной 
клетке, деленному на произведение этих же длин 
крюков, увеличенных на единицу.

Листинг 4. Вычисление значения псевдо-
планшерелевской весовой функции

Listing 4. Calculating the value of 
the pseudo-Plancherel weighting function

pweight(x, y, z) {
  w = 1;
  for (i = 1; i < x; ++i) {
    hook = hook3D(i, y, z);
    w *= hook / (hook + 1);
  }
  for (i = 1; i < y; ++i) {
    hook = hook3D(x, i, z);
    w *= hook / (hook + 1);
  }
  for (i = 1; i < z; ++i) {
    hook = hook3D(x, y, i);
    w *= hook / (hook + 1);
  }
  return w;
}
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Сначала вычисляется сумма псевдопланше-
релевских весов всех внешних угловых клеток 
трехмерной диаграммы (листинг 5).

Листинг 5. Вычисление суммы псевдо-
планшерелевских весов

Listing 5. Calculating the sum of 
pseudo-Plancherel weights

psum() {
  sum = 0;
  for each (x, y, z) from ocorners {
    sum += pweight(x, y, z);
  }
  return sum;
}

Затем каждая псевдопланшерелевская ве-
роятность клетки вычисляется как отношение 
псевдопланшерелевского веса в этой клетке 
к сумме весов (листинг 6).

Листинг 6. Вычисления псевдопланшере-
левских вероятностей

Listing 6. Calculating pseudo-
Plancherel probabilities

pprobs3D() {
  sum = psum();
  for each (x, y, z) from ocorners {
    probs[x, y, z] = pweight(x, y, z) / sum;
  }
}

Сравнение размерностей двумерных 
диаграмм Юнга 
Вычисление точных размерностей диаграмм 

Юнга — чрезвычайно трудоемкий процесс. 
Однако в некоторых случаях возникает необ-
ходимость лишь сравнить размерности двух 
диаграмм, не вычисляя их точные значения. 
Например, это необходимо при работе алгорит-
мов поиска диаграмм с большими размерностя-
ми. Для того чтобы сравнить размерности, доста-
точно вычислить их отношение. В данной работе 
сравнение размерностей диаграмм diag1 и diag2 
реализовано следующим образом (листинг 7):

1) вычисляется диаграмма-пересечение 
cross_diag, все клетки которой принадлежат как 
diag1, так и diag2;

2) из полученной диаграммы строятся пути 
в diag1 и diag2;

3) вычисляется отношение планшерелевских 
вероятностей данных путей, которое равно от-
ношению размерностей диаграмм diag1 и diag2.

Листинг 7. Сравнение размерностей диа-
грамм Юнга

Listing 7. Comparing the dimensions of 
Young diagrams

comp _ dim(diag1, diag2) {
  diag = cross _ diag; i = 1;
  while (diag != diag1) {
    diag += (x, y);
    ratios[i++] = pprob(x, y);
  }
  diag = cross _ diag; i = 1; ratio = 1;
  while (diag != diag2) {
    diag += (x, y);
    ratio *= ratios[i++] / pprob(x, y);
  }
  return ratio;
}

Преобразование Шютценберже  
 Преобразование Шютценберже преобразует 

таблицу Юнга размера n в другую таблицу раз-
мера n – 1 [16]. В предлагаемой реализации алго-
ритма таблица Юнга представлена в виде одно-
мерного списка tab координат клеток в порядке 
возрастания их значений. Эти координаты об-
рабатываются последовательно. Вначале первая 
клетка с координатами (1, 1) удаляется из табли-
цы. Координаты клетки сохраняются в перемен-
ных delX, delY. Удаленная клетка будет возвра-
щена в таблицу сразу после обработки соседней 
клетки, примыкающей к удаленной сверху или 
справа. В этот момент из таблицы удаляется эта 
соседняя клетка. Она будет возвращена в табли-
цу при обработке клетки, примыкающей к ней 
сверху или справа, и т. д. При этом все осталь-
ные клетки таблицы не удаляются и никак не 
изменяются. Алгоритм завершает работу после 
обработки всех клеток таблицы. Псевдокод алго-
ритма представлен в листинге 8.

Листинг 8. Преобразование Шютценберже
Listing 8. Schützenberger’s jeu de 

taquin
schutz(tab) {
  tab.remove (1, 1);
  delX = 1; delY = 1;
  for each (x,y) from tab {
    if ((x == delX) AND (y == delY + 1)) OR
        ((x == delX + 1) AND (y == delY)) {
          tab.remove(x, y);
          tab.insert(delX, delY);
          delX = x; delY = y;
    }
  }
}

Преимуществом такой реализации является 
то, что при работе алгоритма большинство эле-
ментов списка не меняется, а количество изме-
нений равно длине пути Шютценберже. Такой 
подход позволяет легко реализовать преобразо-
вание Шютценберже на произвольном градуи-
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рованном графе. Также были представлены две 
модификации классического преобразования 
Шютценберже: преобразование с сохранением 
формы и рандомизированное преобразование.
Преобразование с сохранением формы отли-

чается от классического лишь тем, что в конце 
работы алгоритма в таблицу добавляется послед-
няя удаленная клетка. Благодаря этому форма 
таблицы не меняется после итерации преобразо-
вания Шютценберже, что делает его обратимым.
В рандомизированном преобразовании 

Шютценберже последняя удаленная клетка так-
же добавляется в таблицу. Кроме того, в случае, 
если начало таблицы равно (1, 1), (1, 2), (2, 1) или 
(1, 1), (2, 1), (1, 2), с вероятностью ½ таблица либо 
остается неизменной, либо ее клетки (1, 2) и (2, 1) 
меняются местами. 

Преобразование Робинсона — Шенстеда — 
Кнута  
Преобразование RSK задает биекцию между 

численными последовательностями и парами 
таблиц Юнга одинаковой формы [17]: записы-
вающими P и нумерующими Q. В рамках на-
стоящей работы было разработано несколько 
реализаций алгоритма RSK. Скорость работы 
алгоритма RSK в значительной степени опре-
деляется способом поиска ближайшего больше-
го значения в столбце записывающей таблицы. 
Поиск проводится в диапазоне от первой строки 
до строки, из которой было вытолкнуто значе-
ние в соседнем столбце. Были реализованы три 
варианта поиска: линейный, двоичный и поиск 
с удвоением [18], являющийся гибридом первых 
двух подходов. 
В листинге 9 приведен псевдокод алгоритма 

RSK с линейным поиском. Значения s последова-
тельности sequence обрабатываются по очереди. 
Вначале выполняется бинарный поиск ближай-
шего к s значения в первом столбце таблицы P 
(функция nearest_greater). Если s оказывается 
больше всех значений, то s помещается сверху 
первого столбца. Иначе s записывается на место 
ближайшего большего значения, которое поме-
щается в буфер buf. Если buf оказывается боль-
ше всех значений следующего столбца, то buf за-
писывается сверху этого столбца. В противном 
случае buf записывается на место ближайшего 
большего значения в соседнем столбце, которое 
в свою очередь помещается в buf. Поиск такого 
значения начинается с той же строки, из которой 
было вытолкнуто значение в предыдущем столб-
це, и продолжается вниз, вплоть до первой стро-
ки: перебирать значения выше не имеет смыс-
ла, так как они заведомо не будут ближайшими 
большими к вытолкнутому. Процесс продолжа-
ется, пока очередное вытолкнутое значение не 
запишется сверху какого-либо столбца.

Листинг 9. Алгоритм RSK с линейным по-
иском

Listing 9. RSK algorithm with linear 
search

for each s from sequence {  
  buf = s;
  j = nearest _ greater(P[1]);  
  P[1,j]  buf;
  if (j == height(P[1]) + 1)    
    continue;
  col = 2;
  while (buf < max(P[col])) {    
    while(buf >= P[col,j])        
      j--;
    j++; 
    P[col,j]  buf;
    col++;
  }
  P[col, height(P[col]) + 1] = buf;
}

Также был разработан вариант алгоритма 
RSK, основанный на так называемом лесе вы-
талкиваний. Лес выталкиваний — объединение 
путей выталкиваний в записывающей таблице 
Юнга, т. е. последовательностей клеток записы-
вающей таблицы, участвующих в выталкива-
нии при обработке очередного значения последо-
вательности. При такой реализации алгоритма 
отпадает необходимость в поиске позиции для 
выталкивания очередного значения в записыва-
ющей таблице. С другой стороны, нужно посто-
янно поддерживать корректную структуру леса 
выталкиваний. Данный подход востребован 
в том числе потому, что такой комбинаторный 
объект, как лес выталкиваний, представляет 
самостоятельный исследовательский интерес. 
Помимо стандартного алгоритма RSK, был так-
же реализован алгоритм обратного преобразо-
вания RSK, в котором по заданной паре таблиц 
Юнга восстанавливается соответствующая им 
числовая последовательность. 

Программная реализация

В качестве языка разработки программного 
инструментария был выбран C++, средства ко-
торого позволяют эффективно реализовывать 
сложные операции над двумерными и трехмер-
ными диаграммами и таблицами Юнга, а также 
моделировать различные марковские процессы 
на градуированных графах. Программный па-
кет включает в себя функции, которые позволя-
ют добавлять и удалять клетки диаграмм, вы-
числять пересечения пары диаграмм, вычислять 
переходные вероятности в используемых мар-
ковских процессах и т. д. Для выполнения не-
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которых сложных задач были реализованы па-
раллельные вычисления с помощью технологии 
OpenMP. Визуализация графиков, анимаций 
и пр. для наглядной демонстрации результатов 
вычислений выполнялась с помощью утилиты 
gnuplot.
Программный пакет активно использовался 

в ходе работы над проектом по исследованию 
комбинаторики двумерных и трехмерных диа-
грамм Юнга с помощью компьютерного модели-
рования, что способствовало постоянному уве-
личению его функциональности. В настоящее 
время пакет включает в себя реализацию не-
скольких сотен методов, содержит более 20 ты-
сяч строк кода. Ниже приведено краткое описа-
ние самых основных классов.

Diagram — двумерная диаграмма Юнга.
Основные функции: добавление/удаление 

клеток, вычисление планшерелевских вероят-
ностей, вычисление точных и нормализован-
ных размерностей, сравнение размерностей 
диаграмм, вычисление расстояния от кривой 
Вершика — Керова, визуализация диаграмм 
и др.

StrictDiagram — двумерная строгая диа-
грамма Юнга.
Функционал, близкий к классу Diagram, но 

адаптированный для строгих диаграмм Юнга, 
т. е. диаграмм, все столбцы которых имеют раз-
ную высоту.

Diagram3D — трехмерная диаграмма Юнга.
Основные функции: добавление/удаление 

клеток, вычисление псевдопланшерелевских 
вероятностей, перебор всех трехмерных таблиц 
Юнга заданной формы (вычисление размерно-
сти), вычисление расстояния между трехмер-
ными диаграммами, вычисление расстояния до 
усредненной формы псевдопланшерелевского 
процесса, функции для визуализации диаграмм 
и др.

Process — марковский процесс.
Реализованы марковские процессы случайно-

го блуждания на графе Юнга, графе Шура и на 
трехмерном графе Юнга: процесс Ричардсона, 
процесс Планшереля, псевдопланшерелев-
ский процесс, семейство обобщенных процессов 
Ричардсона. Также реализованы версии этих 
процессов с фиксированной целевой формой 
диаграммы Юнга. Реализовано лексикографи-
ческое заполнение формы диаграммы.

RSK — алгоритм Робинсона — Шенстеда — 
Кнута.
Представлены три варианта реализации ал-

горитма RSK с различными методами поиска 
мест вставляемых и выталкиваемых элементов 
(линейный, бинарный и поиск с удвоением), об-
ратный RSK, вычисление предельных путей вы-
талкиваний, вычисление различных статистик 

для путей выталкиваний, быстрая генерация 
случайных планшерелевских таблиц Юнга за-
данной формы и др.

Schutzenberger — алгоритм Шютценберже.
Реализованы классический алгоритм 

Шютценберже, алгоритм с сохранением формы 
и рандомизированный алгоритм, функции по-
иска длин циклов Шютценберже, а также функ-
ции вычисления копереходных вероятностей на 
трехмерном графе Юнга.
Также реализован ряд отдельно компилируе-

мых консольных утилит, использующих методы 
вышеперечисленных классов. Среди разрабо-
танных утилит можно выделить в том числе сле-
дующие.

exhaustive — переборные алгоритмы на дву-
мерном графе Юнга.
Перебор всех двумерных диаграмм на первых 

n этажах графа Юнга, поиск среди них диаграмм 
с максимальной размерностью, вычисление ко-
личества таблиц Юнга размера n.

merging — утилита для проверки гипотезы о 
слиянии жадных планшерелевских последова-
тельностей.
От пары двумерных (трехмерных) диа-

грамм Юнга строятся жадные планшерелевские 
(псевдопланшерелевские) последовательности. 
Программа завершает работу при слиянии по-
следовательностей. Есть возможность выбрать 
различные начальные формы диаграмм.

tab_generator — генератор случайных та-
блиц Юнга с помощью марковских процессов.
Параметры: тип диаграмм (двумерные или 

трехмерные), тип марковского процесса (процесс 
Планшереля: случайная или жадная последо-
вательности, процесс Ричардсона, обобщенный 
процесс Ричардсона), целевой размер таблиц, 
количество таблиц. Таблицы генерируются без 
ограничения на форму, с произвольной одинако-
вой формой или с заданной пользователем фор-
мой. Для ускорения процесса генерации таблиц 
применяются параллельные вычисления.

RSKgen — алгоритм RSK (линейный поиск).
Генерация случайной равномерно распре-

деленной последовательности чисел заданной 
длины, обработка ее с помощью алгоритма RSK. 
Записывающая и нумерующая таблицы сохра-
няются в файлы. Реализована возможность ге-
нерации таблиц Юнга заданной формы.

RSKForest — алгоритм RSK (основан на лесе 
выталкиваний).
Интерфейс аналогичен RSKgen, но алгоритм 

основан на использовании леса выталкиваний, 
корректная структура которого поддерживается 
во время итераций алгоритма.

invRSK — обратный алгоритм RSK.
На вход подаются два файла (с записыва-

ющей и нумерующей таблицами Юнга). В вы-
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ходной файл записывается соответствующая 
им числовая последовательность. Опционально 
можно выводить только первые k элементов по-
следовательности.

antichains — построение антицепей для за-
данной перестановки.
На вход подается файл с целочисленной пере-

становкой. Вычисляется структура антицепей, 
выводится в текстовом формате, а также в виде 
изображения (файл в формате PNG).

schutzenberger — преобразование Шютцен-
берже.
Заданная пользователем таблица преобразу-

ется в другую таблицу с помощью преобразова-
ния Шютценберже и записывается в файл. Есть 
возможность выбора типа преобразования (клас-
сическое или с сохранением формы), вывода про-
межуточных таблиц, получаемых в течение од-
ной итерации, а также вывода координат концов 
путей Шютценберже.

sch_invol — утилита, поддерживающая раз-
нообразные компьютерные эксперименты для 
исследования инволюции Шютценберже.
Итеративно генерируются пары случайных 

таблиц (двумерных или трехмерных), у кото-
рых совпадают k последних элементов. К табли-
цам применяется инволюция Шютценберже. 
Полученные таблицы сохраняются в файл.

diag2img — визуализатор двумерных диа-
грамм Юнга.
Заданное пользователем в виде текстового 

файла целочисленное разбиение сохраняется 
в виде файла изображения (в формате PNG или 
EPS) двумерной диаграммы Юнга. Возможна 
также визуализация кривой Вершика — Керова, 
выбор цвета фона, толщины линий и т. д.

3Ddiag2img — визуализатор трехмерных ди-
аграмм Юнга.
По заданному текстовому файлу с плоским 

разбиением генерируется изображение трехмер-
ной диаграммы Юнга. Есть возможность вывода 
угловых клеток диаграммы, псевдопланшере-
левской формы и др.

tab2img — визуализатор двумерных таблиц 
Юнга.
На вход подается таблица Юнга в текстовом 

виде. Генерируется файл изображения таблицы 
(в формате PNG или EPS). Возможна визуализа-
ция как стандартных, так и полустандартных 
таблиц. Реализован вывод пути Шютценберже, 
пути выталкиваний RSK, леса выталкиваний, 
длин крюков клеток, планшерелевских вероят-
ностей, нормированной предельной формы про-
цесса Планшереля. Можно выбирать размер 
шрифта, толщину линий, цвета различных эле-
ментов таблицы и др.

3Dtab2img — визуализатор трехмерных 
таблиц Юнга.

На вход подается трехмерная таблица Юнга 
в текстовом виде. Генерируется файл изобра-
жения таблицы (в формате PNG или EPS). 
Трехмерную таблицу можно выводить в том чис-
ле в виде последовательности изображений дву-
мерных таблиц (для каждого значения коорди-
наты z). Возможна визуализация внешних и вну-
тренних угловых клеток, путей Шютценберже, 
псевдопланшерелевских вероятностей и др.

2Dgraph2img — визуализатор начала дву-
мерного графа Юнга. 
Изображение первых k уровней графа сохра-

няется в виде векторного изображения (в форма-
те PDF). Реализовано выделение различными 
цветами размерностей диаграмм (в рамках одно-
го уровня графа). Можно задавать толщину ли-
ний, ребер, выбирать различные цвета. 

Применение программного 
инструментария для компьютерного 
исследования динамики объектов 
асимптотической комбинаторики 

С помощью разработанного программного па-
кета проведены многочисленные компьютерные 
эксперименты, в которых были задействованы 
диаграммы и таблицы Юнга, состоящие из мил-
лионов клеток. Результаты экспериментов легли 
в основу ряда публикаций.
Исследовалась задача поиска диаграмм Юнга 

с максимальными размерностями, т. е. диаграмм, 
содержащих наибольшее количество таблиц 
Юнга (при фиксированном количестве клеток). 
С помощью переборных алгоритмов были полу-
чены первые 170 диаграмм с максимальными 
размерностями на графе Юнга и первые 250 на 
графе Шура. Перебор диаграмм Юнга боáльших 
размеров осложнен из-за экспоненциального ро-
ста их количества. Благодаря стратегиям поиска, 
реализованным в настоящем программном па-
кете, построены последовательности двумерных 
диаграмм Юнга с большими и максимальными 
размерностями на графах Юнга [19] и Шура [20]. 
Анализ полученных данных позволил выска-
зать предположения о геометрических свойствах 
стандартных [21] и строгих [20] диаграмм Юнга 
с максимальными размерностями. Переборным 
алгоритмом получены трехмерные диаграммы 
Юнга с максимальными размерностями с разме-
рами до 25 клеток включительно [22].
Отдельно исследовались свойства жадных 

планшерелевских последовательностей диа-
грамм Юнга [20]. На основе проведенных чис-
ленных экспериментов сформулирована гипо-
теза о слиянии жадных последовательностей, 
построенных от произвольной пары диаграмм 
Юнга. Также были обнаружены любопытные 
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свойства первого ряда разностей нормализован-
ных размерностей диаграмм Юнга в жадных по-
следовательностях.
Проведена серия компьютерных экспери-

ментов на трехмерном обобщении графа Юнга 
[23]. Предложена формула для нормализован-
ной размерности трехмерных диаграмм Юнга. 
Исследовались асимптотические свойства диа-
грамм из случайной и жадной псевдопланшере-
левских последовательностей. Изучалось асим-
птотическое поведение их нормализованных 
размерностей, количества угловых клеток, длин 
поперечников и пр. Аналогично двумерному слу-
чаю, обнаружены интересные закономерности 
в первом ряде разностей нормализованных раз-
мерностей. Экспериментально получены оценки 
предельных распределений планшерелевских и 
псевдопланшерелевских вероятностей на фрон-
те двумерной и трехмерной диаграмм Юнга соот-
ветственно. В результате проведенной компью-
терной симуляции было обнаружено, что формы 
трехмерных диаграмм в жадных и случайных 
псевдопланшерелевских последовательностях 
сходятся с ростом размера диаграмм.
В работе [22] приведены результаты моде-

лирования рандомизированной версии преоб-
разования Шютценберже над трехмерными та-
блицами Юнга. Экспериментально установлено, 
что такой алгоритм позволяет получать близкое 
к равномерному случайное распределение трех-
мерных таблиц заданной формы. С помощью 
этого генератора были получены оценки для 
копереходных вероятностей неизвестного цен-
трального процесса на трехмерном графе Юнга.
В работе [24] доказано, что при стремлении 

размера нумерующей таблицы Юнга, распреде-
ленной по мере Планшереля, к бесконечности, 
угол  наклона ее пути Шютценберже стремится 
к некоторому пределу. Другим результатом ста-
тьи является то, что по значению  однозначно 
восстанавливается первый элемент последова-
тельности случайных равномерно распределен-
ных чисел. С использованием представленного 
в настоящей статье программного инструмента-
рия изучался характер зависимости между коор-
динатами концов путей выталкиваний нумеру-
ющих таблиц, состоящих из миллионов клеток, и 
соответствующих им первых значений числовых 
последовательностей. Обнаружено [25], что «при 
фиксированной записывающей таблице зна-
чение первого элемента перестановки зависит 
только от координат конца нерва нумерующей 
таблицы».
Характер сходимости путей выталкиваний 

алгоритма RSK к их предельным формам иссле-

довался с помощью компьютерной симуляции 
в работах [26, 27]. Было получено близкое соот-
ветствие теоретическому результату из статьи 
[14]. Получена оценка для скорости сходимости, 
которая оказалась достаточно медленной, с глав-
ным членом, пропорциональным n–1/4. Также 
в [27] подробно изучалось распределение коорди-
нат концов путей выталкиваний: было установ-
лено, что оно хорошо согласуется с нормальным 
распределением. Заметим, что при проведении 
вычислительных экспериментов выяснилось, 
что наибольшую скорость при работе с планше-
релевскими таблицами Юнга показала реализа-
ция алгоритма RSK с линейным поиском, что, 
однако, не исключает применимость других раз-
работанных в данном пакете подходов при ис-
следовании таблиц Юнга, типичных для других 
случайных распределений.

Заключение

Приведено краткое описание разработанного 
программного пакета для работы с диаграмма-
ми и таблицами Юнга. Востребованность данно-
го пакета продиктована спецификой задач асим-
птотической комбинаторики, многие из которых 
могут быть решены лишь с помощью компьютер-
ной симуляции. Пакет состоит из нескольких со-
тен методов, включает в себя более 20 тысяч строк 
исходного кода. Реализованы многие функции 
для работы с диаграммами и таблицами Юнга 
(добавление/удаление клеток, сравнение размер-
ностей, вычисление нормализованных размер-
ностей и пр.), марковские процессы на градуи-
рованных графах (процесс Планшереля, про-
цесс Ричардсона и др.), операции над таблицами 
Юнга (преобразование RSK, преобразование 
Шютценберже и т. д.), инструменты для визуали-
зации различных комбинаторных объектов и пр. 
В статье для примера приведено лишь краткое 
описание нескольких реализованных функций.
С помощью разработанного программного ин-

струментария проведены многочисленные ком-
пьютерные эксперименты, в результате которых 
получены новые научные результаты [19–23, 
25–27], что подтверждает эффективность данно-
го инструментария.
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Введение: существующие вǡнастоящее время системы мониторинга и управления состоянием автотранспортных средств, 
а также методы построения оптимального маршрута передвижения не позволяют моделировать информационные атаки на 
инфраструктуру транспортных сетей и осуществлять оценку нарушения функционирования автотранспортных средств. Цель: 
разработать метод передачи информационных сообщений сǡ использованием аппарата дискретной ситуационной сети для 
повышения безопасности передвижения автономных транспортных средств. Результаты: разработаны модели построения 
маршрута и передвижения автономных транспортных средств. По сравнению сǡ традиционными алгоритмами нахождения 
кратчайших путей оптимальный маршрут передвижения автономных транспортных средств формируется динамически за счет 
оценки характеристик сегмента пути, встречающегося на маршруте, и времени, которое затрачивается на достижение пункта 
назначения. Это обеспечивается при помощи предложенного метода передачи информационных сообщений вǡ дискретной 
ситуационной сети, где корректировка маршрутной информации осуществляется на базе активных и пассивных решателей 
сǡформированием информационных сообщений о нарушениях текущей дорожной обстановки и управляющих сообщений для 
изменения маршрута передвижения. Для повышения безопасности при передаче информационных сообщений разработаны 
алгоритмы обеспечения конфиденциальности и достоверности переданных сообщений. Практическая значимость: результаты 
исследования могут быть использованы при проектировании и построении систем управления автономными транспортными 
средствами, а также для моделирования их передвижения вǡ условиях информационных атак. Благодаря возможности про-
граммной реализации алгоритма обеспечения достоверности переданных сообщений достигается практический результат за-
щиты от атак отказа вǡобслуживании.

Ключевые словаǡ— дискретная ситуационная сеть, децентрализованная сеть, информационная атака, функциональная без-
опасность, оптимизация маршрута передвижения, алгоритм Дейкстры.
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Введение

Процесс моделирования транспортных сетей 
позволяет оптимизировать маршруты передви-
жения и сократить задержки, тем самым улуч-
шить эффективность транспортных операций. 
«…транспортное моделирование широко при-
меняется в процессе создания новых дорожно-
транспортных узлов и процессов передвижения 
автотранспортных средств и представляет со-
бой создание рабочей модели дорожного движе-
ния, соответствующего движению в реальных 
условиях на автомобильных дорогах. Как пра-
вило, имитационное моделирование произво-
дится в специализированном программном обе-
спечении и является быстрым и удобным спо-
собом оценки эффективности организации до-
рожного движения» [1]. Однако существующие 
на рынке средства не допускают возможности 
моделировать передачу информационных сооб-
щений для оптимизации маршрута передвиже-
ния автономных транспортных средств (АТС). 

Применяемые в настоящее время системы для 
отслеживания и управления состоянием АТС 
включают методы:

— анализа функционирования датчиков и 
CAN-шин, а также бортовых диагностических 
систем [2–6], которые оценивают работу транс-
портного средства и на основе отклонений от 
нормальных параметров функционирования 
в том числе выявляют потенциальные поломки 
и предсказывают их возникновение [7, 8]. В рам-
ках этого же направления можно назвать и оцен-
ку рисков при использовании АТС [9];

— мониторинга и управления АТС и дорож-
ным движением, которые включают использо-
вание средств наблюдения, камер и устройств, 
установленных на автомобилях [10, 11]. Они так-
же позволяют создать цифровую модель функ-
ционирования дороги [12, 13], на основе которой 
выявляются отклонения при помощи машинно-
го обучения или нейронных сетей [14, 15], что 
способствует прогнозированию уровня трафика 
и загрузки дорожных сетей;
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— оптимизации передачи сообщений, осно-
вывающиеся на поиске функций, с минимиза-
цией уровня потерь. Алгоритмы, заложенные 
в них, используются как в управлении марш-
рутами автотранспорта, так и в распределении 
нагрузки между вычислительными ресурсами и 
сетями [16, 17].
Однако рассмотренные модели и методы не 

позволяют осуществлять моделирование инфор-
мационных атак на инфраструктуру транспорт-
ных сетей и нарушение их безопасности. В этих 
условиях необходимость разработки систем обе-
спечения информационной безопасности обу-
словлена как ростом числа АТС с одной стороны, 
так и возрастанием потенциальных уязвимостей 
к информационным атакам [18–20] за счет уве-
личения количества компонентной базы (датчи-
ков, коммуникационных модулей, автопилотов 
и т. д.) с другой стороны, поскольку нарушение 
безопасности любого из этих компонентов может 
иметь серьезные последствия, включая аварии и 
угрозы жизни.
С учетом перспектив развития АТС и их зна-

чимости для общества исследования в области 
моделирования информационных атак и защи-
ты инфраструктуры АТС являются актуальной 
и неотъемлемой частью обеспечения их безопас-
ности и надежности. Результаты таких исследо-
ваний могут привести к разработке эффектив-
ных мер по предотвращению и защите от инфор-
мационных угроз в сфере транспортных сетей. 

Модель построения маршрута 
передвижения АТС

С ростом количества АТС их взаимодействие 
в сетевой инфраструктуре становится все более 
сложным и требует эффективной оптимизации 
маршрутов передвижения для обеспечения без-
опасного движения. Одним из инструментов 
решения этой задачи является метод моделиро-
вания транспортной инфраструктуры на основе 
дискретной ситуационной сети (ДСС) [21]. Этот 
метод позволяет отобразить сложные сценарии 
взаимодействия АТС в виде графа, где вершины 
представляют узловые точки транспортной ин-
фраструктуры, а ребра — возможные пути связи 
между ними. В этих условиях требуется осуще-
ствить разработку способа оптимизации марш-
рута передвижения АТС в децентрализованной 
сети при информационных воздействиях. Тогда 
можно утверждать, что АТС перемещаются «по 
неориентированному графу маршрута с опреде-
ленной скоростью и могут обмениваться инфор-
мационными сообщениями о текущей дорожной 
обстановке. Это требует сформировать описание 
структуры сети, позволяющей осуществлять 

передачу информационных сообщений, которые 
содержат сведения о состоянии АТС и особенно-
стях его функционирования, а также отражают 
изменение окружающей обстановки при пере-
движении транспортного средства по неориен-
тированному графу» [21]. С учетом этого для по-
строения маршрута разработаем модель карты, 
на основании которой формируется маршрут. 
Одним из вариантов представления карты явля-
ется граф (сеть), который отвечает следующему 
виду:

     , , , , ,K S D Cr Sl M   (1)

где S — площадь карты (максимальные пара-
метры графа); D — площадь дорожных покры-
тий; Cr — множество пересечений (промежуточ-
ные вершины графа); Sl — множество решате-
лей (выбор передвижения по графу); M — множе-
ство маршрутов передвижения (направление ре-
бер графа).
Алгоритм построения карты можно сформи-

ровать в виде шагов.
Шаг 1. Инициализация карты. Карта задает-

ся через известные параметры ширины и высо-
ты. В общем виде площадь 

 
d( ) ,

b

a

S f x x    (2)

где f(x) — функция искривления полотна. 
Будем считать, что на границах карты допу-

скается формирование стоков и истоков дорог.
Шаг 2. Оценка площади дорожного полотна. 

При формировании площади дорожного полот-
на примем также допущение, что оно является 
прямолинейным, тогда площадь всех дорог, вхо-
дящих в дорожное полотно, можно представить 
как сумму площадей всех дорожных полотен, 
участвующих в формировании маршрута от ис-
тока к стоку:   

 1
,

N

i
i

D d


    (3)

где D — размер полотна; di = ai · bi, ai — ширина 
i-го дорожного полотна, bi — длина i-го дорожно-
го полотна, ограниченного истоком и стоком; i  — 
идентификатор дороги.
Использование (3) позволяет выявить пло-

щадь участков полотна, не задействованных 
в движении, как разность площадей (S — D), 
что дает возможность осуществить сегментацию 
участков, не задействованных в движении.
Шаг 3. Построение набора свойств дорожной 

разметки для каждого di-го дорожного полотна:

 
      1 2      , , , , , , ,MR r type v r type v r type v   (4)



ИНФОРМАЦИОННО-УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 6, 202348

ЗАЩИТА ИНФОРМАЦИИ

гд е r i — элемент дорожной разметки; type — вид 
разметки; v — объем нанесения.
Шаг 4. Нахождение и построение пересечений 

дорожных полотен, для чего осуществляется:
4.1. Разбиение площади дорожного полотна (3), 

располагающегося между истоком и стоком, на 
множество интервалов длиной

 
 1 2   ,   , , ,i i id d d

cL l l l 
 
  (5)

где lс di — коли  чество интервалов разбиения для 
i-го дорожного полотна.

4.2. Вычисление на площади карты (2) кон-
трольной точки K с координатами (x, y), позволя-
ющей задать координаты i-го интервала относи-
тельно данной точки. 

4.3. Формирование множества идентификато-
ров пересечения дорог (перекрестков)

  1 2   , , , NCr Cr Cr Cr    (6)

с по мощью сравнения попадания в границы ко-
ординат интервалов:

 
 | .d d d

n i j c c i c jCr d d l l d l d        (7)

Шаг 5. Нахождение сегмента дорожного по-
лотна, заключенного между идентификаторами 
пересечения дорог:

  1, .
n n

d
c cCr Crd U l


   (8 )

Это дает возможность построить множество 
сегментов маршрута и присво ить каждому сег-
менту весовой коэффициент , позволяющий 
определить свойства сегмента маршрута (напри-
мер, задержки в пути):

 

   
       

1

1 2 1

1

2

 

  

,  

, ,

  ,

, , .
n n

n n N N

Cr Cr

NCr Cr Cr Cr

C d

d d



  



 




 
 (9) 

Шаг 6. Назначение уникального идентифи-
катора ID кажд ому сегменту дорожного полотна: 
dID

(Crn,Crn+1).
Шаг 7. Формирование множества пассивных 

решателей, для этого:
7.1. Определение координаты нахождения 

пассивного решателя, в частном случае можно 
использовать равноудаленное позиционирова-
ние пассивного решателя относительно центра 
дороги. 

7.2. Присваивание множеству пассивных ре-
шателей уникальных идентификационных но-
меров:

 1 2   ( , , ..., ),i i id d d
GSlp Slp Slp Slp   (10 )

где Slpd
G

i
 — количество пассивных решателей на 

di-м дорожном полотне.
7.3. При сваивание пассивного решателя под-

множ еству элементов дорожной разметки rm из 
множества R (4):

 .id
mSlp r   (11) 

Шаг 8. Формирование множества активных 
решателей, для этого:

8.1. Определение координаты нахождения ак-
тивного решателя, который находится в грани-
цах пересечения дорог согласно (7).

8.2. Присваивание множеству активных ре-
шателей уникальных идентификационных но-
меров:

 1 2   ( , , ..., ),i i id d d
gSla Sla Sla Sla   (12)

 где Slad
g

i —  количество активных решателей на 
di-м дорожном полотне.

8.3. Присваивание активного решателя под-
множеству элементов дорожной разметки rm из 
множества R (4):

 .id
mSla r   (13)

Шаг 9. Построение кратчайших путей в гра-
фе (сети). Учитывая в расчете значение весового 
коэффициента  (9) при построении сети, осно-
ванного  на различных известных характеристи-
ках дороги, например: образование пробок, на-
хождение лежачего полицейского на конкретном 
участке дороги, — активный решатель формиру-
ет решение о дальнейшем движении автомоби-
ля. В частном случае целесообразно рассмотреть 
построение маршрута с учетом в качестве весо-
вого коэффициента времени прохождения пути, 
тогда:

9.1. Представление множества сегментов до-
рог в виде графа с учетом введенных весов  (9), 
ребер и выделенных вершин. 

9.2. Определение первой ближайшей к стоку 
вершины как вершины истока.

9.3. Выбор подмножества v вершин, принад-
лежащих множеству V, ближайших к вершине-
истоку, с учетом значений веса расстояния d(). 
Определение их как непомеченных v*(d). 

9.4. Для найденных вершин расчет времени 
задержки в них как t = d/s + z, где d — рассто-
яние; s — скорость АТС, развиваемая на данном 
расстоянии; z — временные задержки, вызван-
ные пассивными решателями на указанном пу-
ти. 

9.5. Среди непомеченных вершин зафикси-
ровать вершину с наименьшим весом, т. е. v*(d). 
Дальнейшее рассмотрение начинается с нее, 
с повторением шагов 9.2–9.5. Зафиксировать ре-
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бра из вершины, найденной на шаге 9.2, в вер-
шину, найденную на шаге 9.5. При этом зафик-
сированную на шаге 9.2 вершину считать поме-
ченной и исключить из рассмотрения.

9.6. В случае если все вершины графа ока-
жутся помеченными, алгоритм свою работу за-
вершает.

Модель пере  движения АТС

Передвижение АТС осуществляется с учетом 
информационных сообщений, полученных от ре-
шателей. Найдем близлежащий к АТС решатель 
из множества доступных решателей (12) за счет 
выявления максимального сигнала signal(Slan), 
исходящего от решателей, находящихся в под-
множестве видимости:

 

 
    

1

2   

( , 

( , , ,g

Slа signal Sla

signal Sla signal Sla




 
 (14)

или  по оценке местонахождения ближайшего ре-
шателя исходя из его координат.
Для выявленных решателей совершаем сле-

дующие действия:
1. Формируем сообщения об идентификации 

АТС в сетевой инфраструктуре ДСС. Для этого 
выдели  м сообщение Mw, позволяюще е опреде-
лить местонахождение АТС:

 
   , , ,  ,w stockM t w d k   (15)

где  t — время появления АТС в истоке; w — уни-
кальный идентификатор АТС отправителя; 
dstock — место назначения АТС (идентификатор 
стока); k — координаты нахождения АТС.

2. На основании полученных координат от 
АТС фиксируем пункт места назначения и зада-
ем функцию передвижения. Решатель осущест-
вляет данную процедуру, проведя следующие 
мероприятия:

2.1. Построение наикратчайшего пути соглас-
но шагу 9.

2.2. Формирование управляющего сообщения 
о передвижении АТС для последующей опти-
мизации маршрута с учетом информации о на-
рушениях и (или) препятствиях, которые могут 
произойти на его пути:

 
 , ,jM w l   (16)

где Mj — уникальный идентификатор сообще-
ния; l — управляющее сообщение с маршрутом 
передвижения.

2.3. Построение маршрута передачи сообще-
ний о АТС на основе информации о количестве 
тактов ДСС с использованием информации, по-

лученной в (2) и (3), и распространение его по 
ДСС:

 
  ,  ,  ,MM w l p   (17)

где MM  — уникальный  идентификатор сообще-
ния о маршрутизации сообщений; p — техниче-
ские характеристики АТС.

3. Регистрируем оперативную информацию о 
прохождении АТМ контрольных точек маршру-
та. Для этого по маршруту сети АТС передвига-
ется с передачей оперативной информации близ-
лежащему решателю о времени прохождения 
контрольных точек маршрута для возможности 
построить новый маршрут с учетом вероятных 
нарушений в траектории движения: 

 
  ,  ,  ,oiM w l oi   (18)

где Moi — оперативная информация о време-
ни прохождения контрольных точек маршру-
та; oi — время прохождения контрольных точек 
маршрута АТС.

4. На основании (18) решателем осуществля-
ется коррекция:

— маршрутизации транспортных средств, 
находящихся в пути, с использованием сообще-
ний согласно (16);

— маршрута передачи сообщений о передви-
жении автономного наземного транспортного 
средства между решателями в ДСС.

Метод защищенной передачи 
информационных сообщений в ДСС

Как было упомянуто ранее, активным реша-
телям известна информация о весах дороги, но 
ничего не известно о препятствиях, возника-
ющих во время движения на дорогах. Это при-
водит к тому, что активный решатель не может 
правильно предложить оптимальный маршрут 
до получения соответствующей информации о 
возможных нарушениях передвижения. Тогда 
для коррекции марш рутной информации АТС 
формируют информационные сообщения о на-
рушениях, учитывая текущую дорожную обста-
новку. Это позволяет скорректировать и выбрать 
оптимальный маршрут других АТС.
Рассмотрим метод передачи информацион-

ных сообщений в ДСС со стороны АТС.
1. Пусть АТС движется с скоростью V(t). При 

обн аружении препятствий или нарушений дви-
жения на дорогах АТС изменяет скорость пере-
движения с формированием для активного ре-
шателя информационного сообщения, содержа-
щего характеристику, подлежащую коррекции 
(например, в частном случае это скорость или 
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необходимость перестроиться на соседнюю поло-
су), и описание сегмента дороги, на котором про-
исходит изменение характеристики функциони-
рования АТС. Для этого сформируем сообщение, 
аналогичное сообщению (18):

 
    ,  ,  ,oiM w l p V t   (19)

где l — сообщение о сегменте маршрута на пути 
передвижения АТС.
Тогда возникает задача минимизации коли-

чества сообщений в условиях максимизации ско-
рости:

 
 

1
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, 
n

n oi
i

V M M


    (20)

где V( M) — максимальная скорость АТС при по-
лучении сообщения; n — количество сообщений 
для формирования маршрутной информации.

2. Анализ оптимального маршрута передачи 
информационных сообщений предполагает три 
случая.
Случай 1 — в системе управления АТС при-

сутствует аппарат для построения топологии се-
ти передачи информационных сообщений. Тогда 
по запросу от АТС с активного решателя загру-
жается информационное сообщение (17), которое 
позволяет сформировать граф, хранящий ин-
формацию о количестве ребер, которые может 
обойти сообщение. На основании полученного 
сообщения выполняется построение и заполне-
ние структур данных в модели передачи данных 
(матрица смежности, инцидентности с построе-
нием матрицы маршрутизации). 
Случай 2 — анализ топологии выполнить не-

возможно. В общем случае сообщение планиру-
ется к передаче близлежащему решателю.
Случай 3 — имеется информация о всех ак-

тивных решателях, которые были пройдены на 
пути движения АТС, актуальная для тех АТС, 
которым предстоит пройти препятствие. При 
данных условиях информационное сообщение 
формируется для всех пройденных АТС реша-
телей (т. е. информация передается в направле-
нии, противоположном движению АТС). 

3. Отправка сформированного пакета всем 
активным решателям, которые находятся от 
АТС на расстоянии, не превышающем возмож-
ное для получения сообщения.
Теперь рассмотрим метод передачи информа-

ционных сообщений в ДСС со стороны активного 
решателя.
При получении сообщения от АТС на стороне 

активного решателя возникает две задачи: 
— формирование маршрута передачи инфор-

мационного сообщения о нарушениях в дорож-
ной обстановке для соседних активных решате-

лей с широковещательной рассылкой данного 
сообщения по найденным маршрутам;

— формирование сообщения для АТС, находя-
щихся в сегменте дороги, под влиянием активно-
го решателя, содержащего управляющее воздей-
ствие, для оптимизации маршрута передвижения.

4. Для решения задачи 1 со стороны активно-
го решателя осуществляется:

4.1. Проверка достоверности полученного от 
АТС информационного сообщения и анализ ко-
личества сообщений от данного АТС или сосед-
них АТС, движущихся по данному маршруту, 
для защиты от атак отказа в обслуживании. 

4.2. Формирование таблицы маршрутизации 
указанного сообщения на основании графа топо-
логии активных решателей при условии досто-
верности сообщения на шаге 4.1. Это позволяет 
уменьшить загруженность каналов связи ДСС 
при передаче информационных сообщений.

4.3. Широковещательная рассылка информа-
ционных сообщений о нарушении дорожной об-
становки.

5. Для решения задачи 2 со стороны актив-
ного решателя осуществляется формирование 
маршрута передвижения АТС, для этого произ-
водится: 

5.1. Вычисление всех АТС из множества АТС, 
находящихся в заданном сегменте дороги, для 
которых требуется изменение маршрута.

5.2. Изменение весового коэффициента, при-
своенного каждому сегменту, или исключение 
данного ребра в зависимости от вида нарушения 
дорожной обстановки.

5.3. Перерасчет оптимального кратчайшего 
пути при помощи алгоритма Дейкстры на осно-
вании измененных весовых коэффициентов.

5.4. Формирование для АТС управляющего 
сообщения с новым маршрутом передвижения.

5.5. Передача активным решателям инфор-
мации об оптимальном маршруте передвижения 
для АТС, найденных на шаге 5.1, или широкове-
щательная рассылка для всех АТС.

Практическое применение метода 

Практическое применение метода защищен-
ной передачи информации для передвижения 
АТС реализовано в программном комплексе на 
основе моделирования движения АТС на участке 
дорожного полотна. АТС движутся из одной точ-
ки карты в другую. При этом центральный ор-
ган управления АТС отсутствует. Оптимизация 
движения маршрута идет в определенных узлах 
данной сети (решателях) и обеспечивается при 
помощи алгоритма Дейкстры и обмена сообще-
ниями о текущей дорожной обстановке между 
АТС и решателями. Для разработки програм-
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много комплекса был выбран язык программи-
рования TypeScript, для отрисовки карты и соз-
дания анимации используются элемент Сanvas и 
библиотеки с открытым исходным кодом React. 
Программный комплекс оптимизирован, увели-
чение производительности достигается за счет 
предварительной индексации данных, которая 
подразумевает под собой расчет данных из вход-
ных параметров. Доступны различные конфи-
гурации окружения для симуляции разнообраз-
ных условий улично-дорожной сети. Ядром про-
граммы является ДСС-модуль, который работает 
в дискретные такты и контролирует передви-
жение АТС, их скорость, а также осуществляет 
передачу информационных сообщений в каж-
дый рабочий такт. Он обеспечивает работу всей 
системы при помощи контроллера прогресса, 
контроллера скорости, контроллера сигналов и 
криптографического модуля. Архитектура про-
граммного комплекса продемонстрирована на 
рис. 1. 
На вход программы поступают данные о 

множестве дорог и препятствий на них, кото-

рые образуют карту. Структура программы по-
зволяет в любой момент сгенерировать любую 
другую карту, подав на вход иные параметры. 
В качестве дальнейшего развития программно-
го комплекса может быть использована проце-
дурно-генерируемая карта. Возможно нанесе-
ние двух типов препятствий: пешеходных пере-
ходов и лежачих полицейских. Конфигурации 
заданы по умолчанию, однако их можно мо-
дифицировать в процессе работы программы. 
Они включают в себя загруженность дорог, ко-
личество препятствий, количество ребер для 
передачи информационного сообщения, нали-
чие или отсутствие АТС, включение и отключе-
ние режима безопасных сообщений. С учетом 
их происходит процесс запуска и координация 
перемещения АТС. После предобработки кар-
ты получен граф всех возможных путей следо-
вания АТС. Вершинами графа карты являются 
точки начала и конца каждого перекрестка, 
стоки и истоки, а участки дороги, находящие-
ся между вершинами, будут являться ребрами 
графа (рис. 2). 
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 Рис. 1. Архитектура программного комплекса
 Fig. 1. Architecture of the software package
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Каждый такт основ н ого цикла програм-
мы — это такт работы ДСС. В работе основно-
го цикла ДСС использует ядро программы, ко-
торое, пользуясь различными контроллерами, 
координирует передвижение, скорость АТС и 
контролирует состояние сети в целом. При по-
явлении в сети АТС ему назначается маршрут 
исходя из стока, в который оно направляется. 
Каждый такт ДСС проверяет, сколько прошло 
времени с предыдущего такта, и пересчитыва-
ет пройденное АТС расстояние с учетом дорож-
ной обстановки и скоростного индекса карты. 
Контроллер сигналов (см. рис. 1) координиру-
ет перемещение сообщений по сети и реаги-
рует на эти сообщения, внося корректировки 
в маршрутную информацию и скорость пере-
движения с учетом обеспечения информацион-
ной безопасности АТС. Для этого в к аждом АТС 
предусмотрен криптографический модуль. При 
включенном кри птографическом модуле АТС 
обмениваются секретным ключом при помощи 
алгоритма Диффи — Хеллмана. Это позволяет 
обеспечивать безопасность при перехвате сооб-
щений, т. е. АТС-злоумышленник не сможет ис-
пользовать информацию о возможных препят-
ствиях, и вектор атаки будет гораздо меньше. 
Для защиты от атаки отказа в обслуживании 
проводится анализ трафика. При обнаружении 
подозрительного трафика, исходящего от ка-
кого-либо АТС, активный решатель перестает 
принимать от него сообщения. Для защиты от 
модификации данных и имитации источника 
применен алгоритм электронной цифровой под-
писи. При запуске АТС по умолчанию получает 
сертификат условного удостоверяющего цен-

тра, АТС-злоумышленник, напротив, данного 
сертификата не удостоится.
Для анализа результативности работы раз-

работанного комплекса и проверки достижения 
поставленной цели повышения безопасности 
при обмене сообщениями об оптимизации марш-
рута необходимо оценить уровень функциональ-
ной безопасности, достигнутый при разработке. 
Под функциональной безопасностью в данном 
программном комплексе подразумевается кор-
ректное функционирование системы. Например, 
за счет уменьшения количества принятых сооб-
щений и увеличения истинности информации. 
Коэффициент, влияющий на безопасность пере-
движения:

 
    ,S

K
t

   (21)

где S — р асстояние, пройденное АТС; t — время, 
затраченное на преодоление расстояния S. Для 
оценки произведенного эффекта сравним два ко-
эффициента — с использованием и без использо-
вания безопасных сообщений: 

1

2
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где tu, ts — в ремя, затраченное на преодоление 
расстояния S без использования и с использова-
нием безопасных сообщений соответственно. 
На первом этапе оценено время в пути АТС 

с использованием безопасных сообщений и без 
них. Следует учитывать, что показатели будут 
равны, если в системе не будут присутствовать 
АТС-злоумышленники. Поэтому надо проанали-
зировать программный комплекс, внедрив АТС-
злоумышленников, приносящих различные 
информационные угрозы. Фиксирование пока-
зателей времени в пути АТС произведено при 
различных условиях: на коротких и длинных 
дистанциях, при большей и меньшей загружен-
ности дороги. 
График зависимости времени от протяженно-

сти дороги представлен на рис. 3. Данные были 
получены при неизменной загруженности доро-
ги (табл. 1).
Для оценки загруженности дороги необходи-

мо воспользоваться пространственной характе-
ристикой, определяющей степень стесненности 
движения, а именно плотность транспортного 
потока: 

авт/км
д
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  Рис. 2. Демонстрация работы программного ком-
плекса

  Fig. 2. Demonstration of the software package
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Здесь L — длина оцениваемого участка до-
роги; lдi

 — расстояние от начала одного АТС до 
начала впереди идущего АТС; n — количество 
участков между двумя АТС на заданной длине 
дороги.
График зависимости среднего времени в пути 

от плотности транспортного потока представлен 
на рис. 4. Данные были получены при направле-
нии АТС по конкретному маршруту следования 
(табл. 2).
По первой выборке получено, что коэффици-

ент безопасности функционирования (21) увели-
чился на 13 % при различной протяженности до-
рог при использовании безопасных сообщений. 
Вторая выборка показала увеличение коэффи-
циента функциональной безопасности на 37 %, 
что свидетельствует об эффективности предло-
женных мер. 

Заключение

В исследовании был разработан и реализован 
программный комплекс для обеспечения без-
опасности и оптимизации маршрута передвиже-
ния АТС. В ходе работы рассмотрены различные 
аспекты безопасности, включая криптографи-
ческую защиту, анализ трафика и алгоритмы 
электронной цифровой подписи. Для оценки эф-
фективности предложен коэффициент безопас-
ности, учитывающий расстояние, пройденное 
АТС, и время, затраченное на преодоление этого 
расстояния. Сравнение этого коэффициента с ис-
пользованием защищенных сообщений и без их 

 Рис. 3. Зависимость времени передвижения АТС от 
протяженности дороги
 Fig. 3. Graph of time dependence on the length of the 
road 

 Таблица 1. Зависимость времени в пути от протяжен-
ности дорог
 Table 1. Dependence of travel time on the length of 
roads

Протяженность 
дороги, м

Время в пути, с

с использованием 
безопасных 
сообщений

без использования 
безопасных 
сообщений

100 5 5

272 13 16

346 20 25

500 25 29

777 30 35

809 38 47

1022 52 60

3540 175 190

Среднеквад-
ратичное 
отклонение

54,6 58,7

 Таблица 2. Зависимость времени в пути от плотности 
транспортного потока
 Table 2. Dependence of travel time on the length of 
roads

Плотность
потока, авт/км

Время в пути, с

с использованием 
безопасных 
сообщений

без использова-
ния безопасных 
сообщений

4 20 30

8 25 37

12 30 35

24 47 67

30 63 85

Среднеквадра-
тичное 

отклонение
17,73 24

 Рис. 4. Зависимость времени передвижения АТС от 
плотности транспортного потока
 Fig. 4. Graph of time dependence on traffic flow den-
sity
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использования позволило оценить достижение 
поставленной цели — повышение безопасности 
при обмене сообщениями об оптимизации марш-
рута. К дальнейшему направлению исследова-
ния целесообразно отнести усовершенствование 
криптографических методов, анализа трафика и 

системы обнаружения атак для более надежной 
защиты от различных видов угроз, а также про-
ведение более широкого анализа и тестирования 
в различных условиях и сценариях функциони-
рования.
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Introduction: Current vehicle monitoring and management systems, as well as methods for route optimization do not permit 
modeling cyberattacks on the transportation infrastructure nor assessing the disruption of traffic flow. Purpose: To develop a method for 
transmitting information messages using a discrete situational network device to improve the safety of autonomous vehicles. Results: We 
develop models of route construction and autonomous vehicle movement. Compared with traditional algorithms for finding the shortest 
paths, the route optimization for autonomous vehicles is carried out dynamically by evaluating the characteristics of the segment of the 
path encountered on the route and the time it takes to reach the destination. This is ensured by the proposed method of transmitting 
information messages in a discrete situational network, where the correction of route information is carried out on the basis of active and 
passive solvers accompanied by the formation of information messages about the disruptions of the current traffic situation as well as 
control messages for changing the route of movement. To improve the security of the transmission of information messages, we develop 
algorithms that ensure the confidentiality and reliability of the transmitted messages. Practical relevance: The results of the study 
can be used in the design and construction of control systems for autonomous vehicles, as well as for modeling their movement under the 
conditions of cyberattacks. Owing to the possibility of software implementation of the algorithm to ensure the reliability of transmitted 
messages, a practical result of protection against denial-of-service attacks is achieved.
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algorithm.

For citation: Fatkieva R. R. Secure data transmission method for the movement of autonomous vehicles. Informatsionno-upravliaiushchie 
sistemy [Information and Control Systems], 2023, no. 6, pp. 46–56 (In Russian). doi:10.31799/1684-8853-2023-6-46-56, EDN: QFOYCQ

References
1. Kolyshkina D. V., Drogacheva Y. A., Shevtsova A. G. Over-

view of traffic flow simulation programs. Voronezh Scientif-
ic and Technical Journal, 2019, vol. 3, no. 3(29), pp. 111–117 
(In Russian). EDN: SBZGHF

2. Zeina A., Qutaiba A. I. Examining the effects of exterocep-
tive sensors of autonomous vehicles (AV) on CAN bus. Inter-
national Journal of Sensors, Wireless Communications and 
Control, 2023, vol. 13, no. 4, pp. 270–283. https://dx.doi.org/
10.2174/2210327913666230824145823

3. Campos-Ferreira A. E.,Lozoya-Santos J. d. J.,Tudon-Mar-
tinez J. C., Mendoza R. A. R., Vargas-Martínez A., Mo-
rales-Menendez R.,Lozano D. Vehicle and driver monitoring 
system using on-board and remote sensors. Sensors, 2023, 
no. 2: 814. https://doi.org/10.3390/s23020814

4. Song H.M., Kim H.K. Discovering CAN specification using 
on-board diagnostics. IEEE Design & Test, 2021, vol. 38, 
no. 3, pp. 93–103. doi:10.1109/MDAT.2020.3011036

5. Abhinand K. K., Bavos A., Achankunju T. A., Joseph J., 
John S., Kumar S.N. IoT-based driving pattern analysis and 
engine sensor damage prediction using onboard diagnostics. 
In: Mobile Radio Communications and 5G Networks. Lecture 
Notes in Networks and Systems. Springer, 2023, vol. 588, 
pp. 425–432. https://doi.org/10.1007/978-981-19-7982-8_35

6. Kumar R., Jain A. Classification by vehicle OBD data using 
machine learning. J Supercomputer, 2023, vol. 79, 
pp. 18800–18819. https://doi.org/10.1007/s11227-023-05364-3

7. Rimpas D., Papadakis A. Driving events identification and 
operational parameters correlation based on the analysis of 
OBD-II timeseries. Proc. of the 8th Intern. Conf. on Vehicle 
Technology and Intelligent Transport Systems, 2022, 
pp. 257–264. https://doi.org/10.5220/0011036400003191

8. Meenakshi,Nandal R.,Awasthi N. OBD-II and big data: 
A powerful combination to solve the issues of automobile care. 

Computational Methods and Data Engineering. Advances in 
Intelligent Systems and Computing, 2021, vol. 1257, pp. 172–
189. https://doi.org/10.1007/978-981-15-7907-3_14

9. Yang T., Murguia C., Lv C. Risk assessment for connected 
vehicles under stealthy attacks on vehicle-to-vehicle net-
works. IEEE Transactions on Intelligent Transportation 
Systems, 2023, pp. 1–12. doi:10.1109/TITS.2023.3292188 

10. Redmill K. A.,Yurtsever E.,Mishalani R. G.,Coifman B.,
McCord M. R. Automated traffic surveillance using existing 
cameras on transit buses. Sensors, 2023, no. 11: 5086. 
https://doi.org/10.3390/s23115086

11. Choudhary A., Mian T., Fatima S., Panigrahi B. K. Deep 
transfer learning based fault diagnosis of electric vehicle 
motor. IEEE Intern. Conf. on Power Electronics, Drives and 
Energy Systems (PEDES), 2022, pp. 1–6. doi:10.1109/
PEDES56012.2022.10080274

12. Zhao M., Zhao N. Method for the construction of urban road 
digital elevation models integrated with semantic informa-
tion. Applied Sciences, 2023, vol. 13, no. 7: 4210. https://doi.
org/10.3390/app13074210 

13. Svaty Z.,Vrtal P.,Kouhout T.,NouzovskyL. Automated de-
tection and vectorization of road elements in high resolution 
orthographic images. The International Archives of the Pho-
togrammetry, Remote Sensing and Spatial Information 
Sciences, 2023, vol. XLVIII-5/W2-2023, pp. 111–116. https://
doi.org/10.5194/isprs-archives-XLVIII-5-W2-2023-111-2023

14. Sharma H., Shrivastava V., Bharti K. K.,Wang L. Smart 
city: Road traffic monitoring system based on the integra-
tion of IoT and ML. Communication and Intelligent Systems, 
2022, vol. 686, pp. 177–189. https://doi.org/10.1007/978-981-
99-2100-3_12

15. Zhong W., Du L. Predicting traffic casualties using support 
vector machines with heuristic algorithms: A study based on 



ИНФОРМАЦИОННО-УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 6, 202356

ЗАЩИТА ИНФОРМАЦИИ

collision data of urban roads. Sustainability, 2023, vol. 15, 
no. 4: 2944. https://doi.org/10.3390/su15042944

16. Annu P., Rajalakshmi P., Praveen Tammana. Optimizing 
latency for real-time traffic and road safety applications 
through MEC-based V2X system. Intern. Conf. on Smart Ap-
plications, Communications and Networking (SmartNets), 
Istanbul, Turkiye, 2023, pp. 1–8. doi:10.1109/Smart-
Nets58706.2023.10215515

17. Nafi N. S., Khan R. H., Khan J. Y.,Gregory M. A predictive 
road traffic management system based on vehicular ad-hoc 
network. Australasian Telecommunication Networks and 
Applications Conference (ATNAC), Southbank, VIC, Aus-
tralia, 2014, pp. 135–140. doi:10.1109/ATNAC.2014.7020887

18. Fatkieva R. R. Application of attack graphs to simulate the 
violation of the movement of vehicles in the convoy. XXVI 
Intern. Conf. on Soft Computing and Measurements (SCM), 

Saint-Petersburg, Russian Federation, 2023, pp. 248–251. 
doi:10.1109/SCM58628.2023.10159111

19. Kong H.K., Hong M.K., Kim T.S. Security risk assessment 
framework for smart car using the attack tree analysis. Jour-
nal of Ambient Intelligence and Humanized Computing, 2018, 
vol. 9, pp. 531–551. https://doi.org/10.1007/s12652-016-0442-8

20. Wang Y.,Huang A.,Yang F.,Bian N.,Zhang J.,Guo L. Sys-
tematic assessment of cyber-physical security of lane keep-
ing control system for autonomous vehicles. Security and 
Safety, 2023, vol. 2,2023027, pp. 6. https://doi.org/10.1051/
sands/2023027

21. Fatkieva R. R., Korytov P. V. Assessment of applicability of 
discrete situational networks for information transmission 
in intelligent transport networks. Automatic Documentation 
and Mathematical Linguistics, 2022, vol. 56, pp. 70–75. 
https://doi.org/10.3103/S0005105522020029

 !

    Научная  электронная  библиотека  (НЭБ)  продолжает  работу  по  реализации  проекта 
SCIENCE INDEX. После того как Вы зарегистрируетесь на сайте НЭБ (http://elibrary.ru/
defaultx.asp), будет создана Ваша личная страничка, содержание которой составят не только 
Ваши персональные данные, но и перечень всех Ваших печатных трудов, имеющихся в базе 
данных НЭБ, включая диссертации, патенты и тезисы к конференциям, а также сравнитель-
ные индексы цитирования: РИНЦ (Российский индекс научного цитирования), h (индекс 
Хирша) от Web of Science и h от Scopus. После создания базового варианта Вашей персональ-
ной страницы Вы получите код доступа, который позволит Вам редактировать информацию, 
помогая создавать максимально объективную картину Вашей научной активности и цити-
рования Ваших трудов.



ИНФОРМАЦИОННО-УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 6, 2023 57

СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ

УДК 681.51 
doi:10.31799/1684-8853-2023-6-57-65
EDN: UFBFDT
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Введение: синтез систем стабилизации программных движений объектов является актуальной задачей теории управления. 
Проекционно-операторные методы математического программирования служат адекватными методами синтеза управлений 
для указанного класса задач. Цель: развитие методов синтеза локально допустимых управлений для стабилизации програм-
мных движений линейных и нелинейных динамических объектов сǡограничениями. Результаты: линейный стационарный объект 
управления задан вǡвиде разностного, управляемого по Р. Калману, оператора. Для указанного объекта управления выполнены 
преобразования проекционного оператора решения задач стабилизации программных движений сǡограничениями и синтези-
рованы уравнения переходных и стационарного состояний исследуемой системы. Условие сжатия получено из оценки нормы 
отклонения фазовых координат системы от стационарного состояния. На основе принципа сжимающих отображений получено 
достаточное условие устойчивости проекционно-операторной динамической системы сǡограничениями на фазовые координа-
ты и управления. Вывод достаточного условия устойчивости позволил определить параметр проекционно-операторной обрат-
ной связи и обеспечить устойчивость проекционного оператора динамической системы, полученного ранее. Вǡкачестве объекта 
управления для вычислительного эксперимента использована векторно-матричная модель синхронного генератора вǡформе 
Коши. Вычислительный эксперимент подтвердил теоретические результаты, полученные вǡработе. Практическая значимость: 
выполнение условия неравенства для определения параметра обратной связи гарантирует устойчивость исследуемой вǡработе 
проекционно-операторной динамической системы.

Ключевые слова — достаточные условия устойчивости, динамические системы, проекционные операторы, оптимизация, 
стабилизация программных движений, локально допустимые управления, ограничения на фазовые координаты и управления, 
синхронный генератор, математическая модель, SimInTech.
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Введение

Актуальность задач стабилизации програм-
мных движений динамических объектов под-
тверждена большим количеством публикаций. 
Например, в работе [1] решается задача посадки 
летательного аппарата без шасси на подвижную 
платформу. В [2] осуществляется координация 
движений модулей механизмов относительного 
манипулирования с тремя степенями свободы. 
В работе [3] исследуется развитие алгоритма по-
строения уравнений движения материальной си-
стемы по заданной программе. В [4] решается за-
дача синтеза программных движений квадрокоп-
тера с тросовой подвеской переменной длины для 
транспортировки грузов. В работе [5] приведены 
результаты вычислительного эксперимента по 
стабилизации программных движений электро-
энергетической системы. Многообразие методов, 

применяемых для решения задач программных 
движений, представлено в работах [6–14]. 
Исследование устойчивости динамических 

систем, рассмотренных в качестве примера вы-
ше, как правило, связано с построением функ-
ции Ляпунова [15–19] и требует дополнительно-
го анализа. В данной статье предлагается вывод 
д остаточного условия устойчивости проекци-
онно-операторной динамической системы, син-
тезированной в работе [5], на основе принципа 
сжимающих отображений [20].

Оператор решения задач стабилизации 
программных движений  линейного 
объекта с ограничениями 

Ранее авторами синтезирован проекционный 
оператор динамической системы для задач ста-
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билизации программных движений линейного 
объекта с ограничениями на векторы фазовых 
координат и управлений [5]. 
Пусть линейный стационарный управляе-

мый по Р. Калману объект управления опреде-
лен разностным оператором 
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екционно-операторной обратной связью для 
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 T 0 ,g С P С;  — пара-

метр «допустимости»; cy — матрица связи меж-
ду выходными координатами yk и координатами 
состояния xk.

Достаточные условия устойчивости 
системы с ограничениями на векторы 
фазовых координат и управлений

Для формулировки достаточных условий 
устойчивости динамической системы (3) исполь-
зован принцип сжимающих отображений [20]. 
Указанный принцип использует понятие непод-
вижной точки оператора x*, удовлетворяющей 
условию x* = A(x*). 
Единственная неподвижная точка сжима-

ющего оператора в соответствии с теоремой 
С. Банаха является пределом последовательно-
сти приближений, определенной равенством [20]

xk+1 = A(xk), k = 1, 2…

Уравнение динамической системы с проекци-
онно-операторной динамической обратной свя-
зью (3) определено уравнением 
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В результате преобразований уравнения пе-
реходных и стационарного состояний примут 
вид
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Отклонения координат от стационарного со-
стояния определяются разностью уравнений 
переходного и стационарного состояний системы 
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Вычисление евклидовых норм правой и левой 
частей равенства с последующей оценкой нормы 
правой части уравнения приводит к неравенству 
вида

1 2 2 2

2 2 2 22

* *

*

k k

u k





    

        

x x Н x x

F T P Н x x
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   1 2 1 2

2
1 2 * .k      x x  (6)

Далее выполним оценку нормы разности ра-
дикалов правой части неравенства (6)
Лемма 1. Имеет место следующая оценка: 

       1 2 1 2
1 2 22

1 2 2

* *

* ,

k k

k

L

L L

       

 

x x x x

x x

где постоянные Липшица имеют вид

1 2 1,L
 

 

2

2 22 2
2
2 2

2 2

.

k

k

L

r

 
     

  

P H С P

H С

Доказательство:  Оценка модуля разности 
двух радикалов выполнена в [21] и имеет вид

            1 2 1 2
1 2 22

* * ,k kL xx x x x   (7)

где L1 /2 = 1 — постоянная Липшица для функ-
ции разности «квадратных корней».
Рассмотрим норму разности, стоящую в пра-

вой части неравенства (7). Запишем функции 
(xk) и (x*) в явном виде: 

           

 

T TT T

T T 0 T 2 ;

k k k k k

k k k k k k r

  



   

   

x b x P С b x P P b x

С P b x С P С С С

           

 

T TT T

T T 0 T 2

* * * *

* .

k

k k k k k r

  



   

   

x b x P С b x P P b x

С P b x С P С С С
 

Подстановка (xk) и (x*) в норму правой ча-
сти неравенства (7) определяет равенство

       
         

     

   

TT
2

T TT T

TT

T T

2

*

*

* *

* .

k k k

k k k

k k k



  

 

 

    

  

 

 

x x b x P С

b x P С b x P P b x

b x P P b x

С P b x С P b x
 
(8)

После преобразований оценка нормы разно-
сти правой части неравенства (7) примет вид

    2 22 2
2*k k

      x x P H С

2 2
2 2 2 22* * * .k k k

       x x P H x x x x

Оценку нормы суммы ф азовых координат 
в правой части неравенства с учетом условий за-
дачи проекционной операторной оптимизации 

2 2k kr x С  и 2 2* kr x С  [5] можно за-
писать в виде

 
     2 2 2 22 2k k krx x x x С .  (9)

С учетом (9)  искомая оценка нормы разности 
двух радикалов примет вид

    22* * ,k kL     x x x x

где

  
       

2 2
2 2 2 22 2

2 2 .k kL rP H С P H С

После подстановки полученной оценки в (7) 
получим 

   

   

1 2 1 2

2

1 2 1 2 22

*

* * ,

k

k kL L L

   

     

x x

x x x x

где L1/2=1,  
     

2

2 22 2
2 2kL P H С P  

    2
2 2krH С  постоянные Липшица для 

функции «квадратного корня» и проекционного 
оператора.
Лемма 1 доказана.
Лемма 2. Справедлив следующий резуль-

тат: 

     1 2 2* * ,k P kx x x x   (10)

где


          2 2 2 22

1 2P u LН F T P Н

— коэффициент сжа тия.
Доказательство: В силу неравенства (7) и 

результатов леммы 1 справедлива следующая 
оценка:

    

1 2 2 2 2 2

2 22

1 2 1 2
2 2 22

2 22

1 2

1 2

* *

*

*

* .

k k u

k

k u

kL








        

       

         

      


x x Н x x F T

P Н x x

x x Н F T

P Н x x
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Полученные выше оценки норм разностей вида  1 2*kx x  и  2*kx x  определяют достаточное 
условие сжатия в виде 

    1 2 2* * ,k P kx x x x

где коэффициент сжатия определен равенством


          2 2 2 22

1 2 .P u LН F T P Н

Лемма 2 доказана.
Из леммы 2 следует условие сжатия для оператора динамической системы (3). По определению сжи-

мающего оператора [20], коэффициент сжатия должен быть меньше единицы:


           2 2 2 22

1 2 1.P u LН F T P Н                                          (11)

Тогда, при выполнении ус ловия (11), условие устойчивости примет вид

 





          
 

1

2 2 2 22
1 2 1 .u LF T P Н Н                                        (12)

Условие (12) является достаточным условием устойчивости оператора (3).

Вычислительный эксперимент

Далее продемонстрированы результаты решения задачи стабилизации программных движений син-
хронного генератора с допустимыми ограничениями на частоту , напряжение обмотки воз буждения 
uf и механический момент Mmx. Указанные ограничения заданы обобщенным вектором программных 
движений 

   
T 140 0 0 0 0 1 002 0 0 0 0 5 0 0 0 035 0, , , .kС R

Для вычислительного эксперимента выбрана математическая модель турбогенератора ТВВ-200-2 
с техническими характеристиками, описанными в [22], представленная в векторно-матричной форме: 

4,07 11,72 0,1 2 5,56 0 0
7,46 2 59 3,54 3,54 4,74 0 0
0,99 2 85 2,32 5,77 1 34 0 0
6,87 19,78 2,1 10 9,37 0 0

13,63 4,73 6,46 6,46 10 0 0
79 9 79 9 37 8 3

,
, ,
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d

q

f

rd

rq

q d q

i
i

i

i
i

i i i

       
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 
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  
  
   
  
  
     
    

 
  
 
    
 
 
 
   0

.

х

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

                       (13)

Дискретизация векторно-матричной модели (13) осуществлена разностными операторами, соответ-
ствующими неявному методу Эйлера [23], реализованными в среде SimInTech (https://simintech.ru/). 



ИНФОРМАЦИОННО-УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 6, 2023 61

СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ

Упрощенная математическая модель нагрузки 
имеет вид [24]

 
       

   

 
       

   

2 2

2 2

;

.

d act q react
d

d q

d act q react
q

d q

i t p t i t p t
u t

i t i t

i t p t i t p t
u t

i t i t











Параметры динамической системы (3) 
 = 0,5017 и r = 1 подобраны экспериментально.
Изменение мощности синхронного генерато-

ра задано кусочно-постоянной функцией и пока-
зано на рис. 1.

  Рис. 2. Схема вычисления параметра обратной связи  в SimInTech
  Fig. 2. Scheme for calculating the feedback parameter  in SimInTech 

  Рис. 1. Мощность синхронного генератора, задан-
ная в виде кусочно-постоянной функции 

  Fig. 1. Synchronous generator power, specified as a 
piecewise constant function

Схема, реализующая вычисление параметра 
обратной связи , приведена на рис. 2. Для обе-
спечения устойчивости динамической систе-
мы (3) достаточно выполнения неравенства (12), 
ограничивающего параметр проекционно-опе-
раторной обратной связи. Для выполнения не-
равенства (12) параметр  можно умножить на 
константу, равную 0,9999. При нарушении усло-
вия (12), например, при умножении вычисленно-
го параметра обратной связи  на константу 1,25, 
происходит быстрый рост значений фазовых ко-
ординат динамической системы.
С учетом изменения мощности синхронного 

генератора динамика параметра проекционно-
операторной обратной связи  для системы (13) 
иллюстрируется на рис. 3. 
На основе данных рис. 1 и 3 можно сделать 

следующий вывод: кусочно-постоянное изме-
нение нагрузки (см. рис. 2) приводит к соответ-
ствующему кусочно-постоянному изменению ам-
плитуды параметра проекционно-операторной 
обратной связи  (см. рис. 3). Указанное соответ-
ствие графика нагрузки также имеет место для 
фазовых координат и управлений исследуемой 
динамической системы. Объяснение сущности 
физических процессов, происходящих в син-
хронных генераторах, приведено, например, 
в работе [25].
Ограниченные вектором допустимых про-

граммных управлений Cuk локально допустимые 
управляющие воздействия uf и Mmx с учетом из-
менения нагрузки (см. рис. 1) и динамики пара-
метра проекционно-операторной обратной связи  
(см. рис. 3) имеют вид, показанный на рис. 4. 
Динамика токов синхронного генератора п о-

казана на рис. 5. Временная зависимость про-
граммно-ограниченной «частоты» синхронного 
генератора, учитывающая изменение мощности 
(см. рис. 1) и параметр обратной связи , изобра-
жена на рис. 6.
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Из рис. 4 и 6 видно, что при изменении мощ-
ности (см. рис. 1) значения синтезированных 
управляющих воз действий uf и Mmx, а также 
стабилизируемой фазовой координаты  не пре-
вышают ограничений, заданных вектором допу-
стимых программных движений Ck. 

Выводы

Синтезировано достаточное условие устойчи-
вости динамической системы (3) и определен па-
раметр проекционно-операторной обратной связи, 
уточняющий результаты, полученные в работе [5]. 

Вычислительные эксперименты подтвердили 
достаточность синтезированного условия устой-
чивости исследуемой динамической системы.

Литература

1. Мещанов А. С., Бикмурзин А. М. Cтабилизация 
программной посадки летательных аппаратов без 
шасси на подвижную платформу в атмосфере при 
неопределенных возмещения. Ч. 1. Вестник тех-
нологического университета, 2020, т. 23, № 12, 
с. 109–117. EDN: KOZLIY

  Рис. 3. Динамика параметра проекционно-опера-
торной обратной связи 

  Fig. 3. Dynamics of the projection-operator feedback 
parameter 

  Рис. 4. Графики ограниченных управлений uf и 
Mmx 

  Fig. 4. Graphs of limited controls uf and Mmx

  Рис. 5. Динамика токов синхронного генератора 
  Fig. 5. Dynamics of synchronous generator currents

  Рис. 6. Временная зависимость программно-ограни-
ченной «частоты»  синхронного генератора

  Fig. 6. Time dependence of the software-limited “fre-
quency”  of a synchronous generator



ИНФОРМАЦИОННО-УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 6, 2023 63

СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ

2. Воробьев Е. И., Михеев А. В., Моргуненко К. О. 
Построение программных движений механизмов 
относительного манипулирования с тремя степе-
нями свободы. Проблемы машиностроения и на-
дежности машин, 2019, № 6, с. 42–48. doi:10.1134/
S0235711919060105/issn0235-7119

3. Alekseev A., Stukonog S. An algorithm for con-
structing an optimal ship’s path with elements of the 
ship’s program motion systems on the course. Transp. 
Bus. Russ., 2022, no. 2, pp. 217–221. doi: doi:10.52375/
20728689_2022_2_217/issn2072-8689

4. Yu H., Liang X., Han J., Fang Y. Adaptive trajectory 
tracking control for the quadrotor aerial transporta-
tion system landing a payload onto the mobile plat-
form. IEEE Trans. Ind. Informatics, 2023, pp. 1–12. 
doi:10.1109/TII.2023.3256374

5. Ефремов А. А., Козлов В. Н. Метод синтеза ло-
кально допустимых ограниченных управлений 
для стабилизации программных движений дина-
мических объектов. Информационно-управляю-
щие системы, 2023, № 4, с. 47–55. doi:10.31799/1684-
8853-2023-4-47-55, EDN: DYULZH

6. Sachan K., Padhi R. Lyapunov function based output-
constrained control of nonlinear Euler — Lagrange sys-
tems. 15th Intern. Conf. on Control, Automation, Robotics 
and Vision (ICARCV), IEEE, Singapore, 2018, 18–21 Nov., 
2018, pp. 686–691. doi:10.1109/ICARCV.2018.8581068

7. Wang X., Xu J., Lv M., Zhang L., Zhao Z. Barrier 
Lyapunov function-based fixed-time FTC for high-or-
der nonlinear systems with predefined tracking accu-
racy. Nonlinear Dyn., 2022, vol. 110, no. 1, pp. 381–
394. doi:10.1007/s11071-022-07627-9/issn0924-090X

8. Голубев А. Е. Стабилизация программных движе-
ний механических систем с учетом ограничений. 
Известия РАН. Теория и системы управления, 
2023, № 4, с. 153–167. doi:10.31857/S0002338823040054

9. Kozlov V. N., Efremov A. A. Operators of bounded lo-
cally optimal controls for dynamic systems. Lect. Notes 
Networks Syst. Springer, 2020, vol. 95, pp. 140–145. 
doi:10.1007/978-3-030-34983-7_14

10. Kozlov V. N., Efremov A. A. Projection-operator opti-
mization of controls of dynamic objects. J. Phys. Conf. 
Ser. IOP Publishing Ltd, 2021, vol. 1864, no. 1, pp. 140–
145. doi:10.1088/1742-6596/1864/1/012076/issn17426596

11. Александров О. В., Козик А. А. Минимаксная оп-
тимизация параметров стабилизации программно-
го полета. Вестник Московского университета. 
Сер. 1. Математика. Механика, 2019, т. 3, с. 45–49. 

12. Котина Е. Д., Овсянников Д. А. Математическая 
модель совместной оптимизации программного и 
возмущенных движений в дискретных системах. 
Вестник Санкт-Петербургского университета. 
Прикладная математика. Информатика. Про-
цессы управления, 2021, т. 17, № 2, с. 213–224. 
doi:10.21638/11701/spbu10.2021.210

13. Голубев А. Е. Построение программных движений 
механических систем с учетом ограничений при по-
мощи многочленов третьего порядка. Известия РАН. 

Теория и системы управления, 2021, № 2, с. 126–137. 
doi:10.31857/S0002338820060049/issn0002-3388

14. Andreev A. S., Kolegova L. V. PID controllers with 
delay in a problem of stabilization of robotic manipu-
lators’ desired motions. Zhurnal Sredn. Mat. Obs., 
2022, vol. 34, no. 3, pp. 267–279. doi:10.15507/2079-
6900.24.202203.267-279/issn20796900

15. Иртегов В. Д., Титоренко Т. Н. Об одном подходе 
к качественному исследованию нелинейных дина-
мических систем. Сибирский журнал вычисли-
тельной математики, 2022, № 1, c. 59–75. 
doi:10.15372/SJNM20220105/issn1560-7526

16. Yu M., Li J., Zhang S. Probabilistic stability of small 
disturbance in wind power system based on a varia-
tional Bayes and Lyapunov theory using PMU data. 
IET Gener. Transm. Distrib., 2022. vol. 16, no. 23, 
pp. 4818–4829. doi: 10.1049/gtd2.12648/issn1751-8687

17. Efremov A. A., Karakchieva V. V., Kozlov V. N. Sta-
bility analysis of dynamical systems based on Lyapu-
nov vector functions. Intern. Conf. “System Analysis 
in Engineering and Control”, 2022, pp. 177–186. 
doi:10.1007/978-3-030-98832-6_16

18. Schiller J. D., Muntwiler S., Kohler J., Zeilinger M. N., 
Muller M. A. A Lyapunov function for robust stability 
of moving horizon estimation. IEEE Trans. Automat. 
Contr., 2023, pp. 1–16. doi:10.1109/TAC.2023.3280344. 
https://ieeexplore.ieee.org/document/10136787 (дата 
обращения: 15.06.2023).

19. Barroso N. F., Ushirobira R., Efimov D. Control 
Lyapunov function method for robust stabilization of 
multistable affine nonlinear systems. Int. J. Robust 
Nonlinear Control, 2023, vol. 33, no. 11, pp. 6354–
6370. doi:10.1002/rnc.6700/issn1049-8923

20. Колмогоров А. Н., Фомин С. В. Элементы теории 
функций и функционального анализа. 7-е изд. М., 
Физматлит, 2019. 572 c.

21. Козлов В. Н. Проекционный метод синтеза огра-
ниченных оптимальных управлений динамиче-
ских систем энергетики. СПб.: Изд-во Политехн. 
ун-та, 2019. 161 с. doi:10.18720/SPBPU/2/i19-277

22. Неклепаев Б. Н. Электрическая часть электро-
станций и подстанций. 2-е изд. М., Энергоатомиз-
дат, 1986. 640 с.

23. Скворцов Л. М. Численное решение обыкновенных 
дифференциальных и дифференциально-алгебра-
ических уравнений. М., ДМК Пресс, 2023. 236 с.

24. Леонов Г. А., Кузнецов Н. В., Андриевский Б. Р., 
Юлдашев М. В., Юлдашев Р. В. Математическое 
моделирование переходных процессов гидроагре-
гата Саяно-Шушенской ГЭС. Дифференциальные 
уравнения и процессы управления, 2018, т. 4, 
с. 80–105. doi:10.7868/s0869565216060086/issn0869-
5652. https://diffjournal.spbu.ru/pdf/kuznetsov_5.pdf 
(дата обращения: 15.05.2023). 

25. Веников В. А., Иванов-Смоленский А. В . Физиче-
ское моделирование электрических систем. Мо-
сква; Ленинград, Госэнергоиздат, 1956. 359 с.



ИНФОРМАЦИОННО-УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 6, 202364

СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ

UDC 681.51
doi:10.31799/1684-8853-2023-6-57-65
EDN: UFBFDT 

Sufficient conditions for the stability of a locally admissible dynamic system with constraints 
on phase coordinates and controls

А. A. Efremovа, PhD, Phys.-Math., Associate Professor, orcid.org/0000-0002-0224-2412
V. N. Kozlovа, Dr. Sc., Tech., Professor, orcid.org/0000-0003-1552-8097, kozlov_vn@spbstu.ru
аPeter the Great St. Petersburg Polytechnic University, 29, Politekhnicheskaia St., 195251, Saint-Petersburg, Russian 
Federation

Introduction: The synthesis of systems for the stabilization of program motions of objects is an urgent task of control theory. 
Projection operator methods of mathematical programming are adequate methods of control synthesis for this class of problems. Purpose: 
To develop the methods for synthesizing locally admissible controls for stabilizing programmed motions of linear and nonlinear dynamic 
objects with restrictions. Results: The linear stationary control object is specified in the form of a difference operator controlled according 
to Kalman criterion. For the specified control object, transformations of the projection operator for solving problems of stabilization of 
program movements with restrictions have been carried out and equations for the transition and stationary states of the system under 
study have been synthesized. The compression condition is obtained from an estimate of the norm of deviation of the phase coordinates 
of the system from the stationary state. Based on the principle of compressive mappings, a sufficient condition for the stability of a 
projection-operator dynamic system with restrictions on phase coordinates and controls is obtained. The derivation of a sufficient stability 
condition made it possible to determine the projection operator feedback parameter and ensure the stability of the projection operator of 
the dynamic system obtained earlier. As a control object, a vector-matrix model of a synchronous generator in the Cauchy form was used 
for the computational experiment. A computational experiment confirmed the theoretical generalizations obtained in the study. Practical 
relevance: The fulfillment of the inequality condition to determine the feedback parameter guarantees the stability of the projection 
operator dynamic system.
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